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L6sung 11
Aufgabe 44.

(1) (a) Wir rechnen z.B. det (%%9) = det (*fég) = —det (:%Z) =s—T.
53s —10s
s

(b) A ist singulér, falls s — 7 =0, also fiir s = 7.
(c) Der Eintrag von A~! bei (1,3) ist (—1)3*!(det A) "t det Az1 = (s — 7) "L det (37) = <=
1111 : 1'1 1 T8 1 .
(2) (a) Wir rechnen z.B. det <?5ﬂ) = det <8—118 J ) — idet (7.1 0 0.) — idet (2Sisii) _
liis 0 2i2is+i 2i 20 s+i

=i(s+2i)(s —1).
(b) A ist singulér fiir s € {3, —2i}.

i(s2 + is + 2)

111 111
c) Der Eintrag von A~! bei (1,4) ist (=1)*T1(det A)"1det A41 = —(det A)"tdet(isi) = —(det A)~1det(0s=i0
& * 011 01 1
=
3o oxoto :
(3) (a) Wir rechnen zB. det| si0l. = det| s000. = —det{93% = —sdet(0:0 = —sadet(fé)
01,10 00.00 10s
1000 s 1000 s 100s
= —1s(s% —1).

(b) A ist singulér fir s € {0,0 —1,—¢+ 1}.
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(c) Der Eintrag von A~! bei (1,5) ist (—1)°T!(det A)~tdet A5 = (det A)~!det (?
1

_ =
s2—."

_ 1 1s
= (det A)~! det ((38
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Aufgabe 45.

01 1 1 01 1. 1 n—1 0 0 0
10 1 -1 i-1 0 0 1 —1 0. 0
(1) Wir erhalten det = det = det =(-1)""(n-1).
1+ 1 01 1 0 —1 0 1 0 =10
1110 10 0-1 1 0 0-1
110 0 -0 110 0 0 -0 110 0 0
111 0 00 11 1 0 0 -0 01 1 0 0 -0
01 1 -0 1 01 1 1 0 - 01 1 1 0
: 1. Zeile e
(2) Esist a,, := det =" det R —det
0+ 0 1 10 00 1 1 10 0+ 0 1 1 10
0-- 0 0 1 11 00 0 1 11 0-- 0 0 1 11
0-- 0 0 0 11 00 0 0 11 00 0 0 11
(n—1)x(n—1) (n—1)x(n—1)
110 0 0 - 110 0 0 -
111 0 00 11 1 0 0 0
01 1 1 0 - 01 1 1 0 -
= det —det =Qp_1— An_2 .
00 1 1 10 01 110
00 0 1 11 0-- 0 0 1 11
00 0 0 11 0 0 0 11
(n—1)x(n—1) (n—2)x(n—2)
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ff) = (det A)~!det <
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[=f=laliy
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=R )
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Ferner ist a; = det(1) = 1 und ay = det (i %) = 0. Die Rekursionsformel liefert insbesondere a7 = 1 = a; und ag = 0 = ao,

so dafl wir das folgende periodische Verhalten ersehen kénnen.

—1firn=¢3 n=¢4
an = 0 fiir n=¢2, n=¢H

1firn=¢0,n=¢1l.

(3) Im folgenden bezeichne a,, das Ergebnis aus Teilaufgabe (2). Wir stellen folgende Nebenrechnung vor, wobei n > 3.
110 0 - 01 10 0 0 - 01 10 0 0 - 01
11 1 0 - 00 111 0 - 00 110 0 - 00
01 1 1T 00| o 01 1 1 0 -0 111000
. . . . palte . . . cee
b, = det T = -1 —det T +(—=1)"*! det S

0-- 0 1 1 10 0~ 0 1 1 10 ‘

00 - 0 1 11 00 - 0 1 11 0~ 0 1 1 10
10 0 0 11 10 0 0 11 00 - 0 1 11

nxn (n—1)x(n—1) (n—1)x(n—1)

jeweils 1. Zeile

an1 — (an_o+ (=)D L ()" A 4 (=)D, o) =a, 1 — 2a,_o + 2(—1)"F1



Fir n > 5 wird

00 1 1 1 1 1. 1 00 3 3 3 3 3 3
00 1 1 1 -1 00-1 0 0 0 0-- 0 00-1 0 0 0 O 0
00 0 1 1 -1 10-1-1 0 0 O-- O 10-1-1 0 0 O 0
10 0 0 1 ---1 11-1-1-1 0 0 -- O 11-1-1-1 0 O 0
. 11 0-1-1-1 0-- 0 1 11 0-1-1-1 0 0
det SR = det e = 3 det .
1--1 0 0 01 o
1.1 1 0 00 11 0 0—-1-1—-1 0 11 0—-1-1—-1 0
11 100 11 0- 0 0-1-1-1 11 0 0 0—-1-1-1
1 0« 0 0 0-1-1 11 0 0 0 0-1-1
n—2n—3 0 0 0 0 0 - 1 3n—63n—9 0 0 0 0 0 -- 1 3n—63n—9 0 0 0 0 0 - 1
0 -1 0 0 0 0-- 0 0 0 -1 0 0 0 0-- 0 0 0 -1.0 0 0 0-- 0
1 0 —-1-1 0 0 0-- 0 3 0 -1-1 0 0 0-- 0 3 0 —-1-1 0 0 0-- 0
I 1 0-1°1-% 0 o 503 ToS121-% 0 o 503 oS11-! 0o
1 oL - 1 oL - 1 oL
73det Co f27det Co f27det Lo
1 1 0+ 0-1-1-1 0 3 3 0 0-1-1-1 0 3 0 0-1-1-1 0
1 1 0 0 0-1-1-1 3 3 0 0 0-1-1-1 3 3 0 0 0-1-1-1
1 1 0 0 0 0-1-1 3 3 0 0 0 0-1-1 3 3 0 0 0 0-1-1
3n—53n—8 0 0 0 0 0 -- 1 3n—53n—8 0 0 0 0 0 -- 1
-1 -1 -10 0 0 0-- 0 -1 0 -1 0 0 0 0
1 -2 —-1—-1 0 0 0-- 0 1 -2 —1-1 0 0 0-- 0
0 0 6ZiZi-? 9o 0 0 6-1Zi-% 9o
- 1 T - 1 T ’
i27det i27det .o
0 0 0 0-1-1-1 0 0 0 0 0-1-1-1 0
0 0 0 0 0-1-1-1 0 0 0 0 0—-1-1-1
1 1 0 0 0 0-1-1 0 0 -1 0 0 0-1-1
3n—5-3 0 0 0 0 0 - 1 3n—51 0 0 0 0 0 -- 1
-1 0-1 0 0 0 0-- O -1 0-1 0 0 0 0-- 0
1 -3-1-1 0 0 0-- 0 1 1-1-1 0 0 0 O
0 0-1-1-1 0 0- O 0 0-1-1-1 0 0. 0
0 0 0-1-1-1 0-- 0 0 0 0-1-1-1 0-- 0
_ 1 —_1 . .
—27det = 9det .
0 0 0-1-1-1 0 0 0--- 0-1-1-1 0
0 0 0 0 0-1-1-1 0 0 0-- 0 0-1-1-1
0 0-1 0 0 0-1-1 0 0-1 0 - 0 0-1-1
3n—61 0 0 0 0 0-- 0
FEERRE NI IEER R BN o288 g g
0 1-1-10 0. 0-1 0-1-1-1 0 0 - 0 -1-1-1 0 0 0
0 0-1-1-1 0 0-- 0 0 0-1-1-1 0 0 0 0-1-1-1 0 0
1 o 0 0-1-1-1 O0-- O 2. Spalte q ... 1 .
= —1det . = = det Lot +5 det
9 Lo, 9 9
0 0+ 0-1-1-1 0 0 0 0-1-1-1 0
0 0 0-1-1-1 0
ERESEEEE 885 0 9 IEEREREE
-1 0 0 0-1-1
(n—1)x(n—1) (n—1)x(n—1)
_ _1/ 1\yn—-2 1 _ _1\n—-3
- 9( 1) bn—2+9(6 371)( 1) an—3 —%—i—lfﬁr?’LEgO
_ 1 n—2 n—1 n—3 _ n 1 ¢ —
= 5(=(=1)""*(an-3 = 2an—a +2(=1)""") + (6 = 3n)(—=1)"a,_3) = 2 —3firn=31

0 fir n =32

Dies gilt nun auch fiir n € [1,4], wie man direkt iiberpriift, also insgesamt fiir n > 1.

Aufgabe 46. Direkte Lisung. Da A invertierbar ist, ist # = A~!b. Mit der Cramerschen Regel wird mithin fiir i € [1, 7]

=3 ((det A) Y1) det Ajyi)ﬂj = (det )™ Y (~1)H0, det 4y,
j€ll,n] je[tn]
und letztere Summe ist die Laplaceentwicklung von det(as« 1, -+, @xi—1,0, s it1, "+ , @ n) nach der iten Spalte.

Indirekte Kurzlosung. Ist b= Aw =3y 1 as;&5, so ist det(aw, -, @ui1,0,asi41,+  Gun)
= det(au,1, " Quyi1, D je,n) §i0rgs ritls 7 Qi) = & det A, woraus das Resultat ebenfalls folgt.

Aufgabe 47. Nach Anwendung eines Isomorphismus V — K" x; — ¢; diirfen wir annehmen, dal = ¢ und daf§ y das
Spaltentupel einer reguliren Matrix A = (1;;);; € K™*" ist. Fiir ein gegebenes k € [1,n] miissen wir nun ein j € [1,7n] so
finden, da8 (e1,...,€;—1,Yk, €41 ..., €n) Und (Y1,..., Yk—1,€5, Yk+1,- - -, Yn) Spaltentupel reguléirer Matrizen sind, i.e. derart,
daB 0 # det(eq,...,€j—1, Yk, €j41---,€n) =Nk und 0 £ det(y1, ..., Y—1, €5, Yk+1, - - -, Yn) = £ det A; 5, sind.

Mit Laplace nach der k-ten Spalte wird
0 # detA = Y (=1 det Ay,
je,n]
also gibt es in der Tat wenigstens ein j € [1, n], fir welches weder 7; ; noch det A; 5, verschwindet.
Aufgabe 48.

(1) Die Aussage ist falsch. Fiir A = (8(1)) ER>?ist A— At = (,?5) regulér.

(2) Die Aussage ist richtig. Es gilt det(A — A") = det((A — A")") = det(A* — A) = det(—(A — A")) = (—1)" det (A — AY). Fiir
n ungerade folgt also det(A — A*) = — det(A — A"), mithin det(A — A*) = 0. Somit ist A — A* singulir.



