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Losung 14
Aufgabe 56.
(1) Wir haben A'A = AA* = 4 (ZH{2211).
(a) Esist A normal fiir z € C.

(b) Esist A unitér, falls A'A = E, d.h. falls 2z =1, d.h. fir z € {¢ € C | [(| = 1}.
(c¢) Es ist A hermitesch fiir z € R.

_ _ 8—4(242)+52z —2—2(2+2z)+42zZ 2—4(2+2)+22Zz
(2) Wir haben A*A = AA* = 1 —2—2Ez+2 +42Z  5—(z+2)+52%2 4—2§z+2 —22% .
9 2—4(z+2)+22z 4-2(2+2)—22z 5—4(2+z)+82z

(a) Esist A normal fiir z € C.

(b) Ist A unitér, ist also A'A = E, so ist 8 —4(z + 2) + 522 =9 und 5 — (2 + 2) + 522 = 9, woraus z + z = 1 folgt.
Aus z.B. 5 — 4(z + Z) + 82z = 9 folgt nun 2z = 1. Umgekehrt ist A unter diesen beiden Bedingungen an z auch
unitir. Damit ist A unitir genau dann, wenn z € {C € C | (+{=1,¢( =1} = {3 — V3, 3 + $V3}.

(c¢) Es ist A hermitesch fiir z € R.

. Tt 14zz zZw 242z Tt 142z =z z+Zz
(3) erhabenAA:(}Dz 1+ww;+m)undAA :( s 2 14w )
Z4+z 14w zZz+2 z+z w4+l zZ+ww+1

(a) Esist A normal, falls A*A = AAY, d.h. falls ww = 1 und wz = 2. Falls z # 0, ist mit w = z/Z die erste Bedingung
redundant. Also ist A normal genau dann, wenn

(z,w) € ({0} x {we Cllw =1} U ({(¢,w) [ € C\ {0}, w=¢/C})-

(b) Es ist A unitir, falls AA* = E. Dies ist wegen des Eintrags 2 an Position (2,2) nie der Fall.
(c) Esist A hermitesch, falls (z,w) € R x {1}.

Aufgabe 57.

(1) Bezeichnen y; := (

O

0 1 1 -2
1 1 0 1 {0 —t 0 1 3

, Yo 1= und y3 := , so werden x7 := ——(),xgz— 90— (Zhys)x1 ——( )
) Y (%> Y (8) n=5 1 (y2 = (Z1y2)z1) 5 1

und 3 == (y3 — (Flys)r1 — (Thys)xa)? = %0 _1 ). Wir erhalten also eine Orthonormalbasis

von U.

i i 1 i
(2) Bezeichnen y; := (_3), Yo = <%> und ( f) < C®, so werden 71 = o} = % <_(2>, 1y = (y2 — (Thy2)z1)? =
1 0 —i 1

_ —8—6i
1 K} ~t =t 0 1 0-3i - - .
s | ok und z3 := (y3 — (F{ys)z1 — (Thys)x2)? = 57 | 75k |- Wir erhalten also eine Orthonormalbasis
- —2-14;
1 1 1 ot
(2 <O> ) 2T <4ii> ' T0vE ( 73_1%§>>
1 —1 —2-14;
von U.
Aufgabe 58.
Wir schreiben o = (s1,1,...,81,0,) - (Sk.1,- - -, Sk.1,, ) in Zykelschreibweise, ohne die Zykel der Lénge 1 zu unterschlagen. Dann

ordnen wir die Standardbasis entsprechend um zur Basis

(651,17 . '7651,11 9. -7€Sk,1a . '765k,lk>



und beschreiben die lineare Abbildung C™ — C", z — 7(0)z in dieser Basis. Wir erhalten eine Hauptdiagonalblockmatrix
mit Blocken der Form 7((1,2,...,;)). Da dieser Basiswechsel der Konjugation mit der Matrix, die in den Spalten die
neugeordnete Basis stehen hat, entspricht, blieb hierbei das charakteristische Polynom ungeéndert, und es wird also

Xw(o)(X) = H Xm((1,2,..., l]))(X)
JE(L.k]

Das charakteristische Polynom von m((1,2,...,1;)) ist gleich dem charakteristischen Polynom von 7 ((1,2,...,[;))" und wurde
als solches in Aufgabe 49 (2) zu X% — 1 berechnet. Damit wird

Xro(X) = I x4 -1).
JE[LK]
Sei ¢, := e*™'/li eine primitive l;-te Einheitswurzel. Dann ist X' —1 = [Lsejo,1,—1)(X = &)- Die Eigenwerte von 7(c) ergeben
sich also zu
(Clsj |J € [17k]7 s € [07lj _1]) ,
wobei ggf. mit Vielfachheit auftretende Eigenwerte noch separat angefiihrt sind.

Aufgabe 59 (4 Punkte).

(1) Die Aussage ist falsch. Z.B. ist fir A = (é 8) hermitesch und B = (%) unitdr das Produkt AB = (8 6) nicht normal,
da es sich um eine nichtdiagonale obere Dreiecksmatrix handelt.

(2) Die Aussage ist richtig.
Erster Beweis. Es ist A2 = AA' = E.

Zweiter Beweis, spiter verstindlich. Ist A unitiir und hermitesch, so hat A Eigenwerte in {—1,+1}. Also hat A% nur
den Eigenwert 1. Da A? als unitire Matrix diagonalisierbar ist, ist notwendig A? = E.

(3) Die Aussage ist richtig. Denn wegen f(A4) = 0 fiir f(X) = X?—X -2 = (X+1)(X —2) hat auch das Minimalpolynom als
Teiler von f(X) nur Nullstellen mit Vielfachheit 1. Daher sind die maximalen Jordanblockkantenlingen der Jordanform
von A gleich 1, woraus die Diagonalisierbarkeit von A folgt.

(4) Die Aussage ist falsch. Z.B. sind A = (85) und B = (?8) nilpotent, nicht aber AB = ((1)8).

(5) Die Aussage ist richtig. Ist S invertierbar mit S~ AS diagonal, und ist 7" invertierbar mit 7~! BT diagonal, so ist auch

insgesamt (ﬁ%)_l (’3%) (ﬁ%) = (Si(leS T79BT) diagonal.

Umgekehrt, ist (’3 %) diagonalisierbar, und ist A ein Eigenwert von (’3 %), so haben wir zu zeigen, daf} algebraische
und geometrische Vielfachheit von A beziiglich (’8 ) iibereinstimmen. Da x( A0 ) (X) = xa(X)xpB(X), addieren sich
0B

die algebraischen Vielfachheiten von A als Eigenwert von A und als Eigenwert von B (Vielfachheit Null jeweils zu-
gelassen; heifit, dal kein Eigenwert) zur Vielfachheit von A als Eigenwert von (‘3 g). Ko6nnen wir dasselbe zeigen fiir
die geometrischen Vielfachheiten, so sind wir wegen der Diagonalisierbarkeit von (‘3 g) und der Ungleichung zwischen
geometrischer und algebraischer Vielfachheit fertig. Nun ist diese geometrische Vielfachheit aber gleich der Dimension

AfoAE B E) Ein Vektor in diesem Kern setzt sich aus zwei aufeinandergestellten Vektoren zusammen,

(), wobei & € Kern(A — AE) und y € Kern(B — AE). Ist also (21, . ..x) eine Basis von Kern(A — AE), und (y1,...y)

eine Basis von Kern(B — AFE), so ist ((zol) ey (””0’“) , (yol) ey (yol)) eine Basis von Kern (AfoAE B_O,\E). Insbesondere

des Kerns von (

ist die geometrische Vielfachheit von A als Eigenwert von (‘3 %) in der Tat die Summe der geometrischen Vielfachheiten
von A als Eigenwert von A und von B (Vielfachheit Null jeweils zugelassen; heifit, dafl kein Eigenwert).

Diese Argumente gelten auch fiir Matrizen A, B unterschiedlicher Kantenlédnge.

(6) Die Aussage ist richtig. Sei S € GL,(C) mit ST AS diagonal, und zwar so, daf gleiche Eigenwerte in der Diagonale
beieinanderstehen. Dann ist fiir einen Eigenwert A von A der Eigenraum von A, also E4()), stabil unter Multiplikation
mit B; denn ist Ar = Az, so ist A(Bz) = BAz = \(Bz). Damit ist S~!BS = diag(B,..., Bx) eine Hauptdiago-
nalblockmatrix mit Blocken, die jeweils zu einem Eigenwert von A korrespondieren. Mit dem Argument zu (5) sind
alle Matrizen B; diagonalisierbar. Fiithrt man die Diagonalisierung blockweise durch, so entsteht eine Diagonalmatrix
diag(T1,...,Tx) " S™tBS diag(Ty, . .., T)). Nun ist aber diag(Th, ..., Tx) 1St AS diag(Th, ..., T) = STtAS ebenfalls
diagonal, und wir haben eine simultane Diagonalisierung von A und B erreicht.

Vgl. auch Skript, Zusatzabschnitt 4.3.5, Bemerkung am Ende.

(7) Die Aussage ist falsch. Sei z.B. A = (8 é) Die Bedingung AB = BA fiihrt uns auf eine Matrix B = (§ Z) mit a, b € C.
Nun ist die Bedingung, dal S € GL2(C) die Matrix A in Jordanform iiberfithren sollte, diquivalent zu SA = AS, d.h. S
muf} auch von der Form S = (S Z) mit u, v € C sein, wobei hier noch u # 0 sein sollte. Daraus folgt aber S™'BS = B,
da BS = (“Oa “b;;w) = SB. Eine Matrix S, die A in Jordanform bringt, kann also B nicht in Jordanform bringen,
sofern nur b ¢ {0,1}.

Somit haben wir z.B. das Gegenbeispiel A = (8 é), B = (8 _6), fiir welches keine Matrix S gefunden werden kann, die
simultan A und B in Jordanform bringt.



