M. Kiinzer, J. Marhenke

Lineare Algebra fiir Informatiker, WS 03/04

Aufgabe 5. ¢ = (1,7,5,3) ist von Ordnung 4, ¢, =
(1,3,5,7) ist von Ordnung 4, e,-1 = —1;

Losung 2

7_—1

von Ordnung 3, und hat das Signum €(5o7)2 = 1.

Es ist 7™

=7;007 = (1,7,5,6,3,2) und damit ist (co7)? =

o™; Ordnung; Signum).

(1,5,

—1; 7 = (2,3)(5,6) ist von Ordnung 2, ¢, = 1; o~}
3)(2,7,6)

=1, wenn m = 2k fiir ein k € Z ist. Auflerdem ist ¢ = 1, wenn n = 4k fiir ein k € Z ist. Also lasst
sich die folgende Tabelle anlegen (lies: 7™ o

T o g™ m = 2k m=2k+1
n =4k 1;1; 1 (2,3)(5,6); 2; 1
n=d4k+1| (1,7,5,3); 4; —1 | (1,7,6,5,2,3); 6; —1
n=4k+2| (1,5)(3, (1,6,5)(2,3,7); 3; 1
n=4k+3](1,3,57); 4 (1,2,3,6,5,7); 6; —1
Beachte, dafl e;mogn = €7el.
Aufgabe 6.
(1) Die Verkniipfungstafel hat folgende Gestalt.
@ | 1 1,2)(3,4)[(1,3)(249)](1,923)] (1,23) | @243) | 142) | 134 | 1,32) | 143) | 234 | (1,24)

1 1 (1,2)(3,4)((1,3)(2,4)[(1,4)(2,3)| (1,2,3 (2,4,3) (1,4,2) (1,3,4) (1,3,2) (1,4,3) (2,3,4) (1,2,4)
(1,2)(3,4)|[(1,2)(3,4) 1 (1,4)(2,3)((1,3)(2,4)| (2,4,3 (1,2,3) (1,3,4) (1,4,2) (1,4,3) (1,3,2) (1,2,4) (2,3,4)
(1,3)(2,4)([(1,3)(2,4)[(1,4)(2,3) 1 (1,2)(3,4)| (1,4,2 (1,3,4) (1,2,3) (2,4,3) (2,3,4) (1,2,4) (1,3,2) (1,4,3)
(1,4)(2,3)][(1,4)(2,3)((1,3)(2,4)((1,2)(3,4) 1 (1,3,4 (1,4,2) (2,4,3) (1,2,3) (1,2,4) (2,3,4) (1,4,3) (1,3,2)

(1,2,3) (1,2,3) (1,3,4) (2,4,3) (1,4,2) (1,3,2 (1,2,4) (1,4,3) (2,3,4) 1 (1,4)(2,3)](1,2)(3,4)|(1,3)(2,4)
(2,4,3) (2,4,3) (1,4,2) (1,2,3) (1,3,4) (1,4,3 (2,3,4) (1,3,2) (1,2,4) 1(1,2)(3,4)|(1,3)(2,4) 1 (1,4)(2,3)
(1,4,2) (1,4,2) (2,4,3) (1,3,4) (1,2,3) (2,3,4 (1,4,3) (1,2,4) (1,3,2) {(1,3)(2,4)](1,2)(3,4)|(1,4)(2,3) 1
(1,3,4) (1,3 4) (1,2,3) (1,4,2) (2,4,3) (1,2, (1,3,2) (2,3,4) (1,4,3) ((1,4)(2,3) 1 (1,3)(2,4)|(1,2)(3,4)
(1,3,2) (1,3,2) (2,3,4) (1,2,4) (1,4,3) 1 (1,3)(2,4)|(1,4)(2,3)|(1,2)(3,4)| (1,2,3) (1,4,2) (1,3,4) (2,4,3)
(1,4,3) (1,4,3) (1,2,4) (2,3,4) (1,3,2) [(1,2)(3,4)](1,4)(2,3)|(1,3)(2,4) 1 (2,4,3) (1,3,4) (1,4,2) (1,2,3)
(2,3,4) (2,3,4) (1,3,2) (1,4,3) (1,2,4) |(1,3)(2,4) 1 (1,2)(3,4)|(1,4)(2,3)| (1,4,2) (1,2,3) (2,4,3) (1,3,4)
(1,2,4) (1,2,4) (1,4,3) (1,3,2) (2,3,4) ((1,4)(2,3)(1,2)(3,4) 1 (1,3)(2,4)| (1,3,4) (2,4,3) (1,2,3) (1,4,2)
(2) Die Untergruppen sind {1} {1,(1,2)3,4)}: {1, (L3} (L (L3} {1,(1,2,3),(1,3,2))
{1,(1,2,4),(1,4,2)}; {1,(1,3,4),(1,4,3)};{1,(2,3,4), (2,4,3)}; {1, (1, 2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3) }; Aas.
Alle Untergruppen mit Ausnahme von A4 sind abelsch.
Aufgabe 7.
(1) Die Produktschreibweise in (1,2), (2,3) und (3,4) liefert die folgenden Bilder.

1 =1 -1 (1,2,4,3) = (1,2)0(3,4)0(2,3) — (2,3)

(1,2) =(1,2) — (1,2) (2,4) =(2,3)0(3,4)0(2,3) — (1,3)

(2,3) =(2,3) —(2,3) | (1,4,3,2) =(3,4)0(2,3)0(1,2) = (1,3)

(3,4) =(3,4) = (1,2) | (1,3,4) =(1,2)0(2,3)0(1,2)0(3,4) = (1,2,3)

(1,2,3) =(1,2)0(2,3) — (1,2,3) | (1,2,4) = (1,2)0(2,3)0(3,4)0(2,3) — (1,3,2)

(1,3,2) =(2,3)0(1,2) — (1,3,2) | (1,3)(2,4) = (2,3) 0 (1,2) 0 (3,4) 0 (2,3) -1

(1,2)(3,4) = (1,2) o (3,4) —1 (1L,4,3)  =(1,2)0(3,4)0(2,3)0(1,2) —(1,3,2)

(2,3,4)  =(2,3)0(3,4) = (1,3,2) | (1,4,2) (2,3)0(3,4)0(2,3)0(1,2) —(1,2,3)

(2,4,3) =(3,4)0(2,3) — (1,2,3) | (1,3,2,4) = (1,2)0(2,3)0(1,2)0(3,4) 0 (2,3) — (1,2)

(1,3) =(1,2)0(2,3)0(1,2) — (1,3) (1,4) =(1,2)0(2,3)0(3,4)0(2,3)0(1,2) — (2,3)

(1,2,3,4) = (1,2)0(2,3)0(3,4) — (1,3) | (1,4,2,3) =(2,3)0(1,2)0(3,4)0(2,3)0(1,2) — (1,2)

(1,3,4,2) =(2,3)0(1,2)0(3,4) — (2,3) (1,4)(2,3) =(1,2)0(2,3) 0 (1,2) 0 (3,4) 0 (2,3) 0 (1,2) — 1

(2) Esist Kern f = {1, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. Da Kern f # {1}, ist f nicht injektiv. Dagegen ist

f surjektiv.



Aufgabe 8.

(1) Seien (z,y), («',¢), (z”,y") € G.
(G1) Assoziativitit folgt mit
((z,y)- (@) - (@",y") = (x+ya',yy) - @) = (& +y2’ +yy'a", yy'y")
(z+y@" +y'2"),yy'y") = (z,y) - (2" +y'2a",y'y")
= (z,y)-((«,y) - @@",y"))
(G2) Esist 1¢ = (0,1),da (x,y)-(0,1) = (z+y-0,y-1) = (z,y) und (0,1)-(z,y) = (0+1-2,1-y) = (x,y).
(G3) Esist (z,y)"' = (~ay~ 'y~ '), da

(7‘Ty715y71)(1'5y) = (*l’yil er*lx,y*ly) = (051) ) und
(@y)(—ey~hy™) = (@+yl-zy D™ = (0,1).
(2) Zunéchst ist U # (). Seien z = (a,1),y = (b,1) € U. Dann ist zy~! = (a,1)-(=b,1) = (a+1-(-b),1) € U.
Damit ist U < G.

Zunichst ist V # 0. Seien z = (0,a),y = (0,b) € V. Dann ist zy~! = (0,a) - (0,b71) = (0,ab™ 1) € V.
Damit ist V < G.

Aufgabe 9.

(1) Aussage trifft zu. Wegen f(1) = 1 € V ist f=1(V) # 0. Seien z,y € f~1(V). Dann ist f(zy~!) =
f@)fly™) = f(@)(f(y))~t € V wegen V < H. Also ist zy~! € f~1(V). Damit folgt f~1(V) < G.

(2) Gegenbeispiel: Betrachte den Gruppenmorphismus e : S5 — {£1}. Dann hat o = (1,2, 3) die Ordnung 3,
aber die Ordnung von €, = 1 ist 1.
Bemerkung: Die Ordnung von f(g) ist aber sehr wohl ein Teiler der Ordnung von g.

(3) Aussage trifft zu. Seiy = f(x) € f(Z(G)) mit x € Z(G) und sei h € H. Zu zeigen: hy = yh. Da f surjektiv
ist, existiert ein g € G mit f(g) = h. Dann ist

yh = f(2)f(9) = flxg) = flgz) = f(9)f(x) = hy.

(4) Gegenbeispiel: Die Gruppe {1,(1,2,3,4),(1,4,3,2),(1,3)(2,4),(2,4),(1,2)(3,4), (1,4)(2,3),(1,3)} < &4
ist nicht abelsch, ihr Zentrum ist {1, (1,3)(2,4)} # {1}.

(5) Aussage trifft zu. Sei (~) die Aquivalenzrelation auf M, die durch

(915925"'39;0) ~ (gllagéaag;) — HhEG (gllagéaag;) = (h_lglagQa"'agp—lagph)

erklart ist. Gegeben (g1, g2, ...,9p) € M, so gibt es eine Bijektion

G — (917927"'7gp)7 h (hilglngW"agpflagph)

von G in seine Aquivalenzklasse, wobei insbesondere zu beachten ist, dass fiir jedes h € G in der Tat
(h™Yg1,92,. -+ gp—1,gph) € M liegt wegen h=1g1gs - - gp—19ph = h~1h = 1. Damit haben alle Aquivalenz-
klassen beziiglich (~) genau #G Elemente. Mit der disjunkten Zerlegung in Aquivalenzklassen folgt, dass
#G die Anzahl #M teilt.

Sei (g1,92,---,9p) € M. Wegen

92 Gp-19p91 = 91 9192 Gp-19p91 = 91 g1 = 1

ist auch sein um einen Schritt zyklisch vertauschtes Element (go, ..., gp,¢1) in M. Erkléren wir nun eine
zweite Aquivalenzrelation (/) der zyklischen Vertauschbarkeit auf M vermittels

(915923"'3917) ~ (gllagéa’g;) Aand 326[17]7] (gllagéa’g;) = (giagi-‘rla"'agpagla"'agi—l)7

so enthilt wegen p prim die Aquivalenzklasse von (91,92,---,9p) € M genau p Elemente, falls nicht
g1 = g2 =+ = gp; sie enthélt 1 Element, falls g1 = go = - -+ = gp. Sei u die Anzahl der Aquivalenzklassen
mit p Elementen, sei v die Anzahl der Aquivalenzklassen mit 1 Element. Es teilt p die Anzahl #G, welche
wiederum #M = pu + v teilt. Also teilt p die Anzahl v der konstanten Tupel in M.

Da (1,...,1) € M, muss es also ein g € G~ {1} geben mit (g,...,g9) € M, d.h. mit g = 1. Da g # 1, und
da p prim, hat g die Ordnung p.

Bemerkung: Wir sehen sogar, dass die Anzahl der Elemente von G von Ordnung p kongruent zu —1 modulo
p ist.



