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Aufgabe 24.
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Eine Basis von (z) ist z.B. gegeben durch das Tupel (( ) ( ?) ). Dieses kann beispielsweise durch

1
den Vektor (8) zu einer Basis von V ergéinzt werden. Es gilt dim(z) = 2.

i 0 1
Eine Basis von (z) ist z.B. gegeben durch das Tupel (( ) , (%) , (%) ). Dieses kann beispielsweise
1

1 0
0

durch den Vektor <(1)> zu einer Basis von V ergénzt werden. Es gilt dim(z) = 3.
0

Achtung: Das Tupel z darf nicht durch Streichung eines beliebigen Vektors verkiirzt werden. Ins-
1

besondere darf der Vektor (%) nicht gestrichen werden.
1

Eine Basis von (z) ist z.B. gegeben durch das Tupel ((X —1)%, (X —1)3). Dieses kann beispielsweise
durch das Tupel (1, X, X?) zu einer Basis von V ergiinzt werden. Es gilt dim(z) = 2.

1
Eine Basis von (z) ist z.B. gegeben durch das Tupel (( +1) ). Dieses kann beispielsweise durch das

1 0
Tupel ((8) , (é)) zu einer Basis von V' ergénzt werden. Es gilt dim(z) = 1.

Aufgabe 25.
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Eine Basis von T N U ist zB. gegeben durch ((é)) Als Basis von T + U kann

(((1)) , (j) , (é)) gewahlt werden. Die Summe ist wegen T'N U # 0 nicht direkt.

Wegen T'NU = 0 ist das leere Tupe

1 -1 1
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gegeben durch (( é) , ( 5) , (é) ,
1 0 0

T+U=TaU.

) eine Basis von T'N U. Eine Basis von T + U ist z.B.
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(?)) Die Summe T 4 U ist wegen TN U = 0 direkt, d.h.
1
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Als Basis fiir TN U kann das Tupel ( ) ( a ) gewahlt werden. Eine Basis von T'+ U ist z.B.
0
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gegeben durch ((%) , (?) , (8) (
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0
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) Wegen T'NU # 0 ist die Summe nicht direkt.

Aufgabe 26.

(1)

In F? \ {0} gibt es 8 Vektoren. Also gibt es auch 8 linear unabhingige Tupel der Linge 1.

Fiir jeden Untervektorraum der Dimension 1 gibt es 2 verschiedene Basen, da #(Fs ~ {0}) = 2.
Weil also je zwei verschiedene Basen der Lénge 1 denselben Untervektorraum erzeugen, gibt es
8/2 = 4 Untervektorrdume der Dimension 1 in F#, als wir da hétten ((4)), ((1)). ((21)), ((?))-

Wir suchen linear unabhéngige Tupel der Léange 2 in Fg Fiir den ersten Vektor haben wir 125—1 =
124 Moglichkeiten, da dieser Vektor beliebig ist, bis auf die Tatsache, daf3 er nicht gleich 0 sein sollte.
Fiir den zweiten Vektor haben wir 125 —5 = 120 Moglichkeiten, da dieser Vektor beliebig ist, bis auf
die Tatsache, daf§ er nicht im Erzeugnis des ersten Vektors liegen sollte. Also gibt es 124-120 = 14880
linear unabhéngige Tupel der Lange 2.

In einem Untervektorraum der Dimension 2 wollen wir nun die Basen z#hlen. Fiir den ersten Ba-
sisvektor gibt es 25 — 1 = 24 Maoglichkeiten, da dieser beliebig ist, bis auf den Nullvektor. Fiir den
zweiten Basisvektor gibt es nun noch 25 — 5 = 20 Moglichkeiten, da dieser beliebig ist, bis auf die
Tatsache, daf} er nicht im Erzeugnis des ersten Vektors liegen sollte. Insgesamt gibt es 24 - 20 = 480
Basen in einem Untervektorraum der Dimension.

Da je 480 Basen denselben Untervektorraum erzeugen, gibt es 14880/480 = 31 Untervektorriume
der Dimension 2 in V.



3)

In F gibt es
II @ —»
kel0,d—1]
linear unabhéngige Tupel der Lange d. In der Tat gibt es fiir den ersten Vektor, der ja ungleich
0 sein sollte, p” — 1 Wahlmoglichkeiten; fiir den zweiten, der nicht im eindimensionalen Erzeugnis

des ersten liegen sollte, noch p™ — p Moglichkeiten; fiir den dritten, der nicht im zweidimensionalen
Erzeugnis der ersten beiden liegen sollte, noch p™ — p? Moglichkeiten; usf.

In einem Untervektorraum der Dimension d von Fj' gibt es

II -9

ke[0,d—1]

Basen. In der Tat gibt es fiir den ersten Vektor, der ungleich 0 sein sollte, p? — 1 Wahlméglichkeiten;
fir den zweiten, der nicht im eindimensionalen Erzeugnis des ersten liegen sollte, noch p? — p
Moglichkeiten; fiir den dritten, der nicht im zweidimensionalen Erzeugnis der ersten beiden liegen
sollte, noch p? — p? Moglichkeiten; usf.

Da nun je [], €[0,d—1] (p? — p*) linear unabhiingige Tupel denselben Untervektorraum erzeugen, gibt
es
er[o,d-u (»" —p*)

er[o,d-u (= p")

Untervektorriaume der Dimension d in V.

Bemerkung (fakultativ). Manchmal schreibt man in Analogie zum Binomialkoeffizienten (3), der die
_ er[o,d—u(Pn*Pk)

Hkg[o,dfl] (pd—pk) "
Die resultierenden polynomialen (!) Funktionen in p heifien auch kurz Gaufpolynome.

Anzahl der d-elementigen Teilmenge einer n-elementigen Menge angibt, auch [3} :

Aufgabe 27.

(1)

Die Aussage ist richtig.
=>: Ist (z1,...,x,) ist eine Basis von V, so sind alle ; # 0. Ferner, jeder Vektor y € V hat eine
eindeutige Darstellung in der Form y = Ajx1 + -+ - A\p2,, mit A; € K. Also ist zundchst V = (z1) +
-+ (zn). Und gegeben zwei Darstellungen y = 3.y ) Uj = 3 jc1,) U; mit u; € (z;), konnen wir
uj = Ajz; und wj = Njz; mit Aj, A} € K schreiben. Damit ist y = >,y 1 Az = 2 e, Aj %5
und es folgt, dal A; = A} stets, und damit auch u; = u’; stets. Also V = (z1) @ - @ (zn).
=:Ist V = (z1)®-- ®(zn), so hat jeder Vektor y € V' eine eindeutige Darstellung y = 3",y . u;
el Ajzj, mit A\; € K. Bleibt zu
zeigen, daf diese eindeutig ist. Sind zwei Darstellungen dieser Form gegeben, y =

mit u; € (z;). Damit hat y eine Darstellung der Form y = 3

JE[1,n] Ajxj =

> jef,n) Ajj, dann folgt mit der Direktheit der Summe aus Ajz;, Njz; € (z;), daB Ajz; = Njz;
stets. Da nun zusétzlich z; # 0, folgt daraus A\; = )\; stets.

Die Aussage ist falsch. Sei V' = R? iiber R, und seien U; := ((é)}, Uy = <((1))> und Us := <(%)>
Dann ist U3 NUs = 0 und U; NUs = 0, aber es ist Uy N (Us 4+ Us) = Uy # 0.

Die Aussage ist falsch. Betrachte das Gegenbeispiel aus (2). Es gilt Uy N Ua N Us = 0, aber es ist
(1) =0 () +0- (N +1-(1) = 1- (o) +1- (1) +0-(3),
so dass die Summe nicht direkt ist.

Die Aussage ist falsch. Betrachte erneut das Gegenbeispiel aus (2). Es gilt Uy NU; =0, U1 NUs =0
und Uz NUs = 0, aber die Summe ist nicht direkt (vgl. (3)).

Die Aussage ist richtig. Es ist zu zeigen, dass jeder Vektor uw € U; 4+ Uy + Us eine eindeutige
Darstellung v = u; + u2 + ug mit u; € U; besitzt. Seien zwei solche Darstellungen gegeben,
u = uy +uz +uz = uy + usp + uj, wobei u;, u; € U;. Dann ist

uz —ug = (uj +uy) — (ur+uz) € UsN(Uy+0Us) =0,
also ug = uj und auch uy + ug = v} + ub. Nun folgt mit
ul—u'l = UIQ_'U/Q c UinUy =0

schlieBlich, dafl u1 = v} und ug = uj.



