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Losung 9
Aufgabe 36.

(1) Fiirs;éOist{xeR3|Ax:b}:(1015)—1—(( D) Fiir s =0 ist {x € R® | Az = b} = 0.

(2) Fiir s ¢ {0,1} ist {x € C* | Az = b} = (<s—§>1> + <<<sfi>l>>.
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Fir s=0ist {z € C*| Az = b} = ((1)) +<(8) ,( %)) Fiir s = 1 erhéilt man {z € C* | Az = b} = ( (1)) +<(5)>
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(3) Fir s#0ist {xr € K" | Ax =b} = (g) +((
1

Aufgabe 37. Wir verwenden im folgenden A(¢)z. = A(1v)z,yA(¢)y,y A(1v)y,z-

(1) Bsist A(ly)y.: = (F1) und A(ly)., (= Alv)yz) = (}73). Folglich erhilt man A(¢).. = (00)-
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(2) Es ist A(lv)é,y = (8 %) und A(lv)y,é (= A(lv)gé) = (0 1 f%) Folglich ist A(p), , = ((1)(1)8).
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Aufgabe 38.

(1) Jede Matrix a3t sich durch Multiplikation mit einem Element aus GL3(Fz) auf Zeilenstufenform bringen. Damit liegt in
jeder Aquivalenzklasse wenigstens eine Matrix in Zeilenstufenform.

Es gibt in FJ*? insgesamt 16 Matrizen in Zeilenstufenform. Wir behaupten, da es 16 Aquivalenzklassen gibt und haben
dazu noch zu zeigen, dafl zwei dquivalente Matrizen in Zeilenstufenform bereits {ibereinstimmen.

Die Dimension des von den Spalten der Matrix erzeugten Unterraums von F3 ist invariant unter Multiplikation von links
mit einem Element aus GL3(Fz). Somit haben dquivalente Matrizen in Zeilenstufenform auch dieselbe Anzahl ausgewéhlter
Spalten. Fiir festes [ € [0, 3] bleibt uns also zu zeigen, dafl zwei dquivalente Matrizen in Zeilenstufenform mit [ ausgewéhlten
Spalten bereits gleich sind.

000
[ =0 Es gibt nur eine Matrix in Zeilenstufenform, die 0 ausgew&hlte Spalten hat, ndmlich (8 0 8).

{ =1 Betrachten wir zwei Matrizen A = (az i)ij und A = (@; ;)i ; in Zeilenstufenform mit je einer ausgewiihlten Spalte,
in Position ky bzw. k;. Wegen A ~ A haben wir {i € [1,3] | a.; =0} = {i € [1,3] | @.; = 0}, und mithin k; = k.

ai,2 ai la a
Falls k1 = 1, so folgt aus G (8 8 83) = (8 182 BS) mit G € GL3(Fy), dal G = (0**), und also a; 2 = a;,2 und

a1,z = ai,3.

0la 01 ay.:
Falls k1 = 2, so folgt aus G (08 g’g) = (88 8’3) mit G € GL3(Fy), dal G = (0* *), und also a1,3 = @1,3.

Falls ky = 3, so ist von vorneherein A = A.

I =2 Betrachten wir zwei Matrizen A = (a;,;);,; und A= (Gij)i,; in Zeilenstufenform mit je zwei ausgewéhlten Spalten,
in den Positionen k1 < ko bzw. k1 < k:g Wegen A ~ A haben wir

{(2,7) € [1,3] x [1,3] | (as,0ax ;) ist linear unabhéngig} = {(4,7) € [1,3] x [1,3] | (Gx,i,ax,;) ist linear unabhingig} ,

und mithin k; = l~€1 und ko = 12:2
10as, 10y, ) 10 % ~
Falls k&1 = 1 und ks = 2, so folgt aus G (85 20, ) = (8(1)7120,;) mit G € GL3(Fy), dafl G = (86:), und also a3 = @13

und ag 3 = as 3.

lajs 0 14120 10 %
Falls k1 = 1 und ko = 3, so folgt aus G (8 8’ (1)) = (8 18’2 (1)) mit G € GL3(F), da G = (8(1)1), und also a1 2 = a1 2.

Falls k1 = 2 und ks = 3, so ist von vorneherein A = A.

100
[ = 3 Es gibt nur eine Matrix in Zeilenstufenform, die 3 ausgewéhlte Spalten hat, ndmlich (8 (1) @l))

(2) Zunichst 148t sich jede Matrix durch Linksmultiplikation mit Elementen von GL4(F3) in Zeilenstufenform bringen. So-
dann 148t sie sich durch Rechtsmultiplikation mit Elementen von GL4(Fy) in die Form diag(1,...,1,0...,0) bringen.
In anderen Worten, jede Aquivalenzklasse enthilt wenigstens eine Matrix dieser Diagonalform. Da weder Links- noch
Rechtsmultiplikation mit Elementen von GL4(Fy) an der Dimension des von den Spalten der Matrix erzeugten Untervek-
torraums von Fy' etwas dndern, sind zwei verschiedene Matrizen dieser Form nicht #iquivalent, d.h. jede Aquivalenzklasse
enthiilt auch héchstens eine Matrix dieser Diagonalgestalt. Damit gibt es genau 5 Aquivalenzklassen, reprisentiert durch
diese Diagonalmatrizen.

(3) Eine direkte Rechnung zeigt, daf es die 6 Aquivalenzklassen {( )} {( 8)} {(é ) ( ) (8%) (éé) , (??) , (?{8)},

{(©0). (¥0), (11)}, {(¥0), (17), (61)} mwnd {(V1), (10)} gibt.



Aufgabe 39.

(1)

(3)

Es geniigt, einen Algorithmus anzugeben, der unter Zuhilfenahme beidseitiger Multiplikation von Matrizen der Form
Eri(n) mit n € Z, der Form w(0), mit ¢ € S,, resp. 0 € S,, oder der Form diag(£1,...,+1) die Matrix A auf die
Blockgestalt (32/) bringt, derart, da A’ € Z(m=D*("=1) ist und derart, daB d jeden Eintrag von A’ teilt. Denn dann
kann mit der Matrix A’ ebenso verfahren werden, usf.

Hierzu verfahren wir wie folgt.

0. Falls A =0, dann fertig. Falls A # 0, dann weiter zu 1.

1. Bringe durch Multiplikation mit geeigneten Permutationsmatrizen von links und von rechts einen betragskleinsten
Eintrag ungleich 0 an die Position (1,1) der Matrix, d.h. nach links oben. Multipliziere die erste Zeile so, da§ dieser
Eintrag > 0 wird. Dann weiter zu 2.

2. Falls das Element an Position (1,1) alle iibrigen Eintrige der ersten Spalte und der ersten Zeile teilt, so sdubere
durch Zeilen- und Spaltenumformungen, also durch Multiplikation entsprechender Elementarmatrizen von links und
von rechts, die erste Spalte und die erste Zeile. Dann weiter zu 3.

Falls das Element an Position (1,1) einen Eintrag in der ersten Spalte nicht teilt, so addiere zu seiner Zeile ein
geeignetes Vielfaches der ersten Zeile so, dafl an seiner Stelle ein Eintrag # 0 kleineren Betrages entsteht als an
Position (1,1). Dann zuriick zu 1.

Falls das Element an Position (1,1) einen Eintrag in der ersten Zeile nicht teilt, so addiere zu seiner Spalte ein
geeignetes Vielfaches der ersten Spalte so, dafl an seiner Stelle ein Eintrag # 0 kleineren Betrages entsteht als an
Position (1,1). Dann zuriick zu 1.

3. Nun hat man die Matrix auf die Form (g X/) gebracht, mit d € Z und A’ € Z(m~Dx(n=1),

Falls d jeden Eintrag von A’ teilt, dann fertig.

Falls d einen Eintrag von A’ nicht teilt, so addiere seine Zeile auf die erste, und addiere ein geeignetes Vielfaches der
ersten Spalte auf seine Spalte derart, daf ein betragskleinerer Eintrag # 0 als d entsteht. Zuriick zu 1.

Der Algorithmus terminiert, da bei jedem Durchlaufen von 1. der Betrag des Eintrags an Position (1, 1) echt verkleinert
wird.

Es geniigt, einen Algorithmus anzugeben, der unter Zuhilfenahme beidseitiger Multiplikation von Matrizen der Form
Eri(n) mit n € K[X], der Form n(¢), mit ¢ € S,, resp. o € Sy, oder der Form diag(A1, ..., Am) resp. diag(Ai, ..., An)
mit \; € K\ {0} die Matrix A auf die Blockgestalt (8112/) bringt, derart, daB A’ € K[X](m=D>x(=1) ist und derart, dafl
d jeden Eintrag von A’ teilt. Denn dann kann mit der Matrix A’ ebenso verfahren werden, usf.

Hierzu verfahren wir wie folgt.

0. Falls A =0, dann fertig. Falls A # 0, dann weiter zu 1.

1. Bringe durch Multiplikation mit geeigneten Permutationsmatrizen von links und von rechts einen Eintrag ungleich
0 kleinsten Grades an die Position (1,1) der Matrix, d.h. nach links oben. Multipliziere die erste Zeile so, dafi dieser
Eintrag ein normiertes Polynom wird. Dann weiter zu 2.

2. Falls das Element an Position (1,1) alle iibrigen Eintrige der ersten Spalte und der ersten Zeile teilt, so sdubere
durch Zeilen- und Spaltenumformungen, also durch Multiplikation entsprechender Elementarmatrizen von links und
von rechts, die erste Spalte und die erste Zeile. Dann weiter zu 3.

Falls das Element an Position (1,1) einen Eintrag in der ersten Spalte nicht teilt, so addiere zu seiner Zeile ein
geeignetes Vielfaches der ersten Zeile so, dal an seiner Stelle ein Eintrag # 0 kleineren Grades entsteht als an
Position (1,1). Dann zuriick zu 1.

Falls das Element an Position (1,1) einen Eintrag in der ersten Zeile nicht teilt, so addiere zu seiner Spalte ein
geeignetes Vielfaches der ersten Spalte so, dafl an seiner Stelle ein Eintrag # 0 kleineren Grades entsteht als an
Position (1,1). Dann zuriick zu 1.

3. Nun hat man die Matrix auf die Form (321) gebracht, mit d € K[X] und A’ € K[X](m~Dx(=1),

Falls d jeden Eintrag von A’ teilt, dann fertig.

Falls d einen Eintrag von A’ nicht teilt, so addiere seine Zeile auf die erste von links, und addiere ein geeignetes
Vielfaches der ersten Spalte auf seine Spalte derart, dafl ein Eintrag # 0 kleineren Grades als d entsteht. Zuriick zu
1.

Der Algorithmus terminiert, da bei jedem Durchlaufen von 1. der Grad des Eintrags an Position (1,1) echt verkleinert
wird.

Wir formen (%%i) ~ ((2)88) um, also £ =1 und d; = 2. Ferner wird z.B.
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6 2 4 ~ 12 -8 —8 ~ 0 —44 —32 ~ 0 28 40 ~ 0 28 40 ~ 0 4 4 ~ 04 0
10 —-10 8 —10 10 8 0 40 28 0 —32 —44 0—-4 -4 028 40 0012/’

sowie d; = 1 und dy = X2.



