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1. Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Funktion f.
(1) f:R? = R2 (x1,29)" — (6”72 cosay , 1+ 23)".
(i) f:R*"\{0} = R, 2 |z
(i) f:R"\ {0} = R", x> 0w

(je2 P.)
Losung:
(i) Es wird
f’($ ) — Toe®1®2 cos Ty x1€"*2 coS T9 — €¥1F28In 1o
L2) = 1 33 '
(i) Es gilt f(z1,...,2,) = /a3 + ...+ 22. Also folgt
2z, T,
e, (X1, ) = = )
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Insgesamt ist daher
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(iii) Es gilt f = (f1,..., fo)! mit fi(x) = &= fir x = (21,...,2,)" Nach (ii)

wissen wir bereits, dafl %";” = |‘|'”7”” Also folgt mit der Quotientenregel und
{1, falls i = j
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Es wird
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2. Es sei f: R? — R definiert durch f(z1, ) := 23 + 2123, Fiir welche e € R? mit
le]l = 1 wird die Richtungsableitung f.(1,1) maximal bzw. minimal, und was sind
diese Extremwerte? (2 P)

.....

Losung: Es gilt
[ (x1,20) = (31’% + 3, 2:513:2)

und speziell f'(1,1) = (4,2). Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt fiir
e = (e1,er)" mit |le|| =1

R0l = 1l < | (5)] e - N

Hierbei tritt Gleichheit ein genau dann, wenn (f’(1,1))" und e linear abhéngig sind,

d.h. wenn
1 , 1 (4
© = Hpa oy VD i2f( )

Die Richtungsableitung f.(1,1) wird also maximal bzw. minimal fiir e = 7(4 2)°

bzw. e = —7(4 2)t, und diese Extremwerte sind 2v/5 bzw —2+/5.

3. (i) Esseien U CR" und f: U — R™ eine Funktion, die differenzierbar im Punkt
a € U sei. Der Tangentialraum zur Funktion f an der Stelle a ist definiert

durch
m0) = { (7) emer| y= @)+ Fae -0}

(Im Falle n = 2 und m = 1 spricht man auch von einer Tangentialebene.)
Zeigen Sie, dafl gilt

= {rexen s (- (1)) o)

(ii) Bestimmen Sie die Tangentialebene zur Funktion f(zy, ) := 23 + 23 an der
Stelle (1, 1)". Geben Sie eine Koordinatengleichung und eine Parameterdarstel-
lung der Ebene an. (je 3 P)

Losung:



(i) Es sei z = (";) € R"™™ mit € R” und y € R™. Dann gilt:

2€Ty(a) = y=fla)+ [(a)(z—a)
= [(a)(z —a) = En(y - fa) =

0
— o a0 () (i)

f(x1,20) = (33:%, 43:3)
und somit f'(1,1) = (3,4). Mit (i) wird

(i) Es gilt

1 Z1 — 1
Tr(1,1) = | eR 3,4, -1)-[zn—-1]=0
23 23 — 2
21
= V) ER?’ 321+422—23—5:0
Z3
Also haben wir eine Koordinatengleichung 32y + 420 — 23 — 5 = 0 fiir die

Tangentialebene gefunden. Fiir eine Parameterdarstellung brauchen wir zwei
linear unabhingige Vektoren, die zum Normalenvektor (3,4, —1)" senkrecht
stehen, z.B. (1,0,3)" und (0,1,4)". Eine mdgliche Parameterdarstellung der
Tangentialebene ist also

1 1 0
Tr(1,1) = 1l +7{0)+s|1]|rseR
2 3 4

4. Es sei f : R? — R? definiert durch

l‘lfL‘%

flz1,m9) = < 23+ a3’

0, sonst

falls (zq,x2) # (0,0)

(i) Zeigen Sie, daB alle Richtungsableitungen f.(x) existieren, fiir alle z € R?* und
alle e € R? mit |le]| = 1. Bestimmen Sie speziell die Richtungsableitungen im
Punkt = = (0,0)".

(ii) Bestimmen Sie den Gradienten von f im Punkt = = (0,0)".

(iii) Zeigen Sie, dafl die Funktion nicht differenzierbar im Punkt (0,0)" ist.

(je2 P)

Loésung:



(i) Es sei e = (e, €)' mit €2 + €3 = 1. Zunichst ist f auf R? \ {0} offenbar stetig
differenzierbar, also auch total differenzierbar, und alle Richtungsableitungen
existieren. Wir wollen f,(0,0) gesondert berechnen. Es wird

.1 .1 heih?®e 9
fe(0,0) = lim - (f(he) — f(0)) = lim 2+ e T e

h—0

(ii) Die partiellen Ableitungen sind spezielle Richtungsableitungen. Nach (i) folgt
also

arad /(0,0) = (0,0)
(iii) Es seie:= %(1, 1)t. Wire f differenzierbar in (0,0)", so gélte nach Vorlesung

die Gleichung f.(0,0) = (gradf(0,0)) - e. Es gilt jedoch

1
fe(0,0) = ﬁ
(gradf(0,0))-e = (0,0)-e = 0.

Dabher ist f in (0,0)" nicht differenzierbar.

z3 .
5. Berechnen Sie di/ smiit:v) dt fiir z > 0. (4P)
T )2

Lésung: Es sei [ : (Rsg)® — R definiert durch

flx,y,2) = / Mdt.

t

Nach Vorlesung folgt

y : o
g flay. / a sin(t _ / cos(tz) dt = sin(yz) sm(:cz).
z xT

t Z

Ferner gilt

0 sin(zz
% f<x7y72) = - .EL’ )
0 in

a_ f(.ﬁl],y,Z) = - Z(JyZ) .
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Setzt man noch g(x) := (2%, 23, z)*, so folgt mit der Kettenregel

d [* sin(tz) _d
/). i dt = af(g(x))

= f'(g(x))g'(z)

2z
1
_ _sin(x3) 9 + sin(z*) 52 4+ sin(zt) — sin(23)
x? 3 x
_ 4 sin(z?) _3 sin(z?) .
x x
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