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1. Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, daB fiir alle a,b, ¢, d € [1, €] gilt, daB

|(loga)(log b) — (log¢)(logd)| < [a —c|+|b—d] .

Losung: Es sei f: R.g x Ry — R definiert durch f(z,y) = (logz)(logy). Nach
dem Mittelwertsatz gibt es fir (a,b)", (c,d)" € [1,e] x [1,€] ein (x,y)" € [1,€] x [1, €]
derart, daf3

fad) - fled) = £ (575)

Also ergibt sich
|(loga)(logb) — (log c)(logd)| = |f(a,b) — f(c,d)|
= [y ()
= |(e ) ()

(logy)(a—c) | aogx)(bfd)’
x Yy

|logylla—c|  |loga||b—d]
|| |yl

IN

< la—c|+1[b—d|.

2. Essei f(z1,x9) := €* sinxs.

(i) Bestimmen Sie (VR)*f fiir k = 0,1,2,3 und h = (hy, ho)*.
(ii) Zeigen Sie, daf fiir hy, he € R gilt, dafl

’(ehl Sinhg) —hg—h1h2’ S 6h1(|h1|+|h2|)3.

N | —

Losung:



(i) Es wird
(VR)'f = f
= %t sinx2
<Vh)1f = flh - 89:1 hl + (9932 hf2

= " (sinwy)hy + €"(cosxa)hs

9% f 9% f
2 o t (82131)2 8:)318332 o 2 2
(VRS = L TR = e 2 g b i 3

Oz10z2  (Oz2)?
= e“”l(sin T2)h3 + Zexl(cos x3)h1hy — € (sin o) h3
3
(VA3 = ks 13+ 3 sdam Piha + 3 5ss b3 + ok b3

= " (sinz9)h? + 3 (cos ry)hihy — 3e” (sin l’g)hth — €™ (cosz9)h3 .

(ii) Zunéchst beachten wir

(VR fI < e™[ha]® + 3e™ hilho| + 3e |ha|h3 + ™[ hof®
e (|ha] + [ha] )’

Nach dem Satz von Taylor wird mit z = (0,0)* und m = 2

|(e" sinhy) — hy — hiho| = |f(h1,h2) — f(0,0) — (VR)' £(0,0) — $(Vh)2f(0,0)]
— | [N 9SE (W h)3 f(thy, thy) dt
< g e(haf+lha))*.

3. Bestimmen Sie mit Hilfe des vereinfachten Newton-Verfahrens eine Ndherungslosung
des Gleichungssystems
223y — 2%y =0
3zyd + 2%y —5 =10
in der Nihe des Punktes (z,y)' = (1,1)". Es sei dazu f : R? — R? definiert durch
f(x,y) == 223y — 2%y3, 3zy® + 23y* — 5) und A := (f'(1,1))"L. Man verwende die

Rekursionsgleichung
(l‘n—l—l) — (l’n) _A. f(xn,yn) .
Yn+1 UYn

Schreibt man dies komponentenweise, so lautet der Maple-Befehl

x[1]:=1; y[1]:=1; for n from 1 to 100 do x[n+1]:=evalf(phi(x[n],y[n]l));
y[n+1] :=evalf (psi(x[n],y[nl)); end do;

(6 P.)



Losung: Es wird

f,(xlva) = <

ran = (g5 )-

11 1
A::%(_64).

Komponentenweise lautet die Rekursionsgleichung also

62y — 2213 223 — 322y?
3y° + 3x%y?  9xy? + 223y

und somit

11
Intl = Tp — 5
- _ =6

Yn+t1 = Un 50

Also lauten die Maple-Befehle wie folgt.

> g:=(x,y)—>2%x"3*%y-x"2xy~3; h:=(x,y)->3*x*y~3+x"3%y~2-5;
9= (z,y) — 22%y — 2%y’
h = (z,y) — 3zy> + 23y* - 5
> phi:=(x,y)->x-11/50*g(x,y)-1/50*%h(x,y);

¢ = (x,y) = — %g(w y) — 510 h(z,y)

> psi:=(x,y)->x+6/50*g(x,y)-4/50*h(x,y);

3
Y= (0y) = o+ o glay) — o hay)
> x[1]:=1; y[1]:=1;

> for n from 1 to 100 do:
> x[n+1] :=evalf (phi(x[n],y[nl)):
> y[n+1] :=evalf(psi(x[n],y[n])); end do;

5 := 0.8000000000
ys == 1.200000000
x5 := 0.7752768000
ys == 1.223987200
24 := 0.7675342329
ya == 1.231573270
x5 := 0.7648714032
ys == 1.234196076



x6 = 0.7639298792
ye 1= 1.235125297
27 = 0.7635938369
y7 = 1.235457187
xg = 0.7634735023
ys := 1.235576065
29 = 0.7634303604
Yo := 1.235618689
210 = 0.7634148868
Y10 := 1.235633978
x11 = 0.7634093362
y11 = 1.235639461
212 = 0.7634073448
Y12 1= 1.235641429
x13 = 0.7634066304
Y13 := 1.235642136
214 = 0.7634063745
Y14 := 1.235642388
215 = 0.7634062825
y15 = 1.235642479
216 = 0.7634062496
y16 = 1.235642512
217 = 0.7634062377
y17 = 1.235642523
218 = 0.7634062334
Y18 1= 1.235642528
219 = 0.7634062320
Y19 1= 1.235642529
x90 = 0.7634062314
Y20 = 1.235642529
291 = 0.7634062312
yo1 = 1.235642530
x99 = 0.7634062312
Yoo 1= 1.235642530

Also ist x = 0.7634062312, y = 1.235642530 eine Naherungslosung des Gleichungs-
systems.



4. Es seien a < b € R, f : [a,b] — R eine stetige Funktion und 0 < A < ﬁ Zeigen
Sie, daf§ es genau eine stetige Funktion x : [a,b] — R gibt, die der Integralgleichung

o) = F(t)+ A / sin(t — s)a(s) ds

genigt.

Losung: Es sei X der normierte Raum der stetigen Funktionen [a,b] — R mit der
Supremumsnorm || f|| := sup f([a, b]). Dann ist X vollstindig. Es sei ® : X — X
definiert durch

O(z) : [a,b] = R, t — f(t) + )\/ sin(t — s)x(s) ds

fiir alle x € X. Es folgt fiir x,y € X

[@(z) = 2(y)| = sup >\/ sin(t — s)(z(s) — y(s)) ds
t€la,b] a

< /|x s)| ds

< Ab—a)-fle =yl

Also erfiillt @ eine Lipschitzbedingung mit Kontraktionsparameter A(b — a) < 1.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau ein x € X mit ®(z) = z, d.h.
genau eine stetige Funktion x : [a,b] — R, die die Integralgleichung erfiillt.

Die Ubungsaufgaben finden Sie im Internet unter der Adresse:
www.mathematik.uni-ulm.de/ReineMath/mitarbeiter /martin/ss05



