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Lemma Es gilt [(cosu)? du = $(sinu)(cosu) + %.

Beweis:
/(cos u)®>du = (sinu)(cosu) + /(sin u)?* du
= (sinu)(cosu) + /(1 — (cosu)?) du
= (sinw)(cosu) +u — /(Cos u)? du .
Lost man dies nach [(coswu)? du auf, so erhélt man die Behauptung. a.

1. Bestimmen Sie jeweils den Inhalt der Menge M.

(i) M :={:|neN}
(i) M :={(x,y) eR?| 2 +y*> <7r? a<y <r}, wobei 0 <a<r.
(i) M :={(2,y,2) eR}|2? +y*+ 2> <r?, a <z <r}, wobei 0 < a <.

(je2 P)
Losung:
(i) Die Menge M ist die Menge der Glieder einer konvergenten Folge. Nach Vor-
lesung ist M eine Nullmenge, d.h. es gilt |M| = 0.

(ii) Fiir jedes y € R sei M(y) := {z € R| (z,y)" € M}. Im Falle a < y < r gilt
dann M(y) = [—+/r% — 42,1/ — 42|, und sonst gilt M (y) = (). Nach dem Satz
von Fubini fiir Inhalte und der Substitution y = r sin u gilt

M| = /|M<y>|dy
= /2\/r2—y2dy

w/2
= / 24/12 — r2(sinu)? r cos u du

resin(a/r)

w/2
= 2r2/ (cosu)? du

resin(a/r)

w/2

arcsin(a/r)

2r? [ (sinu)(cosu) + %]



Man beachte nun

sin(arcsinz) = =z

cos(arcsinz) = /1 — (sin(arcsin z))2
= V1-—22
fir z € [-1,1]. Es folgt

mr?
|M| = - —ar 1 — (a/r)? — r?arcsin(a/r) .

(iii) Fiir jedes z € R sei M(z) := {(x,y)" € R?| (z,y,2) € M}. Im Fallea < 2z <r
gilt dann M(z) = {(z,y)" € R? 2* + ¢y*> < r? — 22} und somit |M(z)| =
m(r? — 2?). Sonst gilt M(z) = (). Nach dem Satz von Fubini fiir Inhalte folgt

= [ ) e

= /a m(r? — 2%) dz

= [n(rz = 23],
= ﬂ(% T3—T2a+%a3) .

2. Es sei
M = {(z1,...,2,) ' €R" 2, >0,...,2, >0, 21+ ... +x, <k},

wobei k > 0. Zeigen Sie, dafl gilt

kn

(6 P.)

Losung: Wir fithren Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist klar, denn fiir
n=11ist M = [0, k], und es folgt | M| = k. Im Induktionsschritt sei die Aussage fiir
n — 1 bewiesen, und wir wollen Sie fiir n beweisen. Es sei

M(y) = {(z1,...,2p1)" €ER" Y (21,..., 20 1,y) € M} .
Im Falle 0 <y < k gilt dann
M(y) = {(z1,..., 20 1) €ER" 2, >0,...,2, 1 >0, 21 +...+ 2,1 < k—y},
und nach Induktionshypthese gilt

(k—y)"!

M) =



Ansonsten gilt M(y) = (). Nach dem Satz von Fubini fiir Inhalte ergibt sich

M| = [M(y)| dy

n!

3. Es seien M C R? eine Jordan-mefibare Teilmenge, a = (a1, as, h)' € R3 mit h > 0,
und K sei der Kegel im R? mit Grundfliiche M x {0} und a als Spitze, d.h.

aq I X
K = A a9 +(1—>\) ) )\6[0,1], ( 1) eM
h 0 =

Bestimmen Sie den Inhalt von K.
(6 P.)
Losung: Fiir jedes z € R sei K(z) der Schnitt von K mit der Ebene 23 = 2, d.h.

K(2) = {(z1,72)" € R?| (z1,79,2)" € K} .

Also gilt im Falle z € [0, h]

e = {em() ramsmC) () <

denn in der Darstellung

a1 T T
K = A a9 +(1—>\) ) )\6[0,1], ( )GM
h 0 T2

sind die Punkte mit dritter Koordiante z gegeben durch A\ = z/h. Ferner ist K(z) =
() im Falle z ¢ [0, A].

Im Falle z € [0, h] geht die Menge K (z) aus M hervor durch eine Streckung um den
Faktor 1 — z/h und eine Verschiebung. Genauer ist K (z) das Bild der Abbildung

f:M — R3
r — (z/h)(a1,a2)"+ (1 —z/h)x .



Es gilt f(z) = Ar+bmit A = (lfoz/h 1_2/h) und b = (ay, ag)*. Daher gilt nach Satz
0.4.1
K ()| = |det A] - [M] = (1—2/h)? - |M].

Mit dem Satz von Fubini fiir Inhalte folgt

K| = A\K@Nw

h
= /(1—2/h)2 |M| dz

= |M| / (1—z/h)*
M| [=(1 = 2/B) - (1/3)]g
= 3 hlM]|,
d.h. das Volumen des Kegels ist gleich % mal Hohe mal Grundféche.

. Essei K := {x € R ||z]] < r} eine Kugel mit Radius r und Mittelpunkt 0.
Berechnen Sie den Inhalt Von K. Sie diirfen dabei verwenden, dafl eine Kugel im R3
mit Radius s den Inhalt 2 7rs3 hat.

(6 P.)
Losung: Fiir t € R sei K(t) der Schnitt von K mit der Ebene z; = ¢, d.h.
K(t) == {(w2,23,24)" € R?| (t,29,73,24)" € K} .

Also gilt im Falle t € [—r, 7]
K@) = {ye® Iyl < viT=2} |

d.h K(t) ist eine Kugel im R?® mit Radius v/r2 — 2, und es folgt

4
K1) = 3 (=12

Ferner ist K(t) = () im Falle t ¢ [—r,7].



Nach dem Satz von Fubini fiir Inhalte und einer Substitution ¢ = r sin u folgt

K| = [K(t)] dt
"4
_ / - w(r? — $2)3/2 dt

T

(SN

/2
7T/ (12 — r2(sinu)?)*? r cos u du
—7/2

Wl

w/2
= 7 / r3(cosu)®r cosu du
—m/2

QoI

/2
= 3 7Tr4/ (cosu)* du .
—7/2
Das Integral [(cosu)?* du 16sen wir mit partieller Integration.

/ (cosu)idu = (sinu)(cosu)® +3 / (cos u)(sinw)? du

= (sinu)(cosu)® + 3/(cos u)*(1 — (cosu)?); du

= (sinu)(cosu)® + 3 / (cosu)? du — 3 / (cosu)* du .

Lost man dies nach [(cosu)?* du auf, so ergibt sich nach dem obigen Lemma
/ (cosu)* du =

Insgesamt erhalten wir also

(sinw)(cosu)? + 2 / (cosw)? du

N

(sinw)(cosu)? 4 2(sinu)(cos u) + 3 .

=

K| =

ol

w/2
mrd / (cosu)* du

—7/2

mrt [1(sinu)(cosu)® + 2(sinu)(cosu) + B_H]i/:p
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Die Ubungsaufgaben finden Sie im Internet unter der Adresse:
www.mathematik.uni-ulm.de/ReineMath/mitarbeiter /martin/ss05



