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Aufgabe 1: Ringe (2+2+3)
Sei Q[a, f] der kleinste Unterring der komplexen Zahlen C, welcher den Kérper
Q, sowie die Elemente oo = V2 und 6= v/3 enthiilt.

(a) Zeigen Sie, dass Q[a, 8] = {ao + a1v2 + azV3 + azV6 : a; € Q} gilt.
(b) Zeigen Sie, dass Q[a, f] = Q[ + ] als Unterringe von C.

(¢) Gibt es Elemente z € Q[a, ], die jeweils eine der folgenden Gleichungen
erfiillen? Bestimmen Sie gegebenenfalls x.

(i) z(1+vV2+V3+V6) =1
(ii) 22 =5
(iii) 22 = —2

Aufgabe 2: Polynome (2)
Fiir welche natiirlichen Zahlen n € Ny wird das Polynom
z* + 323 + 22 + 62 + 10 von 22 + z + 1 im Polynomring (Z/nZ)[x] geteilt?

Aufgabe 3: Faktorringe (1+1+1+1+1+2) B
Sei R = Z[i] der Ring der Gaufischen Zahlen und sei der Faktorring R = Z[i]/I
mit Ideal I = (4 + i) und der kanonische Epimorphismus 7 : R — R gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass 17 =0 in R.

(b) Zeigen Sie, dass jede Linksnebenklasse a + bi + I ein Element aus Z
enthélt.

(c) Zeigen Sie, dass ker(m) N Z = (17) gilt.
(d) SchlieBen Sie, dass der Korper Z/17Z isomorph ist zu R.
Tipp: Betrachten Sie die Einschrinkung von 7 auf die ganzen Zahlen Z.

(e) Ist (17) C R ein maximales Ideal?

(f) Zeigen Sie, dass (Z/5Z)[x]/(f) mit f = x? — 2 ein Kérper mit 25
Elementen ist. Geben Sie dafiir Repriasentanten der Nebenklassen an.



