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Motivationsaufgabe

Sei k ein endlicher Korper der Charakteristik p mit ¢ Elementen.
Sei f(z,y,z) € k[x,y, 2] mit

fla,y,z) =2 +y° + 2%
Zeige nun,dass f eine nichttriviale Nullstelle besitzt.
LOSUNG: Sei 0.B.d.A. x = 1 so gilt es zu zeigen, dass 2> = —1 — y? eine

Losung besitzt. Sei dazu n:= #{2? | z € k} und m := #{-1—y? |y € k}.
Da k* zyklisch ist und g-1 Elemente besitzt, gilt:

B = {2t 2%, ..., 27}, wobei x ein erzeugendes Element ist.
Nun besitzt k> genau 'I;Ql Quadrate, da

zum einen k™ mindestens qQ—l Quadrate enthilt, weil die Elemente (xk)2 = g%

fuirk=1,2,...., q%l verschieden sind und
zum anderen k* hochstens % Quadrate entilt, wegen {22 | z € KX} =
{22, 2%, 20, ..., 220D} aber x2F = 2k +(a=1) = 29+2k=1 ynd ¢+2k—1 < 2(¢—1)
fiir k = 1,2, ..., 1.

= k besitzt %1 + 1 Quadrate wegen der 0.

=n=m= 4L

=n+m=q+1>¢q, dh. 3z, € kmit 22 = -1 — 9% und (1, yo, 20) # 0 ist
eine nichtriviale Nullstelle.

= Behauptung

Nun soll im folgenden diese Aussage ausgeweitet werden auf Polynome, die
bestimmte Voraussetungen erfiillen.Hierzu sollten folgenden Konventionen fiir
die Bezeichungen gelten.

Im folgenden sei k ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und der Charakteristik
p, d.h. ¢ =p™ [flireinn € N. k* sei die multiplikative Gruppe von k mit (¢—1)
Elementen.k* ist zyklisch (nach Vorlesung).

Im Ersten Teil der folgenden Ausfiihrung zeigt man, dass fiir ein Polynom
f € k[zq,...,z,] mit deg(f) = d und d < n gilt, dass die Anzahl der Nullstellen
kongruent 0 modulo p ist, d.h. insbesondere dass hiermit gezeigt ist,dass alle
homogenen Polynome vom Grad grésser gleich 2 mindestens eine nicht-triviale
Nullstelle besitzen,falls die Anzahl der Variablen echt grésser ist als der Grad
von f (siehe z.B. Motivationsaufgabe).

Im Zweiten Teil zeigt man,dass die Anzahl der Nullstellen unter obigen Voraus-
setzungen sogar grosser gleich ¢"~¢ ist.

Teil 1

LEMMA 1 Sei m > 0,m € N, so gilt:

Sgm { ~1 , falls (g — 1) teilt m

0 , sonst
rek



BEWEIS: 2 — 2™ ist ein Homomorphismus k* — k*. Falls (¢ — 1) | m ist
dieser trivial, da k> zyklisch ist und (¢ — 1) Elemente besitzt. In diesem Falle
gilt:

me:0m+ me:0+(q71)1z—1 (mod p)
z€k rek>

Falls (¢ — 1) jedoch nicht m teilt,folgt die Behauptung aus Lemma 2.

LEMMA 2 Sei 2 ein Kérper und h: k* — QX ein nicht-trivialer Homomor-

phismus. So gilt:
> hz)=0

ek

BEWEIS: 0.B.d.A. sei h(y) # 1 fiir ein y € k*. Da h ein Homomorphismus ist,

gilt:
> hz)= Y h(zy) =hly) > hx)

rekX €k ek

Daher muss fiir die Giiltigkeit der Gleichung gelten:

> hz)=0

ek

BEMERKUNG: Nun folgt die Behauptung von Lemma 1 mit h(z) := ™. Dieser
erfiillt die Voraussetzungen von Lemma 2.

THEOREM (Chevallay-Warning)
f € klxq, ..., z,] mit Koeffizienten aus k und deg(f) = d. Sei N(f) die Anzahl
der verschiedenen Nullstellen von f iber k. Falls n < d , so ist

N(f) =0 (mod p)

BEMERKUNG: Dies bedeutet insbesondere, dass falls f keinen konstanten Term
besitzt, f auf jeden Fall mindestens eine nicht-triviale Null in k besitzt (d.h. C
ist).

Dies gilt, da wegen f(0) =0 N(f) > 1 und wegen N(f) =0 (mod p) existieren
mindestens (p — 1) weitere Nullstellen von fiiber k. Und homogene Polynome
vom Grad grosser 0 besitzen stets keine konstanten Terme.

BEWEIS: Im folgenden sei x € k™.Nun gilt:

1 [ 1 , falls f(x) =0
L= o) = { 0 , sonst

Summiert man nun tiber alle z € k", so gilt fiir die nullstellenzéhlende Funktion

N(f):
NP = 3 0=f@™ ) == 2 @™+ g0 == 3 1@ (modp)

rckn rckn =0 (mod p) rckn



Um die Behauptung zu zeigen, reicht es somit zu zeigen, dass

Z (@) =0 (mod p).

rekn

Fiir alle f9~! gilt, dass diese k-lineare Kombinationen von Monomen vom héchsten

Grad d(q—1) sind. Sei nun z# = 2" 25 - ... 2~ (1) ein solches Monom,so gilt:
n
Soclyae o
rekn i=1lz;€k

Aus (1) folgt:

Y mi=p<dg-1)
=1

Da nun d < n ist, muss ein Index i € (1,..,n) existieren mit y; ist nicht teilbar
durch (¢ —1).

Lemma2

=" Der i-te Faktor des Produkts (2) ist = 0 (mod p).
= Das gesamte Produkt ist = 0 (mod p).
= Alle Monome sind = 0 (mod p).

= Z (@) =0 (mod p).

zekn

Teil 2

Sarz 1 f(z) = f(z1,...,2n) sel ein beliebiges Polynom in n Variablen iiber k
vom Gesamtgrad d < n; Ay, ..., A, seien simtliche verschiedenen Nullstellen von

/().
Dann gilt fiir jedes Polynom ¢(x) = ¢(z1,...,x,) iber k, dessen Gesamtgrad
<(g—1)(n—4d) ist

BEWEIS: Sei F(x) := 1 — f(z)? " mit deg(F) = (¢ — 1)d so gilt:

F(x)—{ 1 ,falls f(x) =0

~ 10 , sonst

Sei A € k™ mit A = (aq,...,a,) und a; € k, so sei

Fi(z) =[]0 = (@ —a)™™)

k=

—

und es gilt:
,falls x = A
, sonst

Fi ={



Seien nun Ay, ..., A, r verschiedene Punkte des k" so ist

:Zng(x):(—l)"ZH o —ap) = 1)

und es gilt:

F*(z) = 1, fallsx=A; fireiniel, . r
7V 0, falls x £ A; fur alleiel, .. r

In k gilt:

(.’L'_a>q_l _ (.%‘—a)q _ z? —al _ qu—l—uau
Tr—a r—a

und dementsprechend

(irk_azk _1—Zxkqu’/ ]__Zxkqlu()

,wobei

j,;l -1, v=gq-1
Hieraus folgt die folgende Darstellung fir F*(z)
Fra)= (1" 30 af Tt Z e
0<vr<q-1

Seien nun Aj,..., A, die r verschiedenen Nullstellen des Polynoms f(x), so ist
F*(x) das zu F(z) = 1— f9=1(x) gehorige sogenannte reduzierte Polynom, denn
fiir jeden Punkt x des k™ ist

o N 1, flx)=0,dh.x=A; fireni
F*(z) = F(z) = { 0 , sonst

Es muss somit gelten:

deg(F(z)) = deg(F"(z))
und damit miissen die Koeffizienten der Monome von F* vom Grad grosser
(¢ — 1) - d verschwinden, d.h.

Zc(ul e =0
fir alle 0 < v < ¢ — 1 fiir die gilt:

Vi

(¢ —1)d = deg(F(x)) < deg(F*(x)) =Y (q—1—v) = (¢—1)n -
k=1

o
I|M:
L

Diese Ungleichung ist aquivalent zu

S < (g-1)(n—d)
k=1



und somit gilt nach der Definition der c;,dass

T

Vi Vp __
E a;; - ...-a;n =0
i=1

Jfalls alle v, < ¢ — 1.
Fiir den Fall, dass 1 = ¢ — 1 gilt:

dies ist dquivalent zu

0 v2 Un  _
E :azlaﬂ - E (a1)a:3 - agy =0

i=1

=0 ,da v;<(q—1) fur alle ¢

und daraus folgt:
Zaq ! a3 -..oam=0

Nach Induktion nach den Exponenten v; gilt somit:

Za;’;az’s aln = ()

Jfalls

D v <(a—1D(n—d

k=1
hieraus folgt somit die Behauptung, da sich jedes Monom von ¢ wie () darstellen
l&sst.

LEMMA 3 Sei N(aq,...,an—q) die Anzahl derjenigen A;,deren Koordinaten an
(n—d) Stellen die Werte a;, = ay, (k =1, ...,n—d) haben,wobei a1, ...,an_q € k
beliebig, so gilt N (a1, ..., an—q) ist modulo p von den Werten a; unabhéngig.

BEWEIS: Es gentigt zu zeigen, dass N(aq, ..., an—q) = N(c1,0a2, ..., an—_q)(mod p)
fiir ein ¢; € k mit ¢1 # ay.

Sei dazu .

— pa—l _rTr

hz) =297 —1= "0~ g(ﬂc—a)
Z;ﬁo

und ” )

r1—a

V(@)= 2 h(zs —ag) oo h(Tp—g — An—q)
Tr1 —C1

und es gilt ferner

h(xl — al) _ H ([El _ a) _ h(:l?l — Cl)
I —a “en 1 —a
a#ay,cy



da h(zg —ar) = (@1 —a)? P —1 = @W=a)'-@-a) _ simai-nta

(r1—a1) T1—ai
q q
i —a1—x1+ay xT]—xT1
1 = =] aer (21 — @)

T1—a1 r1—a1 aay

Hieraus folgt fiir x € k™

(_1)n7d 1 , z1=aundby=ar, k=2,..,n—d
Ylae)=—>—-¢ =1 |, my=cundby=ar, k=2,..n—d
@ —a 0 , sonst
da h(0) = -1 Maize)) _ =1 ypq Maza) 1
’ - ' ay1—ec1  aip—c1 ci—a1  ai—ci’

Da deg(y) =(q—1)(n —d) — 1 < (¢ — 1)(n — d) folgt nach Satz 1:

T N (_1)n—d

ap —C

(N(a1,a2,...;an—q) — N(c1,a2, ..., @n_gq))

Daraus folgt die Behauptung, da ot #0.

a;—cy

SATz 2 Fir parallele d-dimensionale lineare Unterrdume des k™ sind die An-
zahlen der darin enthaltenen A; kongruent (modulo p).

BEWEIS: Sei 2 = oy + > 0Ty (04 beliebig aus k) eine beliebige affin
lineare Transformation der Unbestimmten,so gilt fiir A; = o(A4;) und fiir jedes
Polynom ¢(z) iiber k, dessen Grad < (¢ — 1)(n — d) ist, dass

> #(A) =0

da ¢ (z) = ¢(o(x)) ebenso die Voraussetungen von Satzl erfiillt.
Sei nun L ein solcher d-dimensionaler affin-linearer Unterraum, so kann jeder
hierzu parallele d-dimensionale affin-lineare Unterraum des k™ durch eine ein-
deutige Trafo o angewendet auf L beschrieben werden.
+B {x;,:a,j furv=1,..n—d

R beliebig aus k fur (n—d) <v<n
Somit folgt nun die Behauptung mit dem Lemma 3.

SATZ 3 Sei f(x) ein Polynom das die Voraussetungen von Satzl erfiillt.Falls
nun f(z) mindestens eine Nullstelle besitzt, so ist die Anzahl aller verschiede-
nen Nullstellen von f(x) mindestens ¢"~ <.

BEWEIS: Sei nun r die Anzahl der Nullstellen von f(z) und r # 0.

Fall 1: Sei L C k™ ein d-dimensionaler affin-linearer Raum und 7, die Anzahl
der darin enthaltenen Nullstellen A; von f(x).Weiter sei rz, nicht kongruent 0
(modulo p). Somit ist 7z, > 1 und dies gilt nach Satz 2 ebenso fiir alle zu L
parallelen d-dimensionalen affin-linearen Réume L,. Durch jeden Punkt des k"
geht genau ein zu L paralleler d-dimensionaler Raum. Da jeder dieser Raume
q% Punkte enthélt, stimmen je ¢? der ¢" Réume iiberein. Somit besteht der k™

aus genau ¢"~¢ verschiedene zu L parallelen Riumen. = r = ¢"~%.r; > ¢"~?.1



Fall 2: Sei fiir jeden d-dimensionalen affin-lineare Raum r;, die Anzahl der darin
enthaltenen Nullstellen A; mit r, = 0 (mod p). Da rp # 0 3s € 1,...,d, so dass
fiir jeden s-dimensionalen affin-linearen Raum die Anzahl der darin enthaltenen
A; kongruent Null modulo p ist, jedoch fiir einen gewissen (s-1)-dimensionalen
affin-linearen Raum L, ; die Anzahl r,_; der enthaltenen A; nicht kongruent
modulo p.

Durch jeden der ¢" — ¢°~! ausserhalb von L,_; liegende Punkte des k", gibt
es genau einen s-dimensionalen affin-linearen Raum, der Lg_; enthélt. Dieser
enthélt ¢° — ¢! nicht in L,_; liegende Punkte. Daher gibt es genau ‘(11::7‘1::11 =

q
n—st+l_q _ . . . . .
‘ZT = q¢"" % 4+ ... + ¢ + 1 verschiedene s-dimensionale lineare Raume Lg,

welche zu je zweien Ls_; als Durchschnitt haben.

Sei nun rs_1 = a (mod p) mit a € 1,...,p — 1, so gibt es also in jedem Lg min-
gn et

destens (p—a) A;. Diese gehoren nicht zu Ly_y. = r > a+(p—a) - +—F=— >
n—s+1 n—d+1
] -1 >4 -1 —d
q—1 = q—1 >q"

Somit ist der Satz bewiesen.

Literatur
Liitkebohmert, W., ’Vorlesungsmanuskript Algebra WS 2000/01’

Teil 1: Greenberg, Marvin J. ’Lectures on Forms in many variables’, W.A.
Benjamin Inc., New York

Teil 2: Warning, Ewald ’'Bemerkungen zur vorstehenden Arbeit von Herrn
Chevalley’, Hamburg



