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Wiederholung : ¥V p € P:

d=23:Q, ist C,(d)-Korper
Demnach hat jede quadratische Form in 5 und mehr Variablen und jede kubische Form in 10

und mehr Variablen eine nichttriviale Nullstelle iber dem p-adischen Korper Q,, .

d z1I: F (X)) ist C,(d)-Kdrper
Das ist die etwas umstdndliche Formulierung fur: F, ((X)) ist C,-Korper. Die sog.
Artin’sche Vermutung war nun gerade, dass dies auch fiir die Q, gilt. Die Theorie bewerteter

Korper hat gezeigt, dass er mit dieser Vermutung nicht zur Génze richtig lag. Was das nun

genauer heif3t? Gerade darum wird es im Folgenden gehen...

Definition : (sog. Ausnahmemenge)

A, ={pelP | Q, istkein C,(d) - Korper }

Mit dieser Konvention kann der erste Punkt der Wiederholung nun auch folgendermal3en

formuliert werden 4, = 0 = A;.

Theoreme:
AX—-KOCHEN (1965): V d>1: |A4,|]e N
TERJANIAN (nach 1965): V d>4: |4,|>0

Zum einen wird damit ausgeschlossen, dass die Ausnahmemengen sehr groB3 werden (sie
bleiben stets endlich), zum anderen werden sie fir d > 3 auch nicht mehr verschwindend
klein. Zusammengenommen schitzen die beiden Theoreme also die Groe von 44 nach oben

und unten ab.



Der Satz von Ax-Kochen kann natiirlich auch in Erinnerung an die Sétze von Brauer und
Birch formuliert werden {iber die Existenz einer Schranke, ab welcher es zur Auspriagung
einer bestimmten Eigenschaft kommt:

dp=pd) VpeP (psp > Q,istein C,(d) - Korper)
Wie der Titel dieser Arbeit bereits verrdat, wird nur fiir das Theorem von Ax-Kochen ein

Beweis erbracht.

Generalvorraussetzungen : (i =1,2)

GV1 (X,,v,,I'}) henselscher Korper
GV2 T, = I' gemeinsame Wertegruppe ( d.h. I" ist angeordnete abelsche Gruppe )

GV3 E =: k gemeinsamer Restklassenkorper

GV4 K, ist saturiert

Es diirfte bereits klar geworden sein, dass die GV von einem verallgemeinerten Begriff der
diskreten Bewertungen ausgehen. Die an eine diskrete Bewertung gestellten Forderungen
verlangen fiir ihre Formulierung lediglich die Existenz einer kommutativen Verkniipfung und
einer mit ihr vertrdglichen Ordnung, dh als Bildbereich kommt eigentlich nicht nur Z,
sondern jede angeordnete abelsche Gruppe in Frage. Wir wollen das nochmals explizit

formulieren.

Definition :

Eine Abbildung v wird allgemeine Bewertung genannt, fallsv: K — " U {0} (K Korper;
I' angeordnete abelsche Gruppe) surjektiv ist und zudem folgende Eigenschaften besitzt:

Bl v(a) = > a =0 (surjektiv)

B2 v(ab) = v(a) + v(b) (abelsch)

B3 v(a+b) >min {v(a), v(b)} (angeordnet)

Bemerkung:
Aus Bl bis B3 ergeben sich drei weitere einfache Eigenschaften von allgemeinen

Bewertungen:
B4 v(1)= v(-1)=0
B5 v(-a) = v(a) und v(a™") = -v(a)
B6 v(a) <v(b) => v(a+b) = v(a)

Es ist leicht zu sehen, dass der Folgepfeil in B1 aufgrund der Surjektivitdt nur in die genannte
Richtung zeigen muss, dass B2 an den Bildbereich die Forderung der Existenz einer

kommutativen Verkniipfung stellt, und dass aus B3 die Notwendigkeit einer Anordnung der
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Elemente im Bildbereich hervorgeht. Aus der gemeinsamen Giiltigkeit von B2 und B3 auf der
ganzen Definitionsmenge ist ersichtlich, dass Kommutativitit und Ordnung miteinander
vertrdglich sein miissen. Wir wollen gleich noch die gebrduchlichen Begriffskonventionen
anschlieBen:

Bewertungsring' 0:=0,={a € K | v(a) 20}

Einziges maximales Idealvon O M =M ={a € K | v(a) >0}
Einheitenvon O 0:=0'={a € K | v(a) =0}
Restklassenkorper K:=O/M = 0,/M,

Wertegruppe — das ist natiirlich " selbst
Triviale Bewertung v =0

Aus GV3 folgt iibrigens bereits, dass auch fiir die Korper K, gilt: char(K,) = 0.

—
I
|

Denn angenommen char(K;) # 0, so ware 1 +.....+ 1 = 0 und demnach auch 1 4.+

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Lemma :

Voraussetzung:
(Q,v,I') bewerteter Korper

char(@) =0

Behauptung:
v = 0 (triviale Bewertung ), das heifit ' = {0}

Beweis:
Weil die 1 mit 0 bewertet wird, und der Bewertungsring O von Q iB ein Ring und deswegen

additiv abgeschlossen ist, ergeben sich die Inklusionen Z < Oc Q. Weil Q = Quot(Z)
und fiir Bewertungen stets gilt, dass v(0) = o und v(z) = v(-z), geniigt es bereits V‘Z>O zZu
untersuchen. Wir unterscheiden nach dem Bild von Z_, unter der Bewertung.

Falls v(Z_,) = {0}, so ist dann v( Z) = {0, } und ebenso v( Q) = {0, }, dh v ist die
triviale Bewertung. Weil O,_, = Q, M _, = {0}, gilt Q= O,_,/M,_,=Q/{0} =Q und

damit ist char(@) = char(Q) = 0. Die triviale Bewertung vertragt sich also wirklich mit der
Voraussetzung, doch bleibt noch zu zeigen, dass sie darin die einzige Bewertung ist.

Sonst, dh falls v( Z_,) # {0}, gibt es also ein p>0,so dass 0 < v(p) =y € I'. O.B.d.A. sei

p mit dieser Eigenschaft minimal. Dies p ist dann aber prim, denn angenommen p = ab

"'UR von K, so dass fiir alle x # 0 : zumindest x oder x" aus dem Ring.
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mit a,beZ: 1 < a,b < p, dann wire v(p) = v(ab) = v(a) + v(b) = 0, was im
Widerspruch zu 0 < v(p) stiinde. Auf Grund des Euklidischen Algorithmus in Z ist jedes
neZ,, darstellbar in der Form n = ap” + b, wobei m 21, a,b e {0, ,p-1} und a=0.
Das ergibt(nach B3) v(n) > min {v(ap™),v(b)} = min {mv(p),v(b)}. Die Gleichheit ergibt
sich mit B2, weil 0 < a < p impliziert, dass v(a) = 0. Zudem gilt sogar das ,>* mit ,,=, weil
die Bewertung der Summanden fiir alle n € Z_, voneinander verschieden ausfillt, was etwa

so zu sehen ist. Wir unterscheiden zwei Fille. Fiir n € pZ_, , das heillt im Besonderen p |n,

S0 0
ergibt sich b = 0. Weil damit v(b)=c, ist also v(n) = mv(p) = my = yv,(n).
Andernfalls, dh fir n ¢pZ_, bzw. 0 <b <p, ist v(b)=0 und demnach v(n) =0=y v, (n).
Diese Fallunterscheidung zeigt bereits, dass v = pv, auf Z_, . Wie zu Anfang des Beweises
bereits geklért wurde, ist demnach v = v~ auf ganz Q, was des weiteren heilit, dass unter
dieser Bewertung v char(@) = p, was der Voraussetzung widerspricht. Die triviale

Bewertung ist demnach wirklich die einzige Bewertung, die sich mit der Voraussetzung (und

der Behauptung zugleich) vertragt.

Definition :
(K,,0,)heilit henselsch, falls O, auf jedem algebraischen Oberkorper K, von K, genau eine

Fortsetzung besitzt.

SatzH1 : (Henselsches Lemma)

Vorraussetzung:

(K,v,I") bewerteter Korper

Behauptung:
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (K,v,I) ist henselsch
(i) f € O, [x], a € K einfache Nullstelle von 7 in K => 3 a, €0, : f(a) =

Ound a,= a

n+l
(1) f €O, [x]: f(X) :ZCVXV mit: ¢,,, =c,=1,¢c, € M, (0<v <n ) hat

v=0

eine Nullstelle in K

Theorem :

Vorraussetzung:

K, und K, erfiillen die Generalvoraussetzungen GV1 bis GV4.




a) F seiabzdhlbarer Unterkorper von K, so dass:
1) (F ,v1| ) henselscher Korper
ii) I'/v,(F) torsionsfrei (,,v,(F) reinin I" )
b) o: F — K, Einbettung mit den Eigenschaften:
1) v,o0 = v1| F
i) o(x) =x (VxeONF)
a,, ,a, € K, bel.(meN bel.)

Behauptung:
3 eine Erweiterung o, von o auf einem Oberkorper /| > F(a,, ,a, ), so dass

fiir F; und o, wieder a) und b) gilt.

Wir werden das Theorem spéter beweisen.



BEWEIS VON AX — KOCHEN: (iiber Widerspruch)

Annahme:

Fiir ein d > 1 (beliebig, aber fest; m:= d*+1) sei |Ad| = o0 angenommen.

Bemerkung:

Der Leser mag es vorerst einfach einmal hinnehmen, dass allein aus obiger Annahme
bereits Objekte (K VLT, (L,w',T7) konstruiert werden kénnen, welche GV1-4

und zudem die folgenden Eigenschaften erfiillen: E1 K" nicht Cxd) E2 L ist Cy(d).
Der explizite Nachweis, dh die Durchfithrung der Konstruktion der ge-*-ten Objekte,

erfolgt im Anschluss an die Widerlegung der Annahme.

Fiir Letzteres betrachten wir he K [ X,, ,X, ] eine belicbige Form vom Grad d mit den

Koeffizienten c,, ,c, aus K  (Reihenfolge beliebig, aber fest).

Wegen GV3 (bzw. der zugehorigen Bemerkung) ist Q in K~ und auch in L™ einbettbar
und wird nach dem Lemma durch die Restriktionen von v* und w* jeweils trivial
bewertet. Wie im ersten Teil des Beweises vom Lemma ist damit @ = Q und
demzufolge auch 7 = f. Somit ist (Q,v=0,{0}) henselsch nach dem zweiten Punkt

des LH, weil es nichts zu tun gibt, um die Nullstellen zu liften. Die idQ liefert eine

Einbettung o des abzdhlbaren Unterkdrpers Q von K* nach L* derart, dass die
Voraussetzungen a) und b) des Theorems trivialerweise erfiillt sind.

Das Theorem angewandt auf Q, 6 und die ¢,, ,c, € K " liefert ein F, > Q(cy,_,en) und
eine Einbettung o,: F, — L' mit den gleichen Eigenschaften a) und b). Uber selbige
verfiigen dann natiirlich auch Fy:=c,(F)) und o;'. Weil L ein C,(d)-Kérper ist, hat
o,(h) e L'[Y,, ,Y,] eine nichttriviale Nullstelle (y,, ,y,)c L.

Das Theorem, angewandt auf F,, o' und die y, ,y, €L, liefert ein F, o
F, (»,,_,y,) und eine Einbettung o,=(o,'),: F, — K mit den Eigenschaften a) und
b). Weil o, als Einbettung natiirlich homomorph ist, findet sich als angekiindigte
nichttriviale Nullstelle von / beispielsweise das Tupel (o,(y,), ,0,(y,)) <K . Man
beachte hierzu 0,. = 0,0,. = o, ([0\4](y, _,y,)) = (o, (¥), ,0,(¥,)) -

Dass nun /4 als beliebig gewihlte Form in K~ vom Grad d eine nichttriviale Nullstelle
besitzen soll, steht im Widerspruch dazu, dass K~ kein C,(d) - Kérper ist. Demnach ist
die Annahme |Ad| = oo fallen zu lassen und der Satz von Ax — Kochen ,eigentlich*

bewiesen. (Eigentlich, weil die behaupteten Eigenschaften n.z.z. sind.)



SatzFF'U (FUNDAMENTALE UNGLEICHUNG):

Vorraussetzung: e=1{l,.....e}

1) (X,,v,,I}) bew. Kp. [e{l,2}
2) (K,,0) c (K,,0,)
3.) Restklassengrad /== f(0,/0,) = [K, :K,], dh.
Jo=(a,....,0,)c 0,: é linear unabhiingig iiber K,
4.) Verzweigungsindex e := e(0,/0,) = [I', :T}], d.h.
A7=(n,0nm,) C Ky vy (7)) "= T, /T,
/

5) a; €K, (ieejef) z:= ZZaijﬂia)j

j=1 i=1
Behauptung:
1) v,(2) =min {v,(a;7,;) | iee, jef}
2) { no; | i€e, je f }istlinear unabhéngig liber K,

3.) Fundamentale Ungleichung: n :=[K,:K,] <o = ef<n (iB:e, f <)

Beweis:
Beh.1:

Fiir a;, = 0 fiiralle 7, j sind alle Summanden von z und damit z selbst = 0. = Beh.1 klar!

Nun a; nicht alle gleich 0. Seien I, J so gewihlt, dass (F1) v,(a,7,) = min { v,(a,7;) } =
! LJ ’

min { v,(a;7,;) }. Diese letzte Gleichheit ergibt sich aus Vor.3, wonach alle L ungleich
l’.]
0 sind, das heiBt jedes ,,o“mit 0 bewertet wird. Des Weiteren ergibt sich (F2) V i # I

vy(a,7;) < v,(a,x,), denn sonst miisste fiir ein iy Gleichheit herrschen und diese lieBe sich

dann auch nach Ausdriicken in ,,7* und in ,a“ geordnet darstellen v,(7,) — v,(7,) =
v,(a,;) — v,(a;). Mit der rechten Seiten miisste dann auch die linke ein Element von I}
sein, was aber im Widerspruch zu Vorraussetzung 4 stiinde. Direkte Konsequenz von F2 ist,

dass(F)Vi#l a,x.(a,n,)" eM,.

it
Wir nehmen nun an, Behauptung 1.) sei falsch, und konstruieren daraus einen Widerspruch.

Nach Annahme, B3 von allg. Bewertungen und F1 ist also v,(z) > v,(a,7,) und
demzufolge (F4) z(a,r,)”" € M,. Die Multiplikation der Definitionsgleichung von z (vgl.

Vor.5) mit (a,7,)”" und geeignetem Auflésen (Subtraktion der Terme fiir i # /) liefert dann



A f e
Yaayr'me, = 2ayr)" - D Dam(a,n,) @, Weil nach F3 und F4 alle

= j=1 i=lizl

Summanden der rechten Seite positiv bewerten werden, gilt dies nach B3 auch fiir die linke

;
Seite und so ergibt sich (nach dem Kiirzen) also Za ,,_/a,}la)_/. € M,. Das heilit aber, dass
=

J

;
Za ,jja,‘} o, =0 gilt, was im Widerspruch zur Vor.3 steht.
Jj=1

Beh.2:
Mit z =0, dh v,(z) = o, gilt nach Beh.1: V i,;j: v,(a;) + v,(7;) + v,(®) = . Weil
nach Vor4 v,(7z;) < o und nach Vor.3 v,(w;) = 0 gilt, muss also a;, = 0 sein (V i, ).

M.aW. { 7,0, | i,j } linear unabhéngig tiber K.

Beh.3:

Wegen der Definition fiir den Grad n einer Korpererweiterung K> von Kj als dim (K,),

ergibt sich n > ¢f unmittelbar aus der linearen Unabhangigkeit der ,,ef“-vielen Vektoren

7 ,w;, die ja nach Beh.2 vorliegt.

Definition :

Sei (K,O) ein bewerteter Korper. Dann heif3t (K,,0,) henselsche Erweiterung von (X, 0O),
falls (K,,0,) henselsch istundK c K, O, n K = 0.

( Schreibweise: (K,0) < (K,,0,))

SatzH?2 :

Vorraussetzung:
(K,O) bewerteter Korper mit char(K)=0

Behauptung:
1.) 3 henselsche Erweiterung (K, ,0,), die sogenannte henselsche Hiille, die sich in

jede henselsche Erweiterung (K,,0,) von (K,O) eindeutig iiber (K,O) einbetten

lasst.
2.) Die henselsche Hiille (K,,0,) von (K,O) ist eine maximale, unmittelbare,
algebraische Erweiterung, wobei ,,unmittelbar* bedeutet, dass der Restklassengrad und

Verzweigungsindex der Erweiterung gleich 1 ist.
3.)(K,O) henselsch <& (K, O) besitzt keine echte, algebraische, unmittelbare

Erweiterung.



KorollarFU1 :
Vorraussetzung:

(K,,v,,I",) bewerteter Korper, K, ist algebraisch iiber K,, O, < O,

Behauptung:
1.) I, /T, ist Torsionsgruppe, d.h. V y € I', 3 eine natiirliche Zahl n, so dass ny €

I

2.) E ist algebraische Erweiterung von Z

Beweis:
1.)Sei ¥ e T, beliebig, aber fest. Wihle x e v;'({y}) beliebig. Sei L =K,(x),0= 0, N

Lund v=v,|,,:=v(L") c I, = (SatzFU) [I" :T,] < o, d.h., ' /T ist endliche

Gruppe => 3 eine natiirliche Zahl n,so dass ny € 1,.Da y € I, beliebig war, gilt die
Behauptung.
2.)Sei x aus O; fest. Desweiteren sei L = K (x) => ( wegen SatzFU ) [Z:Z]< 0,

daB x e L < E ist algebraisch iiber E

LemmalVl:

Vorraussetzung:

Sei (K,v,I") bewerteter Korper

Behauptung:
Es existiert genau eine Erweiterung w von v auf F(X) ( die sogenannte Gaull —

Erweiterung ), so, dass w(X) =0 und X transzendent iiber K . Fiir dieses w gilt

K(X) = K(X) und m(K(X)") =T.

Beweis: ( Wir unterschlagen den Nachweis der Existenz, da dieser im Folgenden unnétig ist )

Sei f=> a,X' € K[X]\{0} und k derart, dass v(a,)=minv(a,).

i=1

Dann gilt f =a,» b X' mith =a,/a, € O, und v(b,) >0,g= > b X'

i=1 i=1

=> w(g) >0und § = Zb_lF * 6, da b, =1 und X transzendent iiber K => w(g) =0

i=0

=> w(f) = v(a,) . Damit ergibt sich auch sofort w(K(X)") =T.
« K(X) = K(X):
K(X) o K(X) istKlar.



Seialso h = f,/ f, € O, mit f,,f, € K[X]\{0}
Wie oben schreibt man die Koeffizienten mit minimaler Bewertung vor die Summe: f;, =

c,g, mitc, € K*, g, € O, =>h=c(g,/g,) mtc=c/c, € O, (da h,g,,g, €

03)=>h=c(g /g, € F(x).

LemmalVl’?2 :

Vorraussetzung:

Sei v: KT U {o} eine Bewertung auf dem KérperK, I’ o T' geordnete Gruppe

und y ein Element aus I mit: ny € I'" => n =0 ( n ist hierbei eine ganze Zahl)

Behauptung:
Es existiert genau eine Erweiterung w von v auf K(X) mit w(x) = y, und fiir diese

gilt: K(x) = K, w(Kx)")=T @ Zy mit der von y induzierten Ordnung.

Definition :

Sei (K,v,I') ein bewerteter Korper und f(X) = ZCVXV e K[X]

v=0

f wird primitiv genannt, genau dann, wenn min { v(c,) | 0<v<n}=0.

LemmalV'3:
Vorraussetzung:

(K,v,T') sei ein bewerteter Korper, f € O[X] mit: 7 € E[X ] irreduzibel

Behauptung:
f irreduzibel in K[X] und in O] X]

Beweis:

(iber Widerspruch )
Sei f € (ONK)[X]
Annahme:

f ist reduzibel in K[X]

Das heif3t, 3 h,h, € K[X] deren Grad groBer oder gleich 1 ist, und fiir die gilt: f = hh, .

Von h, gehen wir nun zu }7, € (ONK)[X] primitiv liber, indem ein Koeffizient mit
minimaler Bewertung abgespalten wird, d.h. 4,(X) = ijXJ, b, =a,/a,, wobei v(a,.)
j=1

~

l
= min V(aj)’ hi - Zanj = V(bj) = 0’ hl = ak(i)hi
Jj=1

<<l
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Nach LemmaV1 existiert genau eine Erweiterung w von v ( die Gaull — Erweiterung )

Fiir diese gilt: 0 = w(f) = w(a, o /mayoh) = wW(a,,a,0,) + W) = v(a,,aem) +0+0
=> 4,4, € ONK.=> fi(X) = ayga,0 M(X), f,(X)= h(X) € (ONK)[X] und
f = f.f,, wobei f, und f, beide einen Grad groBer oder gleich 1 haben. Dann ist f
reduzibel in (O N K)[X] und demzufolge auch in E[X ] bzw. liber K; 7 = 7172 Dies ist

ein Widerspruch zur Vorraussetzung, dass 7 irreduzibel iiber K ist.

Definition :
Sei S eine nichtleere, unendliche Menge und F eine Teilmenge der Potenzmenge von §

F heiBBt Filter auf S, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:
F1 0¢F, SeF
F2 UV e F=UnNV €F

F3 UeF, UcV cS=V eF

F heiBt Ultrafilter, falls zusétzlich noch gilt:
F4 Uc S, Ug F = S\U €F

Enthilt ein Ultrafilter F' eine endliche Menge, so heifit er Hauptultrafilter.
Wir nennen einen Ultrafilter 7 Nicht — Haupt — Ultrafilter, wenn F kein Hauptultrafilter
ist.

Einen Filter F nennt man maximal, falls gilt: F Filterund F « F => F = F.

Lemma(Ubungsaufgabe)

Vorraussetzung:
F Ultrafilter, U,U, «¢ P (1<i<n)

Behauptung:
1)U g F®P/U € F

2)U, U....U U, e F=>31<i<n:UeF

Beweis:
1.),,=>: klar, nach Definition von Ultrafilter
<=:Sei P/U € F
Annahme: U € F
=>(wegenF2) 0 =U n P/U e F, was ein Widerspruch zu F1 ist.
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2.)Annahme: V 1<i<n: U, ¢ F
=>(wegenF4) P/U, =U/ € F
=U n...n U, e F

=0=(U, v...oU )n(U n....nU;)e F

Bemerkung( Filter ):
1YFy={ Uc S | S\U istendlich } ist ein Filter auf der Menge S, jedoch kein
Ultrafilter ( und somit kein Hauptultrafilter )
2.) Fy < F, F maximaler Filter auf § => F istein
Nicht - Haupt - Ultrafilter
3.)V U < S unendlich 3 ein Nicht — Haupt - Ultrafilter 7 auf S mit: U € F
Beweis:
1.) F erfiillt offensichtlich F1 ( da S unendlich ist ). F3 ist auch klar. F2 folgt mit den De
Morgan’schen Regeln.
2.) a) Fist Ultrafilter

Sei fir @ # U € S angenommen: U ¢ F. Dann haben wir zu zeigen, dass U e
F.Betrachte F:={ W cS | 3VeFuU {U nU |UeFy;}: VWi
F ist nach Definition ein Filter ( denn F1 und F3 sind offensichtlich erfiillt und
auch F2 ist einzusehen ), der F enthilt (F < F ). Wegen der Maximalitit von F
gilt Gleichheit, was U“ € F impliziert.
b) F ist Nicht —Haupt —Ultrafilter

Annahme: {s} e FF (s S )
Dann gilt (wegen F,pc F): {s}° € F', was wegen F2 im Widerspruch zu F1
steht.

3)SeiU' ¢ F,.Betrachte F :={ W< S | V.c W firein Ve F, U{U n V

| v € F,}} . Esgilt: F ist Filter (s.0.)und U e F denn fiir V = U folgt:V =
UnViir7V=SeF,udV cU.

Nach dem Lemma von Zorn kann F zu einem maximalen Filter '’ auf S erweitert

Werden. Wegen 1.) ist F’ ein Nicht — Haupt — Ultrafilter.

Bemerkung:
Sei (K“,v¥,T™) ein bewerteter Korper fiir alle s € S, wobei S eine unendliche
abzéhlbare Menge ist.

Definiert man Addition und Multiplikation auf HK ) komponentenweise, d.h.
seS

(a(S))SES+ (b(S))SES — (a(S)_l_b(S))SES bzw. (a(S))SES (b(S))SES — (a(S)b(S)) fiir (a(S))

seS seS 2
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(b),s € JIKY, so wird J][K" mit diesen beiden Verkniipfungen zu einem

seS seS
kommutativen Ring mit Eins.

( Nullelement ist die Folge (a'”),_; mit ¢’ =0 fiiralle s € S; Einselement ist die Folge
(b)), mit b =1 fiiralle s € §)

Wir definieren auf HK “) durch einen Ultrafilter F auf S eine Relation ~, wie folgt:

seS

(@)g ~r Oy @ {s | aV=0b"}eF

Bezeichnung :

Wir bezeichnen im Folgenden die Folge (a*),_, € HK “ mit a;

seS

Den Quotienten [ [K®/F nennen wir Ultraprodukt der Kérper K’ nach dem Ultrafilter

seS

F.

Satzl

Behauptung:
1.) Die oben definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation

2) HK(S) / F ist ein Korper

seS

Beweis:
1.) e Reflexivitit:
{s | a =a” }y=S e F(wegenFl1)=> a, ~, a;
e Symmetrie:
al* ~p a; ={s | aé“)zaf” y={s | al(‘Y)Zaé“) } e F
o Transitivitat:
a; ~p a3, 0, ~p ay=>{s | @V = {s | &V =a"} eF
={s | a¥=a" o {s | a=a"}n{s | a =a ) e
F(wegen F2) dh. {5 | ¢ =a } € F(wegenF3) und damit a; ~,
a,
Die Relation ,,~, “ist also tatséchlich eine Aquivalenzrelation.

2.) HK ©)/ F bezeichnet kanonisch die Menge der Aquivalenzklassen [a;] =[(a"),.s] =

seS

(€ )s | €)ieg ~p (@),.s ) auf welcher als Addition und Multiplikation zu

verstehen ist:

13



o [a 1+[a; ] =[(a"),s] + [(@)s] = [(a +a), ]
o [a 1[ay ] =[(@®) 11,1 =[(a®a ) ]

H K / F ist dann nicht nur ein kommutativer Ring mit Eins, sondern sogar ein Kérper,
seS

wofiir wir nur noch die Nullteilerfreiheit zu zeigen haben.

Bemerkung:
Das Nullelement ist die Aquivalenzklasse der Folge (a\), s € [[K" mit ¢/ =0

seS
V 5. Einselement ist die Aquivalenzklasse der Folge (a*),_¢ mit ¢ = 1 V s.
Wir bezeichnen das Nullelement mit [ 0" ] und das Einselement mit [1"].

[ 0" ] bezeichnet die Aquivalenzklasse der Folge (0,0, .....).

Sei [a;] e [[K®/F beliebig mit: [a;] # [0"]

seS

Dann gilt: a; +, 0" (0" = (0,0,....) e [[KY)

seS

Nach Definition der Aquivalenzrelation bedeutet das: { s | a=0'¢egF

Weil F ein Ultrafilter ist, liegt die Menge { s | ¢/ =0} = {s | ¢ # 0}in F.
Eine Folge (b"),_ sei komponentenweise definiert durch:

b =1/a®, falls ¢ # 0,und b“ = 0, falls ¢ = 0.

Fiir diese Folge gilt: (0*)),.; € [[K" (dennVs: 0,4 € K“) und {s | 4/ b"

seS
=1}={s|a¥# 0}eF ,dh(aVbV)  ~. 1" = (¢ b)) 51=1[1].
Nach Definition der Multiplikation gilt also: [(a,*) ), 1[(6*)),.s1 = [17] ([(B™),s]ist
multiplikatives Inverses zu [(a,” ) 1)

[a;] war beliebig gewihlt, das heiBt, zu jedem [a;] # [0"]aus [ [K"/F existiert ein

seS

multiplikatives Inverses . Damit ist HK © / F nulltelerfrei und demnach ein Korper.
seS

Satz2
Vorraussetzung:

Sei [[Tr/F={[0")s]| )5 € []TY/F } das Ultraprodukt der

seS seS

I'"nach dem Ultrafilter F

Behauptung:
Es existiert eine Ordnung ,,<"“auf ( [T /F ) U {[«']}, sodass [[T/F eine

seS seS
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angeordnete abelsche Gruppe ist.

Beweis:

Vs e S gilt: T U {w} ist eine angeordnete abelsche Gruppe, d.h. 3 totale Ordnung <
= V y» e TV gilt:

0) 7 <

) 7 < H©

ii) 7V <0 Y ) < Y= =y

(s) (s) ,,(5) (s) (s) , () — (5) () ,,(s)
i) 1 <7y, ) Uy =T <Yy
V) 77, 70 e TO = 0 <O 9 oder i <y

Definiert man ( wie bei HK(S) /F ) eine Addition auf ( HF(” /F ) U {[©]}, so wird

seS seS

auch ( [T /F ) U {[']} zu einer abelschen Gruppe.

seS

Durch [(7"),s] < (A )] © {5 | 77 <y } e Fistdannauf ([[T/F)

seS

U {[o0']} eine totale Ordnung definiert, denn V 7.1 = [(#).] € HF“) [ F gilt:

ses

o {s |7 V=S e F(wegenFl)=> [y]] < [/

c 1< ] Rl S nl=ds | 77 <Y 7 } e Fund
(s | beF=>0s |70y 3o ls | 7<) b nds |
y < 9 e Fo(wegenF2),dh. { s | ¥ <9 4 te F (wegenF3), also
7] <[]

c 1< Nl Il S ] = s | 77 < beFund{s | 10V 7 e
F={s|y79<9 39 vnfs]| <0y y=(s |y <9 59 und p <
yOy=As | 7Y = 4 } e F=[51= [7,] (wegen Eigenschaft i) der Ordnung
,<W<auf T )

Fiir y, 9 e T gilt immer entweder »* <) #{9 oder y{ < »©

Seien [y, 1, [7;1e [ [T/ F.

seS§

Annahme: [7,] < [7,] gilt nicht.

Dann folgt { s | 7 < 4\ }¢ F unddamit { s | 0 < 4"y e F

{s ]| 7@ <9y = Lo | 792 <9 49 1 weil < eine totale Ordnung auf T ist, d.h.
{s | A<y eFen < )

AuBerdem gilt: { s | 7 <9 w}=SeF firieN (wegen0))

15



—[y1< [©'] VieN

Damit ist ,,<" “ eine totale Ordnung.

Satz3

Behauptung:
Es existiert eine Bewertung v: [ [K® /F—>( [TY/F ) U {[©]},so0dass (

seS ses
[T /F, v.][T®/F)

seS seS

Ein bewerteter Korper ist.

Beweis:

Es ist nach Vorraussetzung v*': K T U {w} eine Bewertung auf K fiir alle s €
S.

Wir definieren nun eine Abbildung v: HK(‘” /F—( HF(” /F ) U {[o]} wie folgt:

seS seS

v([(@), 5D = [V (@),5]
Dann gilt:

o V(@) 5] = [0] = [ (@),5] = [0 ] =>{s [ V@)= )= {5 |
a¥ =0} e F=>(a"),5 ~ (0,0,.....) == [(a"), ] =[0]
o« V(@) lED) D) = v([@b) D = (V@) 51 =
[ @)+ G s T = [ (@) + (B 51 =
(@) 1+ (0,51 = v[(@)5]D) + ([0 5]
o Sei v([(a"),s) = min { (@)D, VIO"),e5]) }
= [(VW(@),s] S IOV 1 => {s [ V@) < WD)y eF
=> { s | v(s)(a(s)) — min{ v(s)(a(s))’ V(s)(b(s)) } } e F
=> { s | V(S)(a(s)_l_b(s)) > V(s)(a(s)) } c F = [(v(s)(a(s)_kb(s)))ses]
= V(@ +5°) 5D = ([(@)yes] + [0V, D Z IO (@)1 = v([(@),e5])

Damit sind.die Eigenschaften B1 bis B3 erfiillt.
Die Surjektivitit von v wird folgendermaBen klar:

Sei ' e T beliebig. Weil v\ surjektiv ist , existiert dann ein ¢ e K mit v*)(a")

= . Fiir die Aquivalenzklassen [(") 1€ [[T/F und [(a®), 1€ [[K/F

seS seS

gilt: v([(@),.¢D) = [V (@), s] = [(#*),s ]. Damit ist auch v surjektiv.
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Damit ist ([ [K®/F, v, [T /F) ein bewerteter Korper. Wir bezeichnen diesen als das

seS seS

Ultraprodukt der bewerteten Korper (K v T,

Satz4
Behauptung:
Fir (J[KY/F, v, [[T®/F ) gelten folgende Aussagen:
seS seS
i) char([[K®/F )= p & {s | char(K") = p } e F;entsprechend fiir
seS
[1x/F
seS
ii) [[KY/F ist C,(d)-Kérper & { s | K ist C,(d)-Kérper } € F
seS
ii1) HK(S)/F ist kein C,(d)- Korper & { s | K ist kein C,(d)-Korper } € F
seS
iv) K henselsch Vs € § => HK(”/ F ist henselsch
seS
Beweis:

D[]+t =107 (D1, Y11= [(0,0, .....)]
i=1 i=1

P
© {s|Zl=Oin K®}yeF

i=1
b - (13
11) ”__:>

Seialso { s | K" ist C,(d)-Korper } € F,
m=d*+1,h e ([[KY/F)[X,,....,X,] homogen, vom Grad d und [c/] =

seS

[(c"),.¢1(1<i < N)seien die Koeffizienten von #.
Indem wir aus jeder Aquivalenzklasse [(c("), ] einen Reprisentanten (¢ ),_; wihlen,

erhalten wir fiir jedes s € S ein homogenes Polynom #* € K“[X,,...., X, ] mit

den Koeffizienten cl.(s)

(1<i< N).Die Menge A:={ s | 7 hat eine nichttriviale Nullstelle in K’ } enthilt die
Menge { s | K ist C,(d)- Korper }. Diese liegt in F. Damit liegt wegen
F3 auch A in /. Wir wihlen nun fiir jedes s € A eine nichttriviale

Nullstelle (@', .....,a'") e (K“)" von A" . Nach Definition der Addition und

>m

Multiplikation auf [ K /F gilt: [0"]=[(A" (a{”,......a) ),es 1=

seS

R((@),e6]sen[(@), oD ([(@) g T [(@8), s 1) st also Nullstelle von 7 in
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[Tk /F. Weil U{ s | a”#03}2A e Fgilt, folgt: U{ s | a#0} eF,

seS i=1

und damit U{ S | a® # 0 }# 0.Nach dem Lemma(Ubungsaufgabe) ist mindestens

i-l
ein [(a"),_s] ist ungleich der Null [0"], die Nullstelle ([(a'”),_],......[(@"),_]) ist also

nichttrivial.

<:“

ER]

Seialso { s | K ist C,(d)-Korper } ¢ F
={s | K® ist kein C,(d)- Kérper }=: B € F ( weil F Ultrafilter ist )
Wir betrachten eine allgemeine homogene Form 4, , vom Grad d in den Variablen

X,,....., X, mit Koeffizienten C,,.....,C, ( N:(;”) ) und wihlen dann fiir jedes s € B

I/

)

Koeffizienten ¢{”,.....,c{}" aus K so dass das homogene Polynom A" :=

. d(c(” ..... ,c](\f);X 15----» X, ) nur die triviale Nullstelle in K ©) hat. Zu den Koeffizienten

bilden wir die Aquivalenzklassen [(¢*), ¢ I,.. .., [(¢0) s ]
Sei h=h,,([(c{)es]eeeir [(e§),e515 Xpseeers X, ). Dannist o ein homogenes

Polynom tiber HK ©)/F vom Grad d , fiir welches wir zeigen werden, dass es in

seS

N
[T1K“ /F keine nichttriviale Nullstelle hat. Weil B < | J{ s | ¢ # 0 } folgt ( wegen

seS i=1

N
F3): U{ s | ¢ # 0} € F = mindestens einer der Koeffizienten [(c{"), ¢ ],...

[(c),. ] ist verschieden von [0"]. Nehmen wir nun an,
([(a®),e5 Ty [(a),.5 1) sei eine nichttriviale Nullstelle von %, also 4 (

[(a). g [(a). 1) = [07] und [(a),.s1 # [07] fiir mindestens ein .

Dann liegen die Mengen { s | 4 (a(”,....,a’” ) = 0 } und U{ s | a®#0 }inF(
i=1

m

weil {s | a¥# 0 }eF fireini) = C={s | (a",....a? ) =0} n (|J{

i=l1
s | @ # 0 1) liegt in F=> Cn Be F(wegen F2) =>C n B # 0. Das ist ein
Widerspruch, denn fiir s € C n B gilt:

Zum einen ist (a,.....,a"” ) nichttriviale Nullstelle von 2 (s € C), zum anderen hat

1 nur die triviale Nullstelle ( s € B).
ii1) folgt aus ii) durch Kontraposition, Ultrafiltereigenschaft von
und Lemma(Ubungsaufgabe)

iv) Sei (K“,v), T)) henselsch
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Fir f(X) = X"+ X" +[(c,0),es]X " et [(57) o5 ] mit [ () e5)] > [07]

n-1

gilt: { s | v(c™) > 0} e F fiir 0<i < n und demnach wegen F2 auch
n—1

A= s | VW) >0} eF
i=0

Fiir jedes s € A existiert eine Nullstelle 5 des Polynoms ) (X) =

(s)

X"+ X"+ X" 4+l mit ¢ aus M, (wegen SatzH1, iii) )
v

Definiere ¢’ folgendermalBen:

a® = b falls s € A und a® =0 falls s ¢ A

Dannfolgt: Ac {s | fQ@)=0}= {5 | fP@V)=0}eF(
wegen F3) ). Daraus folgt, dass  f([(a")..c]) = [(f*(@)),.s]1=[0]
& []K"™/F isthenselsch

seS

Theorem(Saturiertheit)

Vorraussetzung:

o (K,v,I') = ( HK(S)/F, V,HF(S) / F) wie oben definiert, F' ist Nicht — Haupt —

seS seS

Ultrafilter auf S
e R Relation in den Unbestimmten (Y, ) ( n,0 natiirliche Zahlen ) mit Parametern aus
K und T" (i.B. Funktionsausdriicke ).

e fiir jede natiirliche Zahl m gilt: (R,,.....,R ) haben eine gemeinsame Realisation der

(Y,)in K

Behauptung:
Es gibt eine simultane Realisation (), fir (¥)),. in K fiir (R)),y -

Bezeichnung: K ist saturiert

Beweis:

Fir m e N sei (y,,),.y Realisation der R ((Y,),a),.....,R, ((¥,),a) in K

( a steht beispielhaft fiir die in der Relation R, auftretenden Parameter, in unseren Féllen
sind das null, ein oder zwei Stiick. )

Von der Existenz einer solchen Folge fiir jede natiirliche Zahl m kann nach Vorraussetzung
ausgegangen werden.

Realisation heiBt natiirlich widerum: ¥V, == { s | RY((V),0,a") YOS p<m } e F

oBdA.gilt: V, 6 < V,
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Wir definierennun U, .=V, Nn{s | s>m} => U, € F,denn { s | s >m }ist
cofinit und F ist Nicht — Haupt—Ultrafilter . Daraus folgt:
eU,c V,und[)U, =0

m

e U, ,c U undUN\U,, < V,

m+ m

=> (vgl. Teleskopsumme) U, = U U\U,.,)

k>m

Beweis: klar!

Betrachte die ,,Diagonalform*: y% := y©) falls s € U, \U

v,s 2

aund y¥ =0 falls s ¢
u,\U,.

Diese ,,Diagonalform® realisiert simultan die (R, ),y , denn wir zeigen, dass fiir jede
natiirliche Zahl m gilt: W, == { s | R(('"),-a") } € F.

Nach Definition von y liegt U, \U,,, in W, (weil V,, c W, und U\U,,, < V, ).
Fir k > m gilt: U\U,,, < V, < V, .

Daraus folgt, dass U, \U,,, ¢ W, fir kK > m und damitauch U, = U UN\U,,) < w,.

k=m

Weil U,, € F gilt, folgt wegen F3 auch W, < F.

Wir konnen nun aus der Annahme im Beweis des Satzes von Ax — Kochen ( K,v",T")
und ( L', w',T") konstruieren:
P = die Menge der Primzahlen ist eine nichtleere, abzdhlbare Menge.

Nach der Annahme ist 4, eine unendliche Menge. Nach Bemerkung( Filter ) 3.) existiert
daher ein Nicht — Haupt — Ultrafilter /" auf der Potenzmenge von P , welcher A4, enthilt.
Wir setzen also § = P.

Weiter setzen wir K = K7 = Q, bzw. F ((X)) und r'’>=r» =7 firalle pe P,

v sei die kanonische Bewertung von Q,, w*’ die kanonische Bewertung von F, ((X)).

Bezeichnung :

Wir bezeichnen mit K~ das Ultraprodukt HQP /F und mit L das Ultraprodukt

peP

[TF, X))/ F . Mit I'" bezeichnen wir I' U {[o0']}, wobei I' das Ultraprodukt

peP

H Z /| F bezeichnet.

peP

20



Definition :
v iK' > T sei definiert durch: v'([(a'”),5]) = [(V"(@'")), ] fiir [(a7),5] €

HQP / F . Analog definieren wir w': L' > T" durch: w'([(6'"),]) = [(W"(6'")) ]

peP

fiir [(6"),] € [ [F,(X)/F.

peP

Mit Satzl, Satz2 und Satz3 gilt:
e I"U {[w0]} ist eine angeordnete abelsche Gruppe
e (K' )W ,T")und ( L',w'.,T") sind bewertete Korper und haben beide dieselbe

Wertegruppe I
Nach Satz4,iv) sind K~ und L henselsch , da Q , und F ((X)) henselsche Kérper sind

V p € P. Damit sind GV1 und GV?2 erfiillt.

Definition :
O.={[(@"),s] € K | vV{[(@a™),) =0}, M.= {[(@"),;] € K

v([(@"),]) > 0 3.

Analog werden auch O;* und M :V definiert.

Esgilt Q = F = F ((X)).

Bemerkung:

Die Abbildung ,,—: 0. > [[F,/F, [(a?),] = [(@”),]1:=[(a?)] ist
peP

wohldefiniert.

( entsprechend fiir w")

Beweis:

[(@”),.] e O:* & {p | vVW@")=0} eF

Die Abbildung ,,—* ist per Definition ein Homomorphismus. Die Abbildung ,,—*“ (
a” > a ) ist allerdings nur auf 0., =1{a” eQqQ, | v (a”)>0} definiert.
Wir definieren deshalb (@' ), durch: @ = ¢ falls v'”’(a'”)>0 und @ = 0

sonst.
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Dann gilt: { p | a?” = 4" 3y= {p | v”(a”)=0} e F, dh. [(a? )pe]p] =
[(a'”) pen,,]. Die ,,—”“ sind damit fiir alle 4” definiert, und die Abbildung ,,—*“ demnach

firalle [(a'” ), ;] aus O. = {[(a”),;le K’

vi([(a”),])=0 } wohldefiniert.

*

Weiter gilt, dass Kern(,—“) = { [(a"”),5]e K | [(@),]= [0 } = {

[(a”),ple K| {p| a”=0}={p| v @”)>0}eF }={[(a”),zle K

| V([ (a?) bep)) >0 =M : . Damit ist nach dem Homomorphiesatz O:* /M : isomorph

zu H]FP/F.

peP

Es gilt also: HQP/F = O;/M; = HIFP/F.

peP peP

Mit der selben Argumentation erhalten wir auch H F,((X))/F = HIFP /F.

peP peP

Das Ultraprodukt HIF ,/ F hat die Charakteristik 0, denn es gilt: fiir eine Primzahl q

peP

enthdlt die Menge { p | char(F,) = q } genau ein Element, d.h. sie liegt nicht in F' ( weil F
Nicht — Haupt — Ultrafilterist) => { p | char(F,) # q } liegt in F'( wegen der
Ultrafiltereigenschaft von F' ). Nach Satz4, 1) ist das gleichbedeutend mit char (HIF L F)

peP

# q . Weil q beliebig war, ist also char(HIFp /F ) # q furalle qaus P, d.h.

peP

char (| [F,/F ) = 0.

peP

(KW, T und (L',w,T") erfiillen somit auch GV3.

Nach dem obigen Saturiertheitstheorem sind die Kérper ( K ,v',I") und ( L', w',T")
saturiert.( GV4)

(K v,y und ( L',w,T7) erfiillen also GV1 bis GV4 .

Zusétzlich erfillen sie auch die Eigenschaften E1 und E2, denn F,((X)) ist C,(d) - Korper

und Q, ist fir p € P nach der Annahme im Beweis des Satzes von Ax — Kochen kein

C,(d) - Kérper. Daraus folgt nach Satz4 aber schon, dass auch K~ = HQ ,/ F kein

peP

C,(d) - Korper ist. Wenn man fiir 4, einen Filter nach Bemerkung( Filter ) 3.) wihlt gilt
auch, dass L = HIFP((X))/F ein C,(d)- Korper ist.

peP
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Damit haben wir zwei bewertete Korper konstruiert, welche die geforderten Vorraussetzungen
erfiillen.

Um den Beweis des Satzes von Ax — Kochen zu schlieBen, muss noch der Nachweis des

verwendeten Theorems erfolgen. Hierflir ist ein Lemma von eigenstindigem Interesse:

Lemma :

Vorraussetzung:

F, ist abzéhlbarer Unterkorper von K,

Behauptung:
Es existiert eine abzdhlbare Erweiterung F' von F, sodass v,(F') reinin I' = v,(K)

Beweis:
Wir setzen I'y = v,(F,) und fo ={yel | my € F, firemm >1}
f‘o heif3t relative divisible Hiille in I' und ist dementsprechend rein in I'. Denn es ist I"/ f‘o

torsionsfrei. Das ist folgendermallen zu sehen:

Nach Definition ist zu zeigen: fiir alle x aus ' gilt: nx =0=>x =0

Dementsprechend hier: fiir alle x aus I' gilt: nx liegt in fo => x liegtin fo

Das gilt aber offensichtlich, weil nx e I, ja nur bedeutet:

nx € T und mnx e T, fireinm >1=>pix € [, mit m =mn >1=>x e I, (denn
x € I' nach Definition)

Mit Fy (nach Vorraussetzung) sind auch I'; und fo abzihlbar.

Ersteres versteht sich von selbst, zweiteres klart sich folgendermalien: fo = U 4, , wobei

A ={y e Fl my € Fo}

Damit ist fo abzdhlbar als abzéhlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen, wobei sich die
Abzihlbarkeit der 4, aus der Nullteilerfreiheit des Korpers F| ergibt: Sei m beliebig aber
festund g aus F, mit

g=my=my (y,y el')=0=m(y-y)also:y=y

Mit anderen Worten: Durch jedes der abzdhlbar vielen m werden hochstens abzdhlbar viele

y € I bestimmt, weil fiir jedes der abzdhlbar vielen g € F; hochstens ein y € I' die

Gleichung g = my erfiillt.

A

Sei (y, ), eine Aufzidhlung der Elemente aus I, .
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Der Grenzwert F' = U F_ der noch zu konstruierenden monotonen Folge ( F,),_, mit:

e F istabzdhlbarer Unterkorper von K;
* 7, € Vi(F,,)

« vi(F,,) c I

erfiillt dann die Bedingung des Lemmas:

F' ist abzdhlbarer Unterkorper von K|

e ' ist abzdhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen, und daher selbst abzdhlbar

e [' st Grenzwert einer monotonen Folge von Unterkdrpern in K, und damit selbst

Unterkdrper ( zum Nachweis der Kdrperaxiome geniigt bereits ein F, ( n grof3 ) )
und v,(F") istreinin I', denn v, (F"') = fo

Beweis: ,,c“: v,(F") = VI(UFn)Z U v (F,) c Ufo = 1Aﬂo

A
(13

,»D“ g eI, =>esexistiertein n so,dass y,= g => g € v,(F,,,) < v,(F")
Konstruktion der ( F,) mit den geforderten Eigenschaften iiber vollstindige Induktion:

n =0: - F, ist abzdhlbarer Unterkorper von K;(nach Vorraussetzung)

-7, € v (F) < f‘o( ist Forderung an F, => gleich allg.)

n — n+1: Konstruktion von F

n+l

mit den geforderten Eigenschaften:

Man betrachtet fiir n das y, und sucht folgendermallen nach einem geeignetem F, ,, :
v, € fo c I (1B.:y, #,o%. 3m>1mit: my, € I', (wegen der Definition von fo)
und3I x e K :v(x) =y, ([, cT)

Die Abbildungseigenschaften von Bewertungen liefern dann: v,(x") = mv,(x) = my, =

n

v,(a) firein a e F; < F,danach Definition von I, my, e T, fiirein m > 1 und v,(0)

— w(‘

2

Da x und a in K, liegen, liegt auch x" /a in K" und v,(x" /a) =0 => x"/a = ¢ fiir ein

caus K => x" /ac = 1, da die Abb. "—" ein Homomorphismus ist.

( zum letzten Punkt: x™ /a ist ein moglicher Kandidat fiir das nicht eindeutig bestimmte c.
Wir suchen im Folgenden aber stets besser geeignete Vertreter.)

Annahmel:

¢ ist algebraisch iiber Fn
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Nach Annahme gibt es ein 7 € FH[X ], das Minimalpolynom ( und damit i.B. irreduzibel )

von ¢ iiber F_'n ist. Die Charakteristik von & ( char(k) = 0 ) liefert die Separabilitdt und

daher ist ¢ eine einfache Nullstelle, das heifit 7(2’) =0 # 7 (E), m:= grad (7).
Aus dieser Aquivalenzklasse 7 wihlen wir uns einen Reprédsentanten f € (O, N F )[X]

dessen Grad natiirlich nicht kleiner als m sein kann. Dies ergibt sich daraus, dass Z =1 und
damit ungleich Null ist. Somit konnen wir 0.B.d.A. f als normiertes Polynom vom Grad m
annehmen. ( Wir nehmen also Abstand davon, hohere Potenzen in X zu ergidnzen, deren
Koeffizienten positiv bewertet sind und daher in f nicht effektiv auftauchen. Diese

alternativen Polynome wéren zudem nicht normiert.)

Der von uns gewihlte Représentant f ist also ein Polynom aus (O, N F,)[X] fiir das gilt:

1.) f hat den Grad m

2.) f ist normiert

3.) f ist primitiv

4.) f istirreduzibel iiber F,

DaBl f e (O NF,)[X] gilt, ist bereits klar. 1.) und 2.) ist Konvention. Die Primitivitit von
f liegt direkt in der Normiertheit und Nichtnegativitidt der Bewertung auf den Koeffizienten

von f . Es bleibt also lediglich noch die Irreduzibilitit tiber F

n

zu zeigen. Diese folgt aber
sofort aus LemmaV3, da 7 irreduzibel ist.

Die cinfache Nullstelle ¢ von ? kann mit Hensel’s Lemma zu einer Nullstelle ¢, € K, des
normierten Polynoms f € O,[X] geliftet werden ( da K, henselscher Korper ist ), das heil3t,
f(c,) =0und a =c. ( Hierbei wurde f nun als Polynom aus K,[X] betrachtet.)

Adjungieren wir dieses ¢, zu F, so gelangen wir wegen der Irreduzibilitit von f und 7 zZu

den Korpererweiterungen F, (c,) und F,(c,) mit:

o [F,(c)):F,] = deg(f)=m < o

o [Fi(c):F,] = deg(f) = m < o0
Nach der fundamentalen Ungleichung ( vgl. Chevalleys Fortsetzungssatz ) ist das Produkt aus
Verzweigungsindex e = [v,(F, (¢,)) : v,(F,)] und Restklassengrad f= [F, (c,) :Fn] durch m

( den Grad der Korpererweiterungen ) beschrinkt. Dies liefert uns e = 1 (‘also v,(F,(c,)) =

v,(F)) ), etwa folgendermalen:

3

Weil ¢, € F,(c;), F, € F,(c;) und weil ,—* ein Homomorphismus ist, ergibt sich

n

unmittelbar:

¢, € F(c), F,c F(c)und F,(c,) = F(c,).

n
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Mit der fundamentalen Ungleichung folgt:
[F,(c,): F,] = deg(f) = m > ef = e [F(c)): F,] =e[F,(c,): F,(c)][F,(c,): F,] =

edeg(f) [F,(¢)): F,(c))].
Mit deg(f) = deg(?) ergibt sich somit: e = 1 und zudem Fn(c_l) = F (¢,) ( weil der

zugehorige Index 1 ist ).

Annahme?2:

¢ ist transzendent iiber Fn
Wire ¢ algebraisch iliber F,, so wire auch c algebraisch tliber Fn Aus der Annahme das ¢

transzendent iiber }'Tn ist ergibt sich also ( durch Kontraposition ), dass auch ¢ transzendent
iiber F, ist. Damit ergibt sich aber fiir ¢,:= ¢ schon direkt aus v,(c) = 0 und GV3, dass
v (F, (c;)) = v,(F,). (weil fir X hier wieder ¢ zu suchen ist, braucht von v, nicht zu w

libergegangen werden: v, ((F,(c))") = v,(F,).)

Da sich fiir p(X) = X" - ac, € F (c)[X] #ac, als Nullstelle ergibt, ist fiir F,,, :=

F (c;,%lac,) in beiden Fillen ( c algebraisch/transzendent iiber Fn ) F

n+l

/F,(c)
algebraisch . Demnach ist v, (F,,)/v,(F,) eine Torsionsgruppe

( v(F,,;))/v,(F,(c,))) ist Torsionsgruppe, denn F,, ist eine algebraische Korpererweiterung
iber F (c,) => v,(F,,)/v,(F,) 1st Torsionsgruppe, da v,(F, (c,)) = v,(F,) ).

Sei y aus v,(F,,,). Dann existiert ein m, aus N mit: m, y € v,(F,). Damit existiert auch

ein m,, € N mit: m,,m, y € v,(F,_).So kann man weiter iterativ fiir jedes i aus

n—1

{ n=2,....,0 } ein m, finden, so dass m, m,,,....m,_ ,m, y € v, (F,). Das heifit, mit m =

n—1

Hmi gilt: m y e v,(F,) =T, =>y e I, (nach Definition von T, ).

i=0

Somit folgt: v,(F,,,) < T},.

Das f(Z)=Z2"- x"/ac, € K,[Z] ist sogar aus O,[Z], denn v,(1) =0 und x" /ac: = 1 (
also v,(x" /ac,) =0 ) und 1 ist einfache Nullstelle von f, f(1)=1"-1=0 aber f (1)=
ml" = m # 0 ( wegen char(k) = 0 ). Mit dem henselschen Lemma kann diese Nullstelle
geliftet werden,d.h. 3 z €e O c K,: f(z)=0, z=1undiB. v,(z) =0.

Nebenbei: x/z = %hdennO: f(z)=z"-x"/ac, = x" = ac;z" => x/z = %1.

Bleibt nur noch zu zeigen, dass y, € F

n+l
v, =v(x) =v(x)-0=v(x/z) = v (§lac,) € v(F,,).

26

. Das ist mit v,(z) = 0 folgendermafen klar:



Beweis des Theorems:

F, = F(a,,....,a,) c K, istabzdhlbar. Daraus folgt mit dem Lemma: 3 ein abzdhlbarer
Oberkdrper F' < K, von F, sodall I = v, (F") reinin I' ist. Wir konnen 0.B.d.A. F"

Als henselsch annehmen, da die henselsche Hiille eine unmittelbare Erweiterung ist und somit
v, (F") = v,(F") reinin I'. Diese ist auch in K, enthalten, denn (K,,v,) ist henselsch, und
abzdhlbar ( da F' abzdhlbar und F',/F"' algebraisch ).

Um o werterhaltend zu erweitern, wenden wir das Zorn’sche Lemma auf Q = { (4,7) | F
c A c F'mit: v(4) istreinin I, 7: 4 > K|, T|F = o werterhaltend } an:

e Q #0,weil (F,o) in Q liegt (da v,(F) nach Vorraussetzung rein in I" ist.

e Q) ist unter aufsteigenden Ketten abgeschlossen, denn um die Eigenschaften zu iiberpriifen

geniigt jeweils ein gentligend groBes Element aus der Kette.

=> 3 (M,c") € Q maximal, woraus mit der Vorbemerkungl und der Tatsache, dass die
henselsche Hiille eine unmittelbare Erweiterung ist, sofort folgt, dass (M, v, | )

henselsch ist.

Man hat zusammengefasst also folgende Eigenschaften:

o (M ,v1| ) 1st henselsch

e v,(M) istreinin I"

e 0o'": M - K, injektiv, o"|, = o mit: v, o 0" =v, auf M
Bezeichnung:

O0=0 nM

Annahme:

M c F',M # F'

1. Fall:

Jein x aus F' mit: x € F'\M

a) x ist algebraisch iiber M:
x habe das Minimalpolynom 7 e M [ X ]. Wihlt man sich einen beliebigen

Reprasentanten f € O[X] von 7, so ist dieser auch irreduzibel.
F" ist henselsch, das heifit, man findet mit dem Henselschen Lemma eine Nullstelle von

f in F' mit Restklasse ;, etwa x € F' n O,. Wegen der Restklassenerhaltung gilt:

a'(f) = 7 und somit findet man auf die selbe Weise wie oben eine Nullstelle y des
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£)

irreduziblen Polynoms o''(f) ( wenn man f und 7 als Polynome iiber F' bzw.

F' n O, auffasst), welche ; = x erfiillt, da o' (M) aufgrund der Isomorphie als
bewerteter Korper zu M auch henselsch ist. Damit bekommen wir die Einbettung

o'": M(x)>K,, 0'"'|M =o', 0"'(x)= y,die den Homomorphismus o' erweitert.
M 1ist henselsch, nach Definition ist also vl‘ u(x die eindeutige Erweiterung von vl| v auf
M(x). v, o o' ist aber Bewertung von M (x)mit v, o ¢'" = V1|M auf M . Das heifit,
v, o o' = vl‘ iy » Sprich o' ist werterhaltend. v, (M (x)) (= v, (M), da v,(x) =0 ) ist

rein in I''. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von (M,c").

x ist transzendent iiber M :
x ist transzendent iiber M => beliebige Reprasentanten x € F'und y € K, der

Restklasse x sind transzendent iiber M bzw. o' (M), denn wiren sie Nullstellen eines

Polynoms # 0 mit Koeffizienten aus dem Korper, so wiren sie mit der Vorbemerkung2

Auch Nullstellen eines Polynoms mit Koeffizienten aus dem Bewertungsring und somit
x Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten aus dem Restklassenkorpers.

Seienalso x € F'und y € K, beliebige Reprasentanten der Restklasse x. Damit
bekommen wir die Einbettung o'"': M(x) > K,, a"'|M =o", 0""(x)= y,dieden
Homomorphismus o' erweitert. v,(x) = v,(y) =0=> vl‘ w(n 1St eindeutige
Erweiterung von v1| v auf M(x)und v, (M(x)) = v,(M) => (siehe oben) o'" ist
Werterhaltend und v, (M (x)) ist rein in I'', was ein Widerspruch zur Maximalitét von

(M,o") ist.

2. Fall:

F

= M und es existiert ein x in F' so dass v,(x) nicht in v,(M) liegt.

Das bedeutet, dass v, (x) # (_), wobei 0 (=0+ v,(M)) das Nullelement der Menge

v, (F")/v,(M) ist. Da v,(F")/v,(M)torsionsfrei ist, folgt dann: Fiir eine ganze Zahl k liegt

kv, (x) in v,(M) (also kv,(x) = 0 ) genau dann, wenn k = 0. Fiir ein Element v, (m) +

kv, (x) aus v,(M )+ Z v,(x) gilt somit: v,(m) +kv,(x) =0 & kv,(x) = —v,(m) & kv,(x)

liegt in v, (M) (weil —v,(m) in v, (M) liegt, da v,(M) ein Kdrperist) < k=0 < v,(m) =

--kv, (x)= 0. Daraus folgt, dass die Summe v,(M) + Z v,(x) eine direkte Summe ist.

Behauptung:
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In diesem Fall muf3 x transzendent iiber M sein.

Beweis:

Angenommen, x sei algebraisch iiber M . Dann gibt es ein Polynom p(X ) = a, X" +.....+
a, mit p(x)=0=> 0 = ,(0) = v((P(x)) = ¥,(@,x" +...t a,) >min { v (ax) =
v,(a;) +ivi(x) } (1<1i < n). Hier gilt statt “>* sogar "=, denn wegen der Direktheit der
Summe gilt: v, (a,x") # v (a,x’) fir i # j (denn: v (a,x")= v (a,x’) & v(a;) + iv(x)
=v,(a,)+ jv(x) ®i=j)=>v(ax") = firallei mit1<i<n=>v/(q) = « fiiralle
imitl<i<n=>gq, =0firalleimit]l <i <n=>p=0. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme dass x algebraisch tiber M ist. Die Bewertung v, | uv 1St eindeutig bestimmt
durch v, (co+ci+.....+ cdxd) =min { vi(c) + ivi(X) | 0<i<d}, wobei cy,....., cg aus M sind.
Wenn wir nun ein y aus K, wihlen, so dass v,(y) = v,(x), und auf M (x) eine Erweiterung
o' von o" definieren, indem wir x auf y schicken, so ist diese Erweiterung wieder

werterhaltend.

Um einen Widerspruch zur Maximalitit von ¢" zu erhalten, erweitern wir o'"" auf einen
Unterkdrper M~ von F', so dass v,(M ") rein in T" ist. Wir konnen hier als M~ den
relativen algebraischen Abschlufl von M (x) in F' nehmen.

Um das zu zeigen gehen wir wie folgt vor:

Wir setzen ¥ = v,(«) fiirein & aus F' und nehmen an, dass my = v,(a) fiir ein a aus

M (x) und ein m >1 (d.h. my liegtin v,(M")fiir ein m > 1). Um die Torsionsfreiheit von

v, (F")/v,(M") zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass y in v,(M*) liegt . Fiir a”a™" gilt:

1

vi(a"a™) = mv,(a) — v,(a) = my — my =0und deshalb a"a™' = ¢ fiirein ¢ aus M (x)

sowie M (x) = F'. Aus Hensels Lemma folgt nun, dass das Polynom Z" — a™ / ac eine
Nullstelle in F' besitzt. Sei z diese Nullstelle. Dann gilt: z"— a” /ac =0 < z" = a™ /ac
& (a/z)" = ac.Weil a und ¢ in M(x) liegen, liegt auch ac in M (x)

(da M(x) ein Kérper ist) und somitin M . Also liegt («¢/z)” in M~ und damit auch o/ z.
Hieraus folgt aber, dass v,(a/z) in v,(M ") liegt. Nach Hensels Lemma gilt: z =1. Weil
aber fiir jedes Element y aus 1 gilt y=1+m mitmaus M, =>v,(y)= v, (1+m)=v(l) =
0(da v,(1) =0< v, (m), weil v,(m) >0), folgt auch v,(z) =0.=> v,(a/z) (= v,(a) -

v (2) )=v(a).

Das heiBt, v, () liegt in v, (M ") . Damit ist die Torsionsfreiheit von v,(F')/v,(M ") gezeigt.
Als M " haben wir also den algebraischen AbschluB von M (x)in F'gewihlt. F'hatte die

Charakteristik 0. Deshalb ist mit dem Satz vom primitiven Element jeder endlich erzeugte

Unterkdrper von M “iiber M in einem Korper M (x,a) enthalten, wobei o €
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M " algebraisch ist iiber M (x). Wir kénnen das Bild von M (x) unter v, als direkte Summe
schreiben, also v, (M (x)) = Zv,(x)®v,(M).Da M (x,ax) /M (x) endlich ist, gilt mit der
fundamentalen Ungleichung: v, (M (x,a))/ v,(M (x)) ist Torsionsgruppe mit ¢ Elementen.
Setzen wirnun I' = v, (M(x)) = Zn,(x)®v(M)und LT = {y e v(M") | ¢y c T }
c v, (M"), dann folgt, dass [L I':T']=cundv(M(x,a)) c %IA“ = v, (M(x,a)) =

< I". Man kann sich als z somit ein belicbiges Element z € M~ wihlen, so dass v, (z) =
L v,(x). Damit ergibt sich 1 I'= v(M(x,a)= Zv,(z)®v, (M), da v(M) reinin I ist.

Mit den selben U berlegungen wie am Anfang dieses Falles bekommen wir:

e z ist transzendent iiber M
*v(M(2))= Zv,(2) ®v,(M)= v;(M(x,2))
e o' lisst sich werterhaltend auf M (z) erweitern

Diese Erweiterung ergibt mit der Vorbemerkung schon eine ebenfalls werterhaltende

Erweiterung auf dem henselschen Abschlufl von M (z). Dieser enthélt aber M (x,),

da v,(M(z))= v,(M(x,)) und M=M(z) = M(x,a) = F', sprich M (x,) eine
unmittelbare Erweiterung von M (z) ist, und der henselsche Abschlufl die maximale
unmittelbare Erweiterung ist. (siche Satz H3).

Damit haben wir o auf jeden endlich erzeugten Unterkdrper von M iiber M
Fortgesetzt und bekommen somit mit dem Saturiertheitstheorem angewandt auf K, eine

werterhaltende Fortsetzung auf M~ was im Widerspruch zur Maximalitit von M steht.

3. Fall
F'=M, v(M)=v(F')und x € F'\M

Mc Mxyc F'=vM) c v(M(x)) c v(F') = vy(M),dh. vy(M) = v,(M(x))

= M c M(x) c F'= M, also: M(x) =M
=> M (x) ist echte unmittelbare Erweiterung von M . M ist aber henselsch , also ist x

transzendent iiber M .
Wir gehen wie folgt vor:
Schrittl:

Wir suchen ein potentielles Bild y € K, von x fiir eine Erweiterung von ¢'' durch ,,losen*

der Gleichungen v,(x - a)=v,( y - ¢"(a)) fir alle a aus M mit dem

Saturiertheitstheorem.
Schritt2:

30



Wir beweisen die Werterhaltung einer solchen Erweiterung, indem wir zeigen, dass fiir alle
Polynome f aus M[X] gilt: v,(f(x))= v,(c"(/)(»))
=o'"": M(x)—>K,, O'"'| y = o', 0" (x) = y ist werterhaltende Erweiterung von o'

und v,(M(x)) ist minimal in "', was ein Widerspruch zur Maximalitdt von (M,c"") ist.

Zu Schrittl:
Seien a,,.....,a,, € M beliebig. Da v,(M) = v,(F") finden wir zu jedem a, ein b, aus M *

so, dass v,(x - a,)= v(b;).Sei 1 < u < m so,dass v,(x - a,)= g}g}l v, (x - a,).
F'=M =>13 causMmit:m-z=6.8eid=aﬂ+bﬂ e M
=>v(x-d)=v(x-a,-b,c)=v(b,((x-a,)/b,)-c)) =v(b,) +
vw(((x=a,)/b,)=c) >v(b,) = vix-a,)zvx-a)V1si<m= v(x-d)>
vwx-a,) =vd-a)=v(x-a)-(x-d) =v(x -a)=v() =>
v,(c"(d)—-0c"(a;,))=v,(c" (b)) =v,(b) = v(x -a,) =y = o"(d) tut’sfiir a,e M

und m € N. => 3 y e K, sodass fiiralle a aus M gilt: v,(y—0c'"(a)) = v,(x - a).

Zu Schritt2:
Behauptung:
v, (f(x))=v,(c"(f)(y)) fiir alle Polynome f aus M[X]

Beweis:

Induktion nach n = deg( f)

n=1:

gilt nach der Konstruktion von y in Schrittl

n-l-n:

Da wir die Induktionshypothese auf einzelne Faktoren anwenden kénnen und &' ein
Homomorphismus ist, geniigt es irreduzible Polynome vom Grad » zu betrachten.

Sei f aus M[X] also ein irreduzibles Polynom vom Grad #.

Wir betrachten nun den m - dimensionalen Vektorraum V= M + Mx +.....+ Mx?™". Dieser

wird, indem wir modulo f rechnen, zu einem Korper isomorph zu der algebraischen
Erweiterung M[X]/(f) =1 M, von M . Ein Produkt g# mit Elementen g,% aus V wird also
mit dem eindeutig bestimmten » aus V identifiziert fiir das gh = r + sf gilt mit einem s
aus V. Wire die so definierte Multiplikation kompatibel zu der Restriktion von v, auf V, d.h.
v, (r) = v,(g) + v,(h) = v,(gh) firalle g,k aus V, dann hdtten wir mit M, eine echte,
unmittelbare, algebraische Erweiterung von M gefunden, was im Widerspruch dazu steht,

das M henselsch ist. Es muB also g,/ aus V geben, fiir die v,(r) # v,(g) + v,(h) = v,(gh)
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gilt. Zum einen folgt daraus, dass v, () = v,((gh—r)/s) = - v(s) + v,(gh—r) = - v,(s) +
min { v,(g) + v,(h), v,(r) } gilt (1). Und zum anderen folgt mit der Induktionshypothese
angewandt auf r,g,# wenn man x in den Bildern der Polynome durch y ersetzt:

1(6"(M) # v,(6"(8)) + v (" (W) = v,(c"(gh)) und somit v,(c"(f)) =
1,(6"((gh—1)/5)) = - v,("(s)) + v, (0" (gh) = "' (r)) =~ v,(0"'(s)) +min { v,(6"(g))
£ (0" (1), v (6" () } Q).

Mit der Induktionshypothese folgt aus (1) und (2) dann: v,(c"'(f)) = v, (f).
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