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Algebra I

11. Ubungsblatt

Die Punkte dieses Ubungsblattes sind Bonuspunkte!

Aufgabe 1: (14+141=3 P) Sei wie tiblich (, := exp(2ni/n) € C. Zeigen Sie:

(a) Sind n,m teilerfremd, so gilt

Ql¢nm] = Ql¢n s Gl
(als Unterkérper von C).

(b) Sind n,m teilerfremd, und sind sowohl das reguldre n- als auch das regulére
m-Eck konstruierbar, so ist auch das regulire nm-Eck konstruierbar. (Geo-
metrische Argumente sind genauso erlaubt wie kérpertheoretische.)

(c) Die Aussagen in (a) und (b) sind i.A. falsch ohne die Annahme, dass n und
m teilerfremd sind.

Lésung:
(a) Wegen (., = G und (. = ¢, folgt unmittelbar

QlCnm] 2 Q¢ ;Gm] -

Andererseits sind n und m teilerfremd, also gibt es a,b € Z so, daf

an+bm=1.
Dann folgt
Cnm = CZ?nerm = Z?n ZWT; = C;vlmcfz
und somit

(b) Nach Voraussetzung sind
ap = cos(2w/n), amym = cos(2m/m)

konstruierbar. Es sei F' der Korper aller konstruierbaren reellen Zahlen. Nach
Vorlesung sind dann auch

Bn = sin(27/n) = \/1—-0a2, Bn = sin(2r/m) = /1—a2,
konstruierbar. Also gilt

(o = an+ifn € F[i], (m = am +1ifm € FIi].



Daraus folgt nach (a)

Cam € QCn,Cm] C F[i],
und daher

€08 (%) = %(Cnmﬂiﬁni) € FliinR = F,

d.h. der Winkel 3—; ist konstruierbar. Daher ist auch das regelmaflige nm-Eck
konstruierbar.

Bemerkung: Geometrisch geht das wie folgt. Es gibt a,b € Z mit an+bm = 1.
Also trigt man b-mal den Winkel 27 /n ab, und anschliefilend a-mal den Winkel
27 /m. Insgesamt hat man den Winkel

27 27 2m(bm + ab) 27
b—4a— = —— = —.
n m nm nm

(¢) Im Falle n = m = 2 ist Q[(m,Cm] = Q1] = Q, aber Q[(nm] = Qi] # Q.

Also braucht (a) nicht zu gelten, falls n und m nicht teilerfremd sind.

Das regelmiflige 9-Eck ist nach Vorlesung nicht konstruierbar, das regelméflige
3-Eck ist es jedoch. Also hat man mit n = m = 3 einen Widerspruch zu (b),
sofern n und m nicht teilerfremd sind.

Aufgabe 2: (1+1+1+1=4 P)
(a) Bestimme das Minimalpolynom von a := (5 + (5" iiber Q.
(b) Bestimme das Minimalpolynom von (s iiber dem Kérper K := Q[a].

(c) Zeige: B
Ql¢s] = Qli, V2]

(d) Schlieie aus (a)-(c): die Kreisteilungspolynome ¢s und ¢s sind irreduzibel
iiber Q.

Lésung:
(a) Es gilt
0= &(G) = GHEFE+GHL = GHHGHEHE+TL = a+ G+ +1.
Daher wird
o = (G+G") = G+2+G7 = —a+1.

Damit ist « Nullstelle des Polynoms g := X2 4+ X — 1. Dieses Polynom ist
normiert, und seine Reduktion modulo 2 lautet X2+ X + 1 und ist irreduzibel
in I, [X], da sie vom Grade 2 oder 3 ist und keine Nullstellen in I, hat. Daher
ist g auch irreduzibel in Z[X] und Q[X]. Also gilt

minpolg(e) = g = X’ +X —1.



(b) Wegen
G-al+1=0

ist ¢5 Nullstelle des Polynoms X? — aX +1 € K[X]. Wegen K5 := Q[(5] =
K[(5] ist
[K5: K] = degminpolg(¢) < 2.

Andererseits ist K C R wegen a € R, wihrenddessen (5 € C\ R ist. Also gilt
K5 # K und daher [K5 : K] = 2. (Das war auch schon auf Blatt 10 gezeigt
worden). Daraus folgt

minpolg (¢s) = X2 —aX +1.
(c) Es gilt
i=Go= G, V2= 2c08(n/4) = (G+G)

Daraus folgt _
Qés] 2 Qi V.-

Andererseits ist

(s = cos(n/4) +isin(n/4) = (1+4),

b
V2
und daraus folgt B

(d) Nach (a) und (b) ist mit dem Gradsatz

[Q¢]:Q = [Ks:K]-[K:Q =2-2 =4.

Ferner ist ®; ein normiertes Polynom vom Grade ¢(5) = 4, welches (5 als
Nullstelle hat. Daher mufl minpolg({s) = ®5 gelten. Insbesondere ist ®5 irre-
duzibel.

Wir wollen noch die Dimension [Kg : Q] bestimmen, ohne die Irreduzibilitéit
von ®g zu verwenden. Es gilt

[Qli, V2] : Qlv2]]
[Qv2]: Q = 2.

I
)

X241 = minpolgy 5 (i) =
X?-2 = minpoly(v2) =
Daraus folgt nach dem Gradsatz

[Ks:Q = [Qli,V2]:Q = 2-2 = 4.

Ferner ist ®g ein normiertes Polynom vom Grade ®(8) = 4, welches (5 als
Nullstelle hat. Daher mufl minpolg({s) = ®s gelten. Insbesondere ist ®g irre-
duzibel.

Aufgabe 3: (1+1+1+2=5 P) Sei
f=X%+2X +2€FR[X],

K /F;3 ein Zerfillungskorper von f und a € K eine Nullstelle, f(a) = 0. Zeigen Sie:

(a) Das Polynom f ist irreduzibel tiber F3. Daher ist K ein (der) Kérper mit 27
Elementen.



(b) Es gilt a'® = 1. (Hinweis: benutze 13 = 8 +4 + 1.)

(¢) In K[X] hat man folgende Zerlegungen:

_ X113 _1 )
$13 = X _1 =H(X—a')

und
f=X-ao)(X —a?’)(X —ag).

(Hinweis: die Abbildung 8 +— A2 ist ein Automorphismus der Erweiterung
K/F;.)

(d) Bestimme einen von f verschiedenen irreduziblen Faktor g € F3[X] von ¢13
(es reicht nicht, die Zerlegung von g in K[X] anzugeben!).

Lésung:

Lemma Es sei f € F,[X] irreduzibel vom Grade n, und es sei g := p™. Dann ist
der Zerfillungskorper von f dber I, gleich I, .

Beweis: Es sei L der Zerfillungskorper von f iiber F,. Es sei a eine Nullstelle von
fin L. Dann gilt [F,[a] : Fp] = deg f = n, und folglich ist F,[a] ein Korper mit ¢
Elementen, d.h. es gilt F,[a] = F;. Nun ist F; Zerfillungskorper von X7 — X iiber
F,, d.h. o ist Nullstelle von X7 — X. Folglich ist f ein Teiler von X? — X in F,[X],
und da X7 — X in F,[X] zerfillt, gilt dies auch fiir f. Dann ist aber L =TF,. O

(a) Das Polynom f hat keine Nullstelle im F5 und ist vom Grade 2 oder 3. Daher
ist es irreduzibel in F3[X]. Nach obigem Lemma mit p := 3 und n := 3 folgt

K = Fyr.
(b) Es gilt
0= fla) = a®+2a+2,
d.h.
o? = a+1
at = ala+1) = a’+a
a® = (a?+a)? = at+2a® +a?
= +a+2a+2+a° = 202 +2.
Es folgt
a? = afata = (2% +2)(a® +a)a = (2a* + 20® + 2a? + 20)a

= (@+2)a=0ac*+2a = 1.

(c) Die Abbildung
c: KK, B f3

ist ein Homomorphismus, welcher auf F3 die Identitét ist. Da K ein endlicher
Korper ist, ist o ein Automorphismus. Also bildet o Nullstellen von f auf
Nullstellen von f ab. Folglich sind mit « auch

o) = o®, o(o(a)) = a



Nullstellen von f. Wegen a'® = 1 hat a die Ordnung 13 in der multiplikativen
Gruppe K *. Deshalb sind die Elemente

2 12
1, a0 ..., «

paarweise verschieden. Somit sind «, @® und o drei verschiedene Nullstellen
des normierten Polynoms f, und es ist deg f = 3. Daraus folgt

f=E-aX-a*)(X-a).
Wegen a!? = 1 hat das Polynom

— X8 _1
b3 =
13 X_1

2

die paarweise verschiedenen Nullstellen o, a?,...,a'?, ist normiert und vom

Grade 12. Daraus folgt
B3 = (X—a)(X —a?)-...- (X —a'?).
Es sei
g = (X —a))(X —ab) (X —al®).

Dann ist g offenbar ein Teiler von ®;3, und g ist nicht zu f assoziiert. Um die
Koeflizienten von g zu bestimmen, betrachten wir

9(X?) = (X?-a®)(X?-af)(X? —a'®)
= X-—a)X+a)(X —-a®) (X +a3)(X —a)(X +a°)
= f-(=f(=X))

= (X?+2X+2)-(X3+2X -2)
= (X34+2X)2-2?
= X0+X*4+X%2-1.
Daraus folgt
g=X+X’+X-1 € RK[X].

Da g vom Grade 2 oder 3 und ohne Nullstelle in F3 ist, ist g irreduzibel in
I3 [X].



