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Algebra 1

7. Ubungsblatt

Aufgabe 1: (1+1/2+1/24+1+1=4P) Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle a,b,c € R gilt:

(i) a-

(ii) a-

(iii) -

(b) Der Polynomring R[X] ist nullteilerfrei genau dann, wenn R nullteilerfrei ist.

b—c)=a-b—a-c,
(=b)=(-a)-b=—-a-b,
0=0.

(c) Sei R ein Integritétsbereich. Dann gilt
(R[X])™ = R™,

d.h. die Einheiten von R[X] sind genau die konstanten Polynome, welche als
Elemente von R Einheiten sind.

(d) Mit I, I> < R sind auch die Teilmengen
Ilﬂlg, 11+I2:={a+b|a611,b612}

und

n
I - I :Z{Zaibz’ | aj€I1,bi612}

i=1
Ideale von R.

(e) Sei I <R ein Ideal. Wenn R/I ein Integrititsring ist, dann ist I ein Primideal.
Und wenn R/I ein Korper ist, so ist I ein maximales Ideal.

Lésung:
(a) (i) Es wird unter Verwendung von (ii)
a-(b—c) = a-(b+(—¢)) = a-b+a-(—c) = a-b+(—a-c) = a-b—a-c.
(ii) Es wird unter Verwendung von (iii)
a-(=b) = a-(-b)+a-b—ab = a(-b+b)—ab = a-0—a-b = 0—a-b = —a'b.
Eine analoge Rechnung zeigt (—a)-b= —a - b.
(iii) Es wird
a-0=a¢-0+a-0—a-0 =a-(04+0)—a-0 =a-0-a-0=20.

Bemerkung: Wir haben nicht verwendet, dafl R kommutativ ist.



(b) Wegen R C R[X]folgt aus der Nullteilerfreiheit von R[X] die Nullteilerfreiheit
von R. Es sei nun umgekehrt R nullteilerfrei. Es seien f,g € R[X] mit f #0
und g # 0. Es seien etwa

n m
f= Za,,X", g = Zqu“
v=0 pn=0

mit a, # 0 und b, # 0. Dann ergibt sich

n+m min{n,A}

fr9=73 S wbi | XN = apbp X

A=0 \v=max{0,A-m}
Da R nullteierfrei ist, ist apby, 7# 0. Daher ist f - g # 0.

Bemerkung: Wir haben sogar beweisen, dafl

deg(f -g) = deg f +degg,
falls R nullteilerfrei ist. Dabei ist deg0 := —oo definiert.

(c) Die Inklusion R* C (R[X])* ist klar, da jede Einheit von R ein Inverses in R
besitzt, das dann auch Inverses in R[X] ist. Es sei also umgekehrt f € R[X]*
gegeben. Nach obiger Bemerkung gilt

0 = degl = deg(f-f') = degf+deg(f ') > deg(f ") > 0.
Daraus folgt deg f = deg(f~!) = 0, dh. f € Rund f~! € R. Deshalb ist
f € R*.
(d) Die drei angebenen Mengen enthalten alle die 0.

e Esseien a,b € I NI, und r € R. Dann gilt a,b € I); und a,b € I,. Da I
und I Ideale von R sind, folgt darausa—b € I, ra € I1, a—b € I und
ra € I. Daraus folgt a —b € I; N I, und ra € I; N I,. Daher ist I N I,
ein Ideal von R.

e Es seien x1,29 € I1 + I, und r € R. Dann gibt es a;,a2 € I; und
bi,by € I so, daBB 1 = a1 + by und zo = ay + be. Da I; und I, Ideal
von R sind, folgt daraus, dafl a; — as € I, by — by € Iz, ra; € I} und
rby € I5. Daraus folgt

1 — Ty = (al—a2)+(b1—b2) € L+,
rTy = (ray)+ (rb) e L1 +1,.

Also ist auch I; + I ein Ideal von R.

e Esseien z,y € I; - I, und r € R. Es seien etwa

n m
T = Zaibi; y = Zcz’di
i—1 i1

fiir gewissen n,m € N, a;,¢; € I und b;,d; € I,. Dann folgt

m m
rx—y = Za,b, + Z(—Cz)dz € 6L I,
i=1 i=1

m

rT = Z(mi)bi e L-I,.

i=1

Also ist auch I; - I ein Ideal von R.



e e K sel ein Integritatsring. Insbesondere gilt . Bis seien a,b €
Es sei R/I ein 1 i i Insb d ilt I # R. Es sei beR
gegeben mit ab € I. Zu zeigen: a € I oder b€ I. In R/I gilt

a-b=ab=0.
Da R/I nullteilerfrei ist und 0 das Nullelement von R/I folgt daraus

@ = 0 oder b = 0. Dies impliziert aber a € I oder b € I. Wegen der
Beliebigkeit von a und B folgt, dafl I ein Primideal ist.

e Es sei R/I ein Korper. Insbesondere gilt I # R. Es sei J D I ein Ideal
von R mit J # I. Zu zeigen: J = R. Nach der Wahl von J gibt es ein
a € J\I. Dannista# 0in R/I. Da R/I ein Kérper ist, besitzt a ein
Inverses, d.h. es gibt ein b € R/I so, da8 @-b = 1. Daraus folgt aber
ab =1, d.h. ab—1 € I. Demanch gilt auch ab—1 € J und a € J. Da
J ein Ideal ist, folgt 1 = ab — (ab— 1) € J. Aber aus 1 € J folgt sofort
J = R. Daher ist I maximales Ideal von R.

Aufgabe 2: (1+1+1+1=4 P) Es sei ¢ : Z[X] — R der Einsetzungshomomorphis-
mus mit ¢(X) = /3 und

ZIV3] = {z+yV3 | 2,y €L}
das Bild von ¢. Sei I := Kern(y) <1 Z[X] der Kern von ¢.
(a) Zeigen Sie, dass I das von dem Polynom X2 — 3 erzeugte Hauptideal ist,
I=(X?-3).
(Hinweis: benutzen Sie Polynomdivision mit Rest.)
(b) Zeigen Sie, dass I ein Primideal, aber kein maximales Ideal ist.
(c) Sei J:=1+ (11) <1 Z[X]. Konstruieren Sie einen Isomorphismus
Z[X]))J <5 By =27 11.

Schliessen Sie, dass J ein maximales Ideal ist. (Hinweis: finden Sie ein a € Z
mit a®> =3 (mod 11).)

(d) Finden Sie ein Ideal N <1 Z[v/3] fiir das Z[V3]/N = Fy;. Ist N Prim- bzw.
maximales Ideal?

Lésung:
(a) Es gilt (X2 —3) = 0, d.h. es folgt X2 — 3 € I. Daher ist die Inklusion
I D (X?2-3)
gezeigt. Es sei nun umgekehrt f € I gegeben. Nach der Polynomdivision gilt
f =9 (X*<3)+h

mit Polynomen g,h € Z[X], wobei degh < 2. Also ist degh < 1, d.h. wir
konnen schreiben
h=cX+d

mit gewissen ¢, d € Z. Es folgt
0= 0(f) = ¢(g)-0+p(h) = cV3+d.

Wiire ¢ # 0, so folgte daraus v/3 € Q, ein Widerspruch. Also ist ¢ = 0 und
folglich auch d = 0. Es gilt daher

f=g-(X*-3) € (X>-3).
Wegen der Beliebigkeit von f folgt I = (X? — 3).



(b)

Es gilt I # Z[X], da z.B X ¢ I gilt. Und fiir f,g € Z[X] mit f-g € I folgt

0=0(f9) = ¢(f)¢(9), also p(f) = 0 oder ¢(g) = 0, also f € I oder g € I.
Mithin ist I ein Primideal.

Alternativlosung: Nach dem Homomorphiesatz induziert ¢ einen Isomorphis-
mus

ZIX]|)I = Z[V3].

Nun ist Z[v/3] C C, also ist Z[+/3] ein Integrititsring. Auch daraus folgt, da
I ein Primideal ist.

Andererseits besitzt 2 € Z[v/3] kein Inverses, denn 1 # Z[v/3]. Also ist Z[v/3]
kein Koérper. Mithin ist I kein maximales Ideal.

Wie bereits in der Vorlesung erwihnt, stimmt die Aufgabe nicht. Wir wollen
statt dessen ein maximales Ideal J finden mit J D I. Es sei z.B.

J = (X —5,11)
das von X — 5 und 11 erzeugte Ideal. Wegen
X?2-3 = (X=-5)(X+5)+11-2
ist X2 — 3 € J und damit I C .J. Betrachte nun den Homomorphismus
rZ[X] % 7 5 z/1Z.

Dabei sei ¢ definiert durch ¢(f) := f(5), und & sei der kanonische Epimor-
phismus. Offenbar sind % und & und damit auch 7 surjektiv. Ferner gilt

p~'(11Z) = (X —5,11) = J,
wie man durch Polynomdivision durch X — 5 sieht. Also ist
Kern 7 = (ko¢)™1(0) = ¢~ H(r7%0) = v~ 1(11Z) = J.
Nach dem Homomorphiesatz induziert 7 einen Isomorphismus
Z[X]|/J &2 Z)11Z = Fy; .

Da Fy; ein Korper ist, ist J ein maximales Ideal.

Wir wollen zeigen, dafl es ein kommutatives Diagramm von Ringhomomor-
phismen gibt der Form

Z[X] —> Fu

i 7
a
¥ Ve
Ve
Z[V3]

Um die Kommutativitiit zu erhalten, ist a(v/3) = 7(X) = 5 notwendig. Also
definieren wir
a:Z[\/g]—)Fn R a—}—b\/gr—)a—}—bs

Diese Abbildung ist aufgrund der Eindeutigkeit von a,b wohldefiniert. Es gilt
also



fir alle f € Z[X]. Daraus folgt die Kommutativitét des Diagramms. Wegen
der Surjektivitédt von ¢ folgt daraus auch, dal a ein Homomorphismus ist. Es
folgt

Kerna = p(p~' (@7(0)) = ¢(r~'(0) = ¢(J) = (V3—5,11) := N.
Nach dem Homomorphiesatz folgt
Z[V3])/N = F; .

Da Fy; ein Kérper ist, ist N ein maximales Ideal (und somit auch ein Prim-
ideal).

Aufgabe 3: (1+1+2=4 P) Sei R := Z[i] C C der Ring der ganzen Gauf}’schen
Zahlen. Sei Q(R) der Quotientenkdrper von R.

(a)

()

Nach Satz 1.4 der Vorlesung setzt sich die natiirliche Inklusion R — C zu
einer Inklusion Q(R) — C fort. Zeigen Sie: das Bild von Q(R) in C ist

Qi] ={z+y-i|zyecQ}

(Insbesondere ist Q[i] ein Korper, den man mit dem Quotientenkdrper Q(R)
identifizieren kann.)

Finden Sie eine ganze Zahl a mit a> = —1 (mod 41) und schreiben Sie das
Ideal

I:=(41,a — i) < Z[i]
als Hauptideal. Finden Sie z,y € Z mit z2 + y? = 41. Ist (41) ein Primideal?
Ist I ein maximales Ideal?

Zeigen Sie, dass das Ideal (3) < Z[i] ein maximales Ideal (und damit auch
ein Primideal) ist. (Hinweis: der euklidische Algorithmus zeigt, dass ein Ideal
J < Z[i) mit (3) C J, (3) # J, ein Element a = = + y - ¢ enthilt mit |a| = 1.)

Lésung:

(a)

o Essei Q] :={z+y-i| z,y € Q}. Wir zeigen, daf} gilt
Qli] = {ab ! a,b € Z[i], b#0} C C.

Es sei zuerst z € Q[i], d-h. es gilt z = 7L + }% -4 fiir gewisse x1,T2,y1,Y2 €
Z. Dann folgt

z = (z1y2 + T2y1 - 0)(22y2) ™" = ab™!
mit @ := z1Ys + T2y1 -t € Z[z] und b := T2y € Z[Z] \ {0}

Es seien nun umgekehrt a =z +y-iund b =c+d-i mit x,y,¢,d € Z,
b # 0. Dann folgt
x4y i (x+y-i)(c—d-i) xc+yd yc—zd

-1 _ — — . il
= T A +d? 2+ 2+ € Qi

e Nach Vorlesung gibt es einen Homomorphismus % : Q(R) — C, der die
Inklusion R — C fortsetzt. Ferner gilt nach Vorlesung
Q(R){%] a,be R, b# 0}. Also folgt fiir alle a,b € R mit b# 0

ay a (b\7" B a b\\ ! —
v(3) = v I'(i) —¢(1>'(¢(i)) =
und das Bild von Q(R) in C ist gleich der Menge

{¢(%)‘ a,b€eR, b;éo} = {ab ' a,be R, b#£0} = Qi .



(b) Esist a:=9. Division mit Rest im Euklidischen Ring Z[i] ergibt

41 = 4-9-i)+5+4-i, b+4-i* <|9—i]?
9—i = (1—-4)-(5+4-9).

Dies zeigt, dafl 5+ 4 - ¢ ein ggT von 41 und 9 — i ist, d.h. es gilt
I =(41,9-4) = (5+4).

Formal gilt dies, da 41 und 9 — ¢ Vielfache von 5 + 4i sind, und da 5 + 4¢
Linearkombination von 41 und 9—i ist. Die Zahl 41 € Z[] ist nicht irreduzibel
wegen 41 = (5+4-i)(5 —4-4). Also ist (41) auch kein Primideal.

Wir zeigen nun, dafy 544 -4 irreduzibel ist. Zunéchst ist 5+ 4 -4 keine Einheit.
Es seien nun a, b € Z[i] derart, da§ 5 + 4 - i = ab. Dann folgt

A1 = [5+4-i* = [ab]* = |a]’b]*,

und |a|? und |b|? sind natiirliche Zahlen. Da 41 eine Primzahl ist, folgt daraus
la| =1 oder |b| =1, also a € Z[i]* oder b € Z[i]*. (Denn die Einheiten +1
und =3 sind die einzigen Zahlen in Z[{] mit Norm 1). Daraus folgt, dal 5+4-4
irreduzibel in Z[i] ist. Also ist I = (5 + 4 -4) ein maximales Ideal, da Z[{] ein
Hauptidealring ist.

(c) Nach Vorlesung geniigt es zu zeigen, daf} 3 irreduzibel in Z[i] ist. Wir nehmen
also an, es seien a, b € Z[i] mit

3 =ab.

Dann folgt
9 = |3 = |a*[o*.

Dabei sind |a|? und |b|? ganze Zahlen. Nun ist |a|?> = 3 in Z[i] unmdglich, da
die Summe zweier Quadratzahlen in Z niemals 3 ergibt. Also folgt |a? = 1
oder |b|> = 1, also a € {£1,+i} = (Z[i])* oder b € {£1,+i} = (Z[i])*. Also
ist 3 irreduzibel in Z[].

Abgabe: am Donnerstag, den 15.12. (in der Vorlesung, oder bei Herrn Martin).



