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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, missen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen werden. Der
Lésungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Gegeben sei ein Polynom n-ten Grades
P(z)=z2"+a, 12" '+ +az+a, a€C.

Zeigen Sie bitte, dass es ein z € C mit |z| = 1 und |P(z)| > 1 gibt. (Hinweis: Nehmen Sie das Gegenteil
an und betrachten Sie eine geeignete Homotopie.)

2. (a) Die Abbildung v : R?> — R sei zweimal stetig differenzierbar und habe in 0 € R? ein strenges lokales
Maximum bzw. Minimum bzw. Sattel, d.h. Vu(0) = 0 und V2u(0) ist negativ definit bzw. positiv
definit bzw. indefinit. Betrachten Sie das Gradientenfeld f(x, y) = (ux(x, y), uy(x, ¥)) und zeigen
Sie bitte

ind(f,0) =1, bzw. 1, bzw. — 1.

(b) Sei u: R? — R zweimal stetig differenzierbar und fiir ein geeignetes R > 0 gelte:
X*+y*>R? =u(x,y)=ax+by, mit abeR, a’+b>>0.

Ferner habe u einen nichtdegenerierten kritischen Punkt wir in Teilaufgabe a). Zeigen Sie bitte:
Dann hat u mindestens einen weiteren kritischen Punkt.

3. Sei Q C R” beschrédnkt und offen mit xy € Q. Sei f : 2 — R” eine stetig differenzierbare Funktion mit
Jr(xo) # 0. Zeigen Sie bitte
ind(f, x0) = deg(f, Be(x0))

fiir alle hinreichend kleinen € > 0.

4. Sei Q C R” beschrinkt und offen mit 0 € Q. Sei f : Q — R” eine stetige Funktion mit der Eigenschaft:
x € 00 = f(x) - x > 0. Zeigen Sie bitte, dass f in Q eine Nullstelle hat.

5. Sei f : a1, bi] X --- X [a,, ba] = R” eine stetige Funktion mit der Eigenschaft: Fiir alle i =1, ..., n und
alle x; € [a;, bj] mit j # i gelte
filxe, ..., Xi 1,8 Xit1, ey Xp) >0
und
fi(xa, ..., Xi—1. bi, Xig1. . .., X,) <0

Zeigen Sie bitte, dass f eine Nullstelle besitzt.



