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Vorwort

Der erste Teil des vorliegenden Bandes enthilt Ubungsaufgaben zur Analysis 1.
Die Gliederung entspricht dem Lehrbuch. Im zweiten Teil finden sich Lésungen
zu einigen wenigen ausgesuchten Aufgaben sowie Losungshinweise zu einigen
weiteren. Das Lsen von Ubungsaufgaben ist ein wesentlicher Bestandteil des
Grundstudiums, der Leser sollte deshalb méglichst viele Aufgaben selbsténdig
l6sen. Dabei wiinsche ich viel Spaf. Aulerdem bitte ich, mir durch Zusendung
von Verbesserungsvorschligen, Korrekturen und von ganz besonders schonen
Losungen bei der Verbesserung des Bandes zu helfen.

Ulm, Juni 2002 Friedmar Schulz
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Teil 1

Aufgaben



Kapitel 0

Mengen, Relationen und Abbildungen

0.1 Sei A eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen N . Man formuliere die Ne-

gation zu folgenden Aussagen:

(i) Jedes Element a € A ist eine gerade Zahl.
(ii) Jedes Element a € A ist durch 4 oder durch 5 teilbar.
(iii) Jedes Element a € A ist durch 4 und durch 5 teilbar.
)

(iv) Es gibt ein Element a € A, das durch 5 teilbar ist.

0.2 Die Aussage ,,Jede natiirliche Zahl n von der Form n=4-k, k € N, ist

gerade“ schreibe man folgendermafien

(i) Falls n ..., dannist n ...

(ii) Hochstens dann, wenn n ..., dann ist n ... .
(iii) n ... ist notwendig dafiir, daBl n ... .
(iv) m ... ist hinreichend dafiir, da n ....

0.3 X,Y seien Mengen. Man beweise:
(1) XUY =Y & XCY.

(i) XNY =Y & YCX.

0.4 Fir Mengen X,Y,Z beweise man die Distributivgesetze und deMorgan-

schen Regeln:
(1) XUu(Ynz) = Xuy)n(xuz).

(ii) XNYuZzZ)=(XnY)u(Xn2Z).
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6 0. Mengen, Relationen und Abbildungen

(i) Z\(XUY) = (Z\X)N(Z\Y).
(iv) Z\(XNY) = (Z\X)U(Z\Y).
0.5 Fiir Mengen X,Y,Z beweise man die Formeln

(i) X\ (X\Y) = XnY.

(ii) (XUY)\Z = (X\2)U(Y\2).

0.6 Fiir jedes n € N bezeichne X, eine Menge. Gilt dann fiir die Mengen

“A(0x) =0 (Ax)

eine Beziehung der Form X CY , Y C X oder X =Y 7 Dabei ist
o0

UX’C = {z |z € Xy firein k> n}={z| es gibt ein kK > n mit x € X},
k=n
o0

ﬂXk = {z |z € Xy fir alle k > n} = {z | firalle k >n gilt z € Xx} .

0.7 Es seien X,,Y, fiir n,m € N Mengen. Man zeige:

o (00 (0m) = A (G

(ii) (UX) (ﬂY): G(Xn\Ym).

m=1 m,n=1
0.8 Es seien Xy, fiir n,m € N Mengen. Man zeige:

() ﬁ(fj Xnm)z U (f_ﬁxm>

my,m2,ms,...

(ii) fj (ﬁ Xnm) = N (O Xnmn> :

mi1,mg,m3,... \n=1

(i) Fir Mengen X,Y,Z beweise man:

(XNY)xZ =(XxZ)N(Y x Z).



Kapitel 1

Grundlagen der Analysis

1.1 Man beweise durch vollstdndige Induktion fiir alle n € N:

(0 124924 Z B2 n(n + 1)6(2n +1)

(i) 13 +2% + ... Zk3 ( "“) (Zk)

1 1 o
(i) T2 237 n+1 Zkk+1 T4l
2n n
(_1)27L—|—1 (_1)k+1 1 1 1
(iv) ety k ntk ntl o ton
k=1 k=
n
(v) E-kl = (n+1)!-1
k=0
(vi) n<2" < (n+1)!
1.2
(i) Fir welche n € N gilt
n? < 2m?

Man beweise die Behauptung durch vollstindige Induktion.

(ii) Man zeige: Fiir alle p € N gibt esein N € N, so da§ n? < 2" fiir alle
neN, n>N.
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12 1. Grundlagen der Analysis

n
1.3 Man stelle Y k* durch einen rationalen Ausdruck in n dar.
k=1

1.4 Man suche den Fehler bei folgender Schlufiweise: Behauptung: Je endlich
viele Zahlen ai,a2,...,a, sind einander gleich. Beweis durch vollstindige In-
duktion: Induktionsanfang: n = 1. Es gilt a; = a1 , da jede Zahl sich selbst
gleich ist. Nun sei die Behauptung fiir je n Zahlen richtig. Dann zeigen wir,
daB sie auch fiir n + 1 Zahlen richtig ist. Nach Induktionvoraussetzung gilt
ndmlich ay = ao = ... = a, und a9y = ... = a, = a1 . Daraus folgt
a1 =02 =...=Gp41 , W.2.b.W.

1.5 Sei f:{1,...,n} = {1,...,m} eine bijektive Abbildung. Man zeige, daf}
dann n =m folgt.

1.6 Seien X und Y endliche Mengen. Man zeige, da} dann

(i) X[+ Y| = [ XUY[-[XNY][,
(ii) IXAY| = | X|+|Y|-2XNnY]| ,
dabei ist

XAY = (XUY)\(XNY)

die symmetrische Differenz von X und Y .

1.7 Sei M eine Menge mit n Elementen.
(i) Man bestimme den Anzahl der Teilmengen von M .

(ii) Man zeige, dal die Anzahl der bijektiven Abbildungen f : M — M
gleich n!:=1-2-...-n ist.

(iii) Fir 0 < k < n ist die Anzahl der verschiedenen £ -elementigen Teil-

mengen von M gleich
ny _ n!
k) (n—k)Kk’

(iv) Man zeige und interpretiere die Formel

dabei setzen wir 0! :=1.



Kapitel 2

Das System der reellen Zahlen

2.1 Man zeige, dafl +/10 und +/15 irrational sind.

2.2 Sind a,b,c rationale Zahlen, die der Gleichung
avV2+bvV3+cvs = 0

geniigen, so gilt a=b=c=0.

2.3 Sei a eine irrationale Zahl. Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n € N
eine ganze Zahl m € N, so daf} die Ungleichung

‘ m 1

a— — il

) 2n

besteht. Fiir welche reellen Zahlen a gilt diese Behauptung?

2.4 Fiir die reelle Zahl a € R und die natiirliche Zahl N € N bestehe die
Ungleichung 0 < a < % . Dann gibt es eine natiirliche Zahl n € N, n > N |
so dafl

1 < 1
a— — il
n n?2
gilt.
2.5 Es seien ai,ag,...,a, (n > 2) reelle Zahlen aus dem Intervall [a,d],
a<b.

(i) Man zeige: Es gibt zwei ganze Zahlen £,/ € {1,2,...,n} mit k # £ und

b—a

- < = .
lak —ag| < An) = —

(ii) Man zeige, da8 die Aussage von Teil (i) falsch wird, wenn A(n) durch
eine positive Zahl X' (n) < A(n) ersetzt wird.
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24 2. Das System der reellen Zahlen

2.6 Es sei a irrational, a > 0. Man zeige, dafl es zu jedem N € N eine
rationale Zahl ™ mit 1 <n < N gibt, so daf

o= % <
a— — _.
n n(N + 1)

2.7 Es seien ai,....a, reelle Zahlen und [a,b], a < b, ein vorgegebenes
Intervall. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

b—a
—ay| >

— fir k=1,...,n.
o ir R 1)

2.8 Sei a irrational. Dann gibt es eine Folge von rationalen Zahlen <§_:)k N
€

mit g — +oo fir kK — oo und

‘ Pk
a—_

1
< = fir alle ke N.
9k

P

2.9 Sei a € R, a > 0. Man untersuche, ob die Folge (3/a),.y monoton ist.
Dann vergleiche man lim {/a und lim %/a . So zeige man: lim {/a =1.
n—00 n—00 n—00

2.10 Sei (an)nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit a, — a > 0 fiir
n — 0o . Man zeige, dal dann

Ya, —>1 fir n— 0.

2.11 Es seien (ap)nen, (bp)nen zwei Folgen nicht-negativer reeller Zahlen.

Sei B
A, = an';'n’ G, = vapb, fir n€eN.

Man zeige: Ist (An)nen eine Nullfolge, so auch (Gp)nen - Gilt auch die Um-
kehrung?

2.12 Man zeige durch vollstindige Induktion nach m: Ist n =2", m e N,
und sind ay,...,a, > 0, so gilt die Ungleichung




Kapitel 3

Unendliche Reihen

3.1 Man berechne den Wert der folgenden Reihen:

o0

. 1
@ Z4k2—1 '

k=1

1
E+1)(k+2)

NE

[

—
—
=
—
~—
Mgﬁ

1
243k - 2)(3k+1)
> 1
(iv) kz::l Kk + 1)k +2)
00 1 k
(V) Z ( 2k)
k=0

(vi) i k+1( )k .

k=1
3.2 Fiir alle a € R\ {0,—1,—-2,...} zeige man:
o 1 1

R 2 G R@rRTD a

( k=0

(i) 3 ! -1

—(atk)atk+1)(at+k+2) ~ 2a(a+1)
= 1

= fiir all .
(iii) kz_()n+k+1 p—-" ir alle n €N
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32 3. Unendliche Reihen

3.3 Sei (an)nen eine Cauchy-Folge. Dann gibt es eine Teilfolge (an, )reny mit

1
|ank - ank+1 < W
o0
fir alle £k € N. Sei by := ap, . Dann konvergiert die Reihe ) (bg41 — b) ,
k=1
und es gilt
o0
lim an = b+ ) (besr — by)
k=1
3.4

(i) Eine Zahlenfolge (an)nen ist konvergent, wenn (n?(an1 — an))n cy €ine
Nullfolge ist.

(ii) Man konstruiere eine divergente, beschrinkte Zahlenfolge (ay)nen , fiir
die (¥/n(ant1 — an)),ey eine Nullfolge ist.

3.5 Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

(i) S (VE+T-VE) .
k=1
i) i VE+1—VE
—~  VE+1
o0
E+1
(iii) >
£~ 2k +1
o0
2k2 — 1
(iv) > e 3% +4
k=1
3.6 Fiir alle n € N sei
2n—1 1
anp = Z % .
k=n

(i) Man zeige: Dann ist ap41 < @, und % <ap<1 firalle n>2.

(ii) Hieraus folgere man, daf§
S
y = .
k=1

N
(iii) Man gebe ein N € N an, so daf} kEI% > 103 ist.



Kapitel 4

Stetige Funktionen einer Variablen

4.1 Man zeige, dafl die Funktion f: R — (—-1,1), f(z) = lflml bijektiv ist,
und bestimme ihre Umkehrabbildung.

4.2 Sei f:R — R eine fiir alle £ € R definierte monotone Funktion, welche
der Cauchyschen Funktionalgleichung

flx+2') = f(z)+ f(z') firalle z,2' €R
geniigt. Man zeige, daf} es eine Zahl ¢ € R gibt, so da8

f(x) = cx firalle z €R.

4.3 Man bestimme alle Funktionen f:R — R mit f(z) >0 fir >0 und
flz+2") = f(z)+ f(z') firalle z,2' €R.

4.4 Fir z > 0 sei

flz) =V —=z.

Man bestimme ein zT > 0, so dafl

f(z) < f(z7) firalle z>0.

4.5 Man beweise, dafl das Polynom
P(z) := 2" +az+b

fiir gerades n hochstens zwei und fiir ungerades n hdéchstens drei verschiedene
(reelle) Nullstellen besitzt.
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42 4. Stetige Funktionen einer Variablen

4.6 Man berechne die Partialbruchzerlegungen von

() o+
i }
zt — 2?2 -2 +2
.. 1
(if) 4 — 222 +1
1

20—zt 4223 - 222+ —1

4.7 Sei f:R — R eine reelle Funktion. Dann heifit die Menge
Q= Q(f) := {we€R|w ist Periode von f}
der Periodenmodul von f . Man zeige:
(i) ww €N = wt+w €N,
w€eEN, kEZ = kwe.

(ii) Ist O ein Haufungspunkt von 2, so ist jede reelle Zahl Haufungspunkt
von 2.

ii) Sei 0 ein Haufungspunkt von Q, und sei stetlg Dann ist f eine
gsp
Konstante.

(iv) Sei 2 #(, und sei 0 kein Hiufungspunkt von 2. Dann ist
wo = inflw € Q|w>0} e,
und es gilt
Q= {kwo‘kEZ}.

4.8
(i) Man zeige: Fiir a,b € R gilt

1
max{a,b} = §(a+b+|a—b|).

(ii) Man zeige: Die Funktion f:R — R, f(z) = |z| ist stetig.

(iii) Seien fi,...,fn : R = R stetige Funktionen. Man zeige: Die Funktion

ma‘x{fla'-'afn} R—=>R ) ma‘x{fla'-' 7fn}($) = max{fl(x),...,fn(m)}
ist stetig.

(iv) Ist die Funktion (sup fk> (z) = sup{fr(z) | k € N} stetig, wenn f :
keN
R — R fiir k¥ € N stetige Funktionen sind?



Kapitel 5

Differentialrechnung einer Variablen

5.1 Unter Benutzung der Reihendarstellungen der Exponentialfunktion, von
Cosinus und Sinus zeige man:

~1
(i) lim PP T2
z—0 x
1
(i) lim 22—~ = 0.
z—0 T
ing — 1
(iif) m 2T g
z—0 T

(iv) Unter Benutzung von (i), (ii), (iii) bestimme man die Ableitungen der
Funktionen expz, cosz, sinz firalle a € R.

5.2 Sei f(z):= 2?4 7z + 2. Man berechne f'(a) fiir alle @ € R nur unter
Benutzung der Definition der Ableitung.

5.3 Sei f(z) =1 fir r€R.

(i) Man bestimme die Gleichung der Tangente im Punkt (a, f(a)) fiir belie-
biges a € R.

(ii) Auf dem Graphen von f finde man den Punkt (a,f(a)), in dem die
Tangente parallel zu der Sekante ist, die die Punkte (—1,—1) und (2,8)

verbindet.
5.4 Es sei
max [t2 —t—2| firz >0
fla) = { Ot
' max [t2 —t—2| fiir z <O0.
2<t<0

Man zeichne den Verlauf von f und berechne die Ableitung von f , sofern
diese existiert.
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52 5. Differentialrechnung einer Variablen

5.5 Sei f(z):= 7"14';2_1 fir £ #0.Ist f in 0 differenzierbar? Man unter-
suche die Ableitung f’ ggf. auf Stetigkeit.

5.6 Sei b > 1. Man beweise die folgenden Aussagen:

(i) Die Folge (a])nen ,

L

b —1

at ="

on

wichst streng monoton.
(ii) Die Folge (a; )nen ,

N |

a, = T

on

fallt streng monoton.

(iii) Die Folgen (a;)nen und (a;)nen konvergieren in R, und es gilt die
Gleichheit der Grenzwerte:

lim ¢} = lim a, .
n—oo n—oo

(iv) Man folgere hieraus, dafi der Grenzwert

b —1
h—0 h

existiert.

5.7 Sei I =(0,1) ,undsei f:I — R stetig differenzierbar in I . Sei auflerdem
|f'(z)] < M fiir alle z € T. Man zeige, daB f dann gleichmiflig stetig in T
ist, und es existieren lin%) f(z) und lini f(z).

T—r T—r

5.8 Sei f:R — R gegeben durch

0 fir —co<z <0
flz) = fir0<z<1

\/1—3:—1 fir 1 < z < 4o00.

Man gebe an, in welchen Punkten f differenzierbar ist.



Kapitel 6

Die elementaren transzendenten Funktionen

6.1 Man lose die folgenden Anfangswertprobleme durch Potenzreihenansatz:

(i) y'+ay =0, y(0) =1, y'(0) =0.
(i) y'+y —ay? =0, y(0) =2, y(0) =1.
(iii) y'+e'y =0, y(0) =2, y'(0) =1.
6.2
(i) Man verifiziere: Die Potenzreihe
00 2k+1
= —1)k $
y(@) g( R+ Dy
geniigt der Differentialgleichung
Py | dy
2 2
Sl A —1)y = 0.
(%) z d$2+xdx+(w )y =0

(i) Man gewinne umgekehrt eine Losung y(z) der Differentialgleichung (x)
o0
durch Potenzreihenansatz y(z) = Y. axz®, d.h., man gehe mit diesem

k=0
Ansatz in die Differentialgleichung ein und gewinne durch Koeffizienten-

vergleich eine Rekursionsformel.

6.3

(i) Man bestimme die Potenzreihenentwicklungen von coshz und sinhz
um 0.

(ii) Man l6se die Differentialgleichung y” =y durch Potenzreihenansatz und
bestimme die Losungen zu den Anfangsbedingungen

y(0)=1,4(0)=0 und y0)=0, y'(0)=1.
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66 6. Die elementaren transzendenten Funktionen

6.4
(i) Man nehme an, daf die Funktion

g ..
f@) :={ew_1 fir = #0
1 firz =0

in eine Potenzreihe um 0 entwickelbar ist und leite eine Rekursionsformel
fiir ihre Koeffizienten her.

(ii) Mit Hilfe von (i) leite man eine Potenzreihenentwicklung fiir die Funktion

et +e %

f(z) :== zcothz = i Sp—

in einer Umgebung von 0 her.

6.5 Fiir die hyperbolischen Funktionen coshz und sinhz stelle man Addi-
tionstheoreme auf und untersuche, wo sich diese Funktionen umkehren lassen.
Berechne diese Umkehrfunktionen.

6.6 Fiir welche p,v € R konvergiert
[e.e]
> s
k=2 &

6.7 Fir alle z € R zeige man die Identititen
(1) cos3r = 4cos®x —3cosz
(ii) sin3z = 3sinz —4sin’z |

und beweise

(iii) oS = = sin— = é .
6 3 2
6.8 Man beweise die Formeln
(1) cosbz = 16cos®z — 20cos®z + 5cosz , zER .
2 2.2 —1)2
(ii) cos — + cos 7T—I—...+cosu:—1, neN, n>2.

n n n



Kapitel 7

Integralrechnung

7.1 Man bestimme Stammfunktionen zu

(1) rcosz .

(ii) z"e* , a€eR , neN .
(iii) e “cos(bz) .

(iv) z"logz , neENy .
(v) arctanzx .

(vi) @ , BER .

1
zlogz -log(logz)

(viii) *vVa2 12, a>0
1 1
(ix) Sz sin
() arcsin x
Vi—z2
(xi) T arcsin x
x jadhshiinnaid
V1 —z2
.. T
(i) x4+ 4
223 — 3z
(xiii) 1



70 7. Integralrechnung

1

xiv .
(xiv) cos?2z —cosz — 6

Z

sin?

(xv)

7.2 Man integriere die in Aufgabe 4.6 angegebenen rationalen Funktionen.
n

7.3 Sei P(z) = ). axz"* ein Polynom vom Grad n, undsei p € R\ {0} .

k=0

(i) Man zeige, daB es ein Polynom Q(z) = Y. byz* vom Grad n gibt mit

n
k=0

/P(x)e“w dr = Q(z)e'* firalle z € R.

(ii) Man bestimme eine Rekursionsformel zur Berechnung der by aus den
ay -

(iii) Hieraus berechne man das Integral

/(13354 + 5z — 3) e dz .



Kapitel 8

Das Riemannsche Integral

8.1 Sei I:=[0,1+a]CR, a>0.8Sei f:I— R definiert durch

(=) ::{ ar fir0<z<1

a—(r—1) firl<z<a+1.

Fiir eine geeignete Folge von Partitionen (7g)gen von I berechne man s(f)
ala+1)

und S(f) . (Elementargeometrisch: / flz)dz = 5 )

b
8.2 Man berechne das Integral / cosz dz , indem man das Intervall [a,b],

a < b,in n gleiche Teile einteilt, ({md dann zur Grenze iibergeht.

b
8.3 Sei 0 <a <b,und sei g € R. Man berechne das Integral / i dz |
a

indem man das Intervall [a,b] in geometrischer Progression in n Teile einteilt,
und dann zur Grenze iibergeht.

b
8.4 Man berechne das Integral 2P dz , indem man das Intervall [a,b], a <

b, in n gleiche Teile einteilt, und dann zur Grenze iibergeht. Man behandle
wenigstens die Falle p = 3,4 .

8.5 Sei f:[0,1] - R definiert durch f(0):=0 und

1 1 1
flx) = 2 fiir alle n+1<x§;,nEN.
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72 8. Das Riemannsche Integral

(i) Man zeige mit Hilfe von geeigneten Ober- und Untersummen, daf§ f
Riemann-integrierbar ist.

(ii) Mit Hilfe der Formel
. 1 1

at+k)a+k+1)(a+k+2) 2a(a+1)

i=o

1
1
fiir alle a € R\ {0,-1,-2,...} berechne man / flx)dz = 1
0

n
8.6 Fiir alle n € N berechne man das Integral / — dzr niherungsweise mit
1 T

n

einem Fehler <1 und zeige, daf} lim —dz = +00 .

8.7 Sei a :[0,1] - R stetig und monoton, f :[0,1] - R stetig. Fiir eine
Partition m: 0 =20 <z1 <...<zp =1 von [0,1] sei

S(mya, f) = Y My (afzy) — alzp-1))
k=1

s(moa, ) o= > my (alar) — alze—1))
k=1

dabei ist
My == sup f(z) , my = inf  f(z).

zp—1<T<T) Tp—1 ST<T)

Man zeige: Fiir alle € > 0 gibt es eine Partition « von [0,1], so da8

|S(7T7a7 (P) - 3(7‘-’ Q, Qo)l < eE.
1
Zusatzfrage: Wie mufl man das ,Riemann-Stieltjes-Integral“ / f(z)da(z)
0

1
erkliren, damit fir «(z) = z das Riemann-Integral / f(z)dz heraus-
0

kommt?

8.8 Man untersuche, ob die Funktion f:R — R,

fz) == { % fl:lr z = :'—(;,.p € Z, q € N, teilerfremd
1 fir z irrational

iiber das Intervall [0,1] Riemann-integrierbar ist.



Anhang A

Mengensysteme, Relationen und
Partitionen

Al
(i) A,B seien folgende Teilmengen der natiirlichen Zahlen N:

A:={zeN|z=1}, B:={zeN|z=1,2 oder 3}.
Man gebe simtliche Elemente der Potenzmengen P(B), P(P(A)) an.
(ii) Fir zwei Mengen X,Y beweise man:

XCY & PX)CP®Y).

A.2 Sei f eine Abbildung von X in Y , und sei (Aj)aea eine Familie von
Teilmengen von X . Dann gilt:

(i) f (U AA> = J fay .

AEA AEA

(ii) f(ﬂ AA) c () f4) .

AEA AEA

A.3 Sei f eine Abbildung von X in Y , und sei (A))aca eine Familie von
Teilmengen von X . Dann gilt:

(i) ! (U A&)

AEA

U 1Ay .

AEA

(ii) ! (ﬂ A&) = () F14) -

AEA AEA
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86 A. Mengensysteme, Relationen und Partitionen

A.4 Man priife nach, welche der folgenden Relationen R in Z reflexiv, tran-
sitiv oder symmetrisch sind (k,£ € Z) : kR{ genau dann, wenn

(1) E<¢,
(i) k — ¢ ist ein Vielfaches von 3 ,
(i) k>0 .

Man gebe gegebenenfalls die Aquivalenzklassen an.

A.5 p#1 seieine feste naturliche Zahl. Fir r € {0,1,...,p — 1} sei
A == {n€Z| esgibteing€ ZZ mit n=p-q+r}.

(i) Man zeige:
Ly = {A;, |7=0,1,...,p—1}

ist eine Partition von 7 .

(ii) Ist folgende Relation R auf 7 eine Aquivalenzrelation:
nRm < n —m ist ein Vielfaches von p ?

Welche Partition liefert R gegebenenfalls?

(iii) Man priife, ob folgende Relation R auf Z eine Aquivalenzrelation ist:

nRm & n+m ist ein Vielfaches von p .

A.6 Es sei
R := {((m,n), (k,£)) € (ZxN) x (Z xN) | ml =nk} .
Man zeige, da8 R eine Aquivalenzrelation auf 7\ N ist.
Die Menge @ der Aquivalenzklassen nennt man die Menge der rationalen
Zahlen. Statt [(m,n)] schreibt man auch 7.
A.7 X,Y seien Mengen mit X C Y . Man beweise: Durch
A~B = AnNX=BnX, ABePY),

wird auf P(Y) eine Aquivalenzrelation gegeben.
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Anhang C

Elementare komplexe Analysis

C.1 Man bestimme den Real- und Imaginirteil der Zahlen

(i) 2.

(ii) z ! fiir Z#0 .

(iii) A+i)"+(1-9)" , neN .
. z+1

(iv) 10 z#1 .

C.2 Man beweise fiir zwei komplexe Zahlen z,z’ die Gleichung
lz4+ 22+ |2— 22 = 2|22 + 22|

und gebe eine geometrische Interpretation.

'l

C.3 Sei d(z,7') := % fir z,2' € C. Man zeige: d definiert eine Metrik

auf C. Man gebe die Kreisscheiben
K,(a) := {z € C|d(z,a) <T}

fir a€C und r >0 an.

C.4 Man betrachte die Menge aller Punkte z € C, so daf
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(iii) Re (%) < 3,
(iv) Im (%) < 2,
(v) |z—al+|z=b <1, abeC,
z—1
i <1,
(vi) z—l—l‘
z—1
ii <1,
(vi) zZ+1
(viii) PTA ¢ abeC ,0<e<
z—b
(vix) zfﬁ—al‘ <1 fir |a|] <1,
(x) 2| = 4]z 1] ,
(xi) lz| = 14+ |z—2] .

Man schreibe diese Gleichungen oder Ungleichungen in reellen Koordinaten und

zeichne die Mengen.

C.5 Seien
A

B

= {z€C||z+Imz< 1},
= {2€C|Rez—3Imz < —6} .
Man bestimme dist (4, B) .

C.6 Seien agy € C mit axy =ag , k,£=1,2. Dann gilt

n
Z agezkze > 0
kye=1

genau dann, wenn a11,az > 0 und ajjas — |a2|2 > 0.

C.7 Fir ai1,...,a4,b1,...,b4 € R gilt die Identitat

(ai+...4ad) (B3 +...+8) =E+...+c

1
€2
c3

C4

= a1by + aoby + azbs + asby ,
= aiby — azbi + azbs — asbs
= a1bz — agbs — azby + asby

= a1bs + aobg — agzby — asby .



