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Bezeichnungen iii

Bezeichnungen

Grundsétzlich wollen wir in dieser Arbeit Matrizen mit Grofbuchstaben, Vekto-
ren und skalare Gréflen mit Kleinbuchstaben bezeichnen. Auflierdem sollen folgende
Konventionen gelten:

Es bezeichnet

die Menge der natiirlichen Zahlen.

die Menge der reellen Zahlen.

die Menge der reellwertigen Vektoren der Dimension n.

die Menge der m x n-Matrizen, deren Elemente reelle Zahlen sind.

das abgeschlossene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.
das halboffene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b, wobei
der Eckpunkt a im Gegensatz zum Eckpunkt b zum Intervall gehort.
das halboffene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b, wobei
der Eckpunkt a im Gegensatz zum Eckpunkt b nicht zum Intervall gehort.
das offene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.

die Menge der stiickweise stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b], d.h.
die Menge aller reellen Funktionen auf [a,b], die mit Ausnahme end-
lich vieler Punkte stetig sind und an ihren Unstetigkeitsstellen einseitige
Grenzwerte besitzen.

die n x n-Nullmatrix, bzw. die n x n-Einheitsmatrix. Geht die Dimension
klar aus dem Kontext hervor, so verzichten wir auf die Dimensionsangabe
n xn.

das Bild der Matrix M € R™*"™.

den Kern der Matrix M € R"™*™,

den Rang der Matrix M € R™*",

die Transponierte der Matrix M &€ R™*"™,

die Inverse der Matrix M € R™*".

die Moore-Penrose-Inverse von M € R™*" (siche [4], Seite 91).

eine nichtnegativ definite Matrix M € R™", dh. M = M7 und
T Mx > 0 fiir alle Vektoren x € R™.

eine positiv definite Matrix M € R™*", d.h. M = M7T und 27 Mz > 0 fiir
alle Vektoren z € R™\{0}.

eine Matrix, deren Eintrége reellwertige Funktionen der Variable ¢ sind.
Entsprechend sollen Operationen wie Differenzieren oder Integrieren sol-
cher Objekte immer komponentenweise verstanden sein, also etwa

die Matrix (172, (t)) = (£ m,,(t)) fiir M(t) = (m.(t)).

dt
n

=,/ >_ @7 die Euklidische Vektornorm.

pn=1
= Hm”a}i ||Mz|| die Spektralnorm der Matrix M € R™*".
eine direkte Summe.
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Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Definitheit quadratischer Funktiona-
le, die gewissen Bewegungsgleichungen und linearen homogenen Randwertbedingun-
gen geniigen. Diese Untersuchung ist von besonderem Interesse in der klassischen
Variationsrechnung, in der quadratische Funktionale als zweite Variation auftreten.
Vergleiche hierzu [[8], Chapter 1.8] und [[4], Chapter 2.3 und 8.2].

Die Positivitét solcher Funktionale, die in der klassischen Variationsrechnung bei der
hinreichenden Bedingung fiir (schwache) Minima eingeht, ist wohlbekannt.
W.T. REID gibt hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Positivitéit die-
ser quadratischen Funktionale in den Spezialfillen der so genannten Dirichlet Ne-
benbedingungen (siehe Seite 2 und [[6], Chapter VII, Theorem 4.5]) und bei festen
Randpunkten in b mit freien Randpunkten in a der betrachteten Funktionen (ver-
gleiche [6], Chapter VII, Theorem 6.2) an. In [[4], Theorem 2.4.2] beweist W. KRATZ
den allgemeinen Fall, der die Steuerbarkeit (siche Definition 3.1.) des betrachteten
Systems voraussetzt.

Die Nichtnegativitéit dieser Funktionale, die eine notwendige Bedingung fiir ein Mi-
nimum darstellt, ist zwar bereits in [[4], Remark 2.4.2] skizziert, doch erst in diesem
Jahr von W. KRATZ ohne die Voraussetzung der Steuerbarkeit, derer wir uns in
dieser Arbeit bedienen mochten, in [5] verdffentlicht. In diesem Sinn sind die Sétze
und Beweise, die wir im Fall der Nichtnegativitit fithren werden, ,neu* und insbe-
sondere ist die Beweistechnik verschieden von [5].

Bevor wir jedoch die Sétze zur Definitheit jener quadratischen Funktionale im sech-
sten Abschnitt formulieren und beweisen, die die bekannte (verschdrfte) Jacobi Be-
dingung als Spezialfall beinhaltet, siehe [[4], Theorem 8.2.6], fiihren wir im ersten
Abschnitt sowohl das quadratische Funktional als auch die Bewegungsgleichungen
und Randbedingungen, derer es obliegt, ein und formulieren die gegebene Proble-
matik. Zudem beweisen wir bereits zu diesem Zeitpunkt eine erste notwendige Be-
dingung fiir die Nichtnegativitdt dieser Funktionale, die der bekannten Legendre
Bedingung entspricht. Diese werden wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit gelegent-
lich voraussetzen.

Um weitere notwendige Bedingungen fiir die Nichtnegativitdt zu ermitteln, nut-
zen wir die Erkenntnisse der klassischen Variationsrechnung, die auf ein selbst-
adjungiertes lineares Gleichungssystem, dem so genannten Hamilton System, fithren,
das die Fulergleichungen beinhaltet. Wir erweitern das Hamilton System, welches
wir im zweiten Abschnitt betrachten mochten, wie in [[4], Remark 2.4.2] mit ei-
nem Parameter A\, um so den Fall der Nichtnegativitdt auf den Fall der Positivitat
zuriickfithren zu kénnen. Diese Vorgehensweise unterscheidet sich grundsétzlich von
der in [5]. Des Weiteren studieren wir besondere matrixwertige Losungen des Ha-
milton Systems, die so genannten konjugierten Basen und ihre fokalen Punkte.
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Im dritten Abschnitt werden wir feststellen, dass die Steuerbarkeit, die wir im Ge-
gensatz zu [5] vereinfachend annehmen, dquivalent ist mit der Aussage, dass die
fokalen Punkte jeder konjugierten Basis des Hamilton Systems isoliert sind.

Im Gegensatz zur in [[4], Remark 2.4.2] vorgeschlagenen Vorgehensweise, mochten
wir jedoch nicht auf den ersten Oszillationssatz [[4], Theorem 4.2.3] zuriickgreifen,
sondern einen elementareren Finstieg wéahlen. Uns geniigt nur ein Teil des Grenz-
wertsatzes [[4], Theorem 3.3.7], der in den Beweis des Oszillationssatzes eingeht, um
die Nichtnegativitit zu zeigen. Diesen betrachten wir im vierten Abschnitt.

Eine Erweiterung der Picone-Identitdt, die wir im fiinften Abschnitt ansehen wer-
den, liefert eine Abschitzung des betrachteten Funktionales, mit dessen Hilfe wir
die hinreichenden Bedingungen sowohl fiir die Positivitit als auch fiir die Nichtne-
gativitdt nachweisen werden.

In dieser Arbeit benutzen wir einige mathematische Grundlagen, wie etwa den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme stiickweise stetiger linearer Differen-
tialgleichungen. Um das Wesentliche nicht aus den Augen zu verlieren, sind diese
Hilfsmittel im Anhang aufgelistet und wir werden an den jeweiligen Stellen, an de-
nen wir sie benotigen, auf diese verweisen.

Abschliefend mochte mich ganz besonders bei Herrn Prof. Dr. Werner Kratz fiir
die exzellente Betreuung dieser Arbeit bedanken, sowie bei Herrn Prof. Dr. Ulrich
Stadtmiiller, der sich freundlicherweise als Gutachter fiir diese Diplomarbeit zur
Verfiigung gestellt hat. Mein Dank gilt auch meiner Familie fiir ihren Zuspruch und
die finanzielle Unterstiitzung, ohne die mein Studium nicht méglich gewesen wire.

Ulm, im September 2003 Markus Wahrheit
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1 Einfithrung

In dieser Arbeit werden wir stets von den folgenden Annahmen ausgehen:

7 = [a, b] ist ein kompaktes nicht-entartetes Intervall,

A(t), B(t), C(t) sind stiickweise stetige reelle n x n-matrixwertige (1)
Funktionen auf Z, wobei B(t) und C(t) symmetrisch auf Z sind,

d.h. B(t) = BT (t),C(t) = CT(¢) fiir alle t € T.

Ferner seien

R,, Ry, Sa, Sy € R™™ und
Sy, Sy symmetrisch.

Wir betrachten das quadratische Funktional

F(z) = Fo(z) + 27(b)Spz(b) — 27 (a) Saz(a) mit

b

Fo(z) = [{aTCx + u" Bu}(t) dt ()
fiir ein zuldssiges x, d.h. x ist eine absolut stetige reelle vektorwertige Funktion
(siehe Definition A.1.), die den so genannten , Bewegungsgleichungen*

& = Az + Bu auf 7 fiir eine reelle vektorwertige ,, Kontrollfunktion“ u € C4(Z)
und den (separierten) Randwertbedingungen
z(a) € ImR, und z(b) € ImR,

genugt.
Da wir die matrixwertigen Funktionen A(t), B(t), sowie die vektorwertige Funk-
tion w(t) nicht zwingend stetig, sondern nur stiickweise stetig voraussetzen, kann
es vorkommen, dass die Funktion {Az + Bu}(¢) an endlich vielen Stellen Spriinge
aufweist, so dass die Ableitung von z(t) an diesen Stellen nicht existiert. Wir lesen
dann (t) als Ableitung von z(¢) aufler in endlich vielen ¢, in denen #(t) nicht defi-

niert ist und sprechen davon, dass eine reelle Funktion z(¢) die Differentialgleichung
& = Ax + Bu 16st, falls z(t) absolut stetig auf Z ist, so dass gemifl Satz A.2.

£(t) — x(r) = / {A()2(€) + B)u(6)} de.

Definition 1.1.
Das in (3) definierte Funktional F heifit positiv definit (bzw. nichtnegativ definit),
falls F(z) > 0 (bzw. F(x) > 0) fiir alle zuldssigen = mit z(¢) # 0 auf Z.

Die zentrale Frage, der wir in dieser Arbeit nachgehen werden, ist also, unter wel-
chen Bedingungen das Funktional (3) positiv oder nichtnegativ definit ist.
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Bemerkung 1.2.

(i) Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit der Aufgabe, auf einem abgeschlos-
senem nicht-entarteten Intervall eine oder mehrere Funktionen so zu bestim-
men, dass ein gegebenes von der Wahl der Funktionen abhéngiges bestimmtes
Integral seinen grofiten oder kleinsten Wert annimmt. Ein besonderes Interesse
gilt dabei den Randwertbetrachtungen, d.h. der Suche nach solchen Funktio-
nen, die an einem oder an den beiden Réndern des Intervalls durch gegebene
Punkte verlaufen. Sind die Randpunkte aller Funktionen fest gegeben, so ist
man an Variationen mit z(a) = x(b) = 0, den so genannten Dirichlet Neben-
bedingungen, interessiert. Vergleiche hierzu [[4], Theorem 8.2.1]. Diese Bedin-
gung erreichen wir durch das Setzen von R, = R, = 0. Dieser Spezialfall wird
ausfiihrlich in [[6], Chapter VII, Theorem 4.5] diskutiert. Werden nur einige der
Variablen des Vektors x in den Randpunkten festgehalten, so lédsst sich dies
durch eine entsprechende Wahl der Matrizen R,, bzw. R;, realisieren, siehe
[[8], Section 2.8]. Durch Setzen von R, = I, bzw. R, = I, erreicht man, dass
der Randpunkt x(a), bzw. x(b), frei’ ist.

(ii) Die triviale Losung (z = 0,u = 0) ist stets zulédssig. Ferner kann man jedoch
unter der Annahme der Steuerbarkeit von (A, B), vergleiche Definition 3.1.,
mittels des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir Systeme von linearen Diffe-
rentialgleichungen, Satz A.3., die Existenz eines zulédssigen = zu jedem beliebig
gewéihlten z(a) und x(b) gewihrleisten. Siehe etwa [[4], Remark 3.5.1] und [[5],
Lemma 1].

Eine erste notwendige Bedingung fiir die Nichtnegativitiat quadratischer Funktionale
liefert der folgende Satz, der der wohlbekannten Legendre Bedingung, vergleiche [[4],
Theorem 8.2.3|, entspricht.

Satz 1.3.
Es gelte F(z) > 0 fiir alle zuldssigen . Dann ist B(t) > 0 fiir alle ¢t € Z.

Beweis

Wir lehnen diesen Beweis an den Beweis von [[6], Chapter VII, Theorem 4.2] an und
nehmen an, dass es ein konstantes vy € R" mit |Jug|| = 1 und ul B(t)uy < 0 (beachte,
dass B(t) € Cs(Z)) auf einem kompakten nicht-entarteten Teilintervall Z; C Z gibt.
Wir konstruieren nun ein Gegenbeispiel fiir ein zuléssiges = mit z(a) = x(b) = 0.
Sei ®(t) eine beliebige Fundamentalmatrix des Systems von Differentialgleichungen

Dann gibt es aufgrund der Annahmen (1) und der Stetigkeit von Fundamentalma-
trizen Konstanten kq, ko > 0 mit

IB®)|| < ki, [|C@)| < ki, |@)P(s) 7| < Ky, uf B(t)ug < —ky fiir alle s,t € 7.

Es sei [¢,d] C Ty, ¢ < d, mit
k2
(d—c)* < —.
kY
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Setze
u(t) == { wop(t), € (c,d)

0, sonst,

wobei p(t) = > a,t” € R ein Polynom vom Grade < n ist.

v=0
Betrachte die Losung x des Systems von linearen Differentialgleichungen
= A(t)xr+ B(t)u(t), t € I)

zu dem Anfangswert x(c) = 0.
Nach der Variation der Konstanten, Lemma A.4., besitzt x die Gestalt

t

() = / B(1)B(s) " B(s)u(s) ds.

Demzufolge ist z,(t) = > o (t)ay, fir
v=0

t

a,(t) = /s”(fb(t)q)(s)_lB(s)uo)u ds, w=1,...,n,

c

wobei z,(t) die p-te Komponente des Vektors x(t) bezeichnet.
Das lineare homogene Gleichungssystem

r,(d)=0firp=1,...,n,

bestehend aus n Gleichungen mit n + 1 Unbekannten «, ..., a,, besitzt eine nicht-
n
triviale Losung ay, . .., a, mit > |a,|> = 1.
v=0
n
Sei im Folgenden also ay,...,q, so gewihlt, dass z(d) = 0 und > |, |> = 1
v=0

gilt. Dann ist z(t) Z 0 auf (¢,d) und z(t) = 0 auf [a,c] U [d,b]. Insbesondere ist
z(a) = z(b) = 0.
Ferner gilt fiir ¢ € [¢, d] :

le@ < / 1B (6)®(s)" B(s)uop(t) | ds
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und

F(x) = /{mTC’x + u” Bu}(t) dt

d

d
< [le@Picwld+ [ BoulpoP

k?;{/hﬁ@hﬁfdt—k{/hﬁﬂfdt

(= o) [ o) d0? ~ s [ o).

IN

IN

Mit der Schwarzschen Ungleichung, vergleiche [[3], Seite 475], gilt nun

d

(/ p(t)] dt)* < (d—c)/\p(t)|2dt.

[

Dies bedeutet

d
Fla) < — ks — Ki(d—)?) / p(t)dt < 0

und damit ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung. U

Im weiteren Verlauf werden wir bei der Suche nach weiteren notwendigen Bedingun-
gen fiir die Definitheit quadratischer Funktionale gelegentlich auf diese Bedingung
zuriickgreifen.
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2 Hamilton System und konjugierte Basen

Wir legen das folgende Hamilton System zu Grunde, das seinen Ursprung in der
Variationsrechnung findet. Neben den Bewegungsgleichungen, die wir mit unse-
rem quadratischen Funktional F verbinden, sind die so genannten Fulergleichungen
it = Cx — ATy eine notwendige Bedingung fiir die schwache Minimalitéit eines Ex-
tremals. Vergleiche hierzu [[4], Chapter 1.3, 2.3 und 8.2], sowie [[1], Kapitel 25].
Zunéchst studieren wir die matrixwertigen Losungen, insbesondere die konjugier-
ten Basen, des Hamilton Systems. Es wird sich zeigen, dass wir die Definitheit des
quadratischen Funktionales F mittels einer speziellen konjugierten Basis charakte-
risieren kénnen. Dabei wandeln das Hamilton System in der Definition 2.16. dahin-
gehend ab, dass wir den Parameter A hinzufiigen. Wie wir im Lemma 2.15. sehen
werden, konnen wir damit das Problem der Nichtnegativitdt des Funktionales F
auf den wohlbekannten Fall der Positivitit, siehe [[4], Theorem 2.4.2], zuriickfiihren,
indem wir C(t) durch die matrixwertige Funktion C(t,\) = C(t) — X fir t € T
ersetzen. Dies wird unser Ansatz zur Ermittlung der notwendigen Bedingungen fiir
die Nichtnegativitit des Funktionales F sein.

Definition 2.1.
Das System von linearen Differentialgleichungen

& = Az + Bu,

w=Cx— ATu (H)

mit matrixwertigen Funktionen A(t), B(t), C(t),t € Z, die die Annahmen (1) erfiillen,
nennt man Hamilton System.

Bemerkung 2.2.

(i) Ahnlich wie bei der Definition eines zulissigen 2 verstehen wir als Losung des
Hamilton Systems das Paar zweier absolut stetiger Funktionen (x,u), so dass
geméfl Satz A.2.

o(t) - (1) = / [AE)2(€) + B(E)u(e)} de,

ult) — u(r) = / {C(€)2(€) — A©) u(€)} d.

(ii) Das Hamilton System ist dquivalent zu dem System von linearen Differential-

gleichungen
r\ (A B x
w)  \C —AT)\u)"

Daher ist das Hamilton System zu den gegebenen Anfangswerten
x(ty) = mo,u(ty) = wo fir ein t¢ € I eindeutig losbar nach dem
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme linearer Differentialgleichungen,
Satz A.3.

(iii) Die Niitzlichkeit einer Losung des Hamilton Systems lésst sich leicht erken-
nen: Ist ndmlich (x,u) eine Losung von (H), so folgern wir mittels partieller
Integration

Fo(z) = fb{xTC':E + u? Bu}(t)dt
= fb{xTC:U + (& — Az)Tu}(t)dt

= jz{xT(C'x — ATy — @)Y t)dt + {xTu}(t)[°

= LTub

Definition 2.3.
Wir bezeichnen (X,U) als (n x m)-matrizwertige Lisung des Hamilton Systems
(kurz: matrixwertige Losung von (H)), falls X(¢) und U(t) absolut stetige reelle

n x m-matrixwertige Funktionen auf Z sind, die das System von Differentialglei-
chungen X = AX + BU, U = CX — ATU l6sen.

Proposition 2.4.
Fiir zwei matrixwertige Losungen (Xi, Uy), (Xo, Us) von (H) ist die Wronski-Matriz

{XTU, — U] Xo}(t)
eine konstante Matrix auf Z.

Beweis
Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation, wobei wir der Ubersichtlich-
keit halber auf die Angabe der Variablen t verzichten wollen:

d ) . . )
%{X;‘FUQ ~-Ul'Xyy = X, +XTu, -UrX, - Ul'X,
= (AX, + BU) Uy + XT(CX, — ATU,) —
(CX, — ATUNT X,y — Ul (AX, + BU,)
= 0.
O

Korollar 2.5.
Fiir matrixwertige Losungen (X, U) von (H) gilt: {X7U — UT X }(¢) ist konstant.

Beweis
Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Proposition 2.4. durch Setzen von

X1 =Xo=XU,=U,=U. UJ
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Proposition 2.6.
(i) Fiir eine matrixwertige Losung (X, U) von (H) gilt

{XTU —UTX}(ty) =0 fiir ein tg € T < {XTU — U X}(t) = 0 fiir alle ¢ € Z.

(i) Es ist rg (g) (to) = r fiir ein tyg € Z und ein r € N genau dann, wenn

X

18| s (t) = r fir alle t € 7 ist.

Beweis
(i) Die Behauptung folgt aus Korollar 2.5.
(ii) Es sei ®(¢t) € R?"™?" ein Fundamentalsystem von (H). Dann ist jede ma-
trixwertige Losung (X, U) von (H) von der Form ()5) (t) = ®(t)M fiir eine
konstante Matrix M € R?"*™. Da nun rg (‘5) (to) = r folgt rg M = r und

damit rg (g) (t) = r auf Z. Die umgekehrte Richtung ist trivial.

O

Wir werden im weiteren Verlauf eine n x n-matrixwertige Losung (X,U) von (H)
mit maximalem Rang so wéihlen, dass die resultierende Wronski-Matrix die Nullma-
trix ist. Die hiermit erzielte Symmetrie von X7 U wird sich als hilfreich erweisen.

Definition 2.7.

(i) (X,U) heifit eine konjugierte Basis von (H), falls (X, U) eine n X n-matrix-
wertige Losung von (H) ist mit

X(1) =n un Tv-u” =0 au
rg(U(t))_ d {XTU —UTX}(t) =0 auf T.

(ii) Zwei konjugierte Basen (X1, Uy), (X2, Us) von (H) heilen normalisierte konju-
gierte Basen von (H), falls {X]{ Uy — Ul X5} (t) = I auf 7 gilt.

(iii) to € Z heiBt fokaler Punkt von X fiir eine konjugierte Basis (X,U) von (H),
falls X (¢9) singuléar ist.

Bemerkung 2.8.
Da eine konjugierte Basis (X,U) von (H) eine Losung des Hamilton Systems mit
maximalem Rang ist, kann man (X, U) als , halbe Fundamentalmatrizen® ansehen.
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Um die Existenz konjugierter Basen zu zeigen, bendtigen wir zunéchst das

Lemma 2.9.
Es sei K € R™™. Dann gibt es ein M € R™™ mit KM = 0,rg(K”, M) = n.

Beweis
Im Fall K = 0 erfiillt M = I unsere Behauptung.
Sei nun r := rgK > 0, so gibt es mit den elementaren Zeilenoperationen ein re-

guldires T € R™", so dass KT =T (f(()ﬁ) mit K; € R™" und rgK; = r.

. . ) K, . .
Sei mq,...,m,_, eine reelle Basis des Kerns von (O . Wir definieren

M = (0 M) TT mit M = (my,...,mp_p).
Damit ist KM = 0 und es gilt

Ky 0 K, 0
it o) =t (1 5) < () )

Da rgK; = r und rg]T/[/ = n — r ist, ergibt sich die Behauptung. 0

Proposition 2.10.
Zu jedem gegebenen ty € Z und X, € R"*" gibt es eine (nicht notwendigerweise
eindeutige) konjugierte Basis (X, U) von (H) mit X (¢y) = Xo.

Beweis

Nach dem obigen Lemma gibt es ein Uy € R™" mit X! Uy = 0 und rg(XI, UL) = n.
Betrachte nun die n X n-matrixwertige Losung (X,U) von (H) zu den Anfangs-
werten X (tg) = Xo,U(ty) = Uy, die es nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir Systeme linearer Differentialgleichungen, Satz A.3., gibt. Dann ist (X, U) nach
Proposition 2.6. eine konjugierte Basis von (H). O

Im Folgenden werden wir zeigen, dass sich zu jeder konjugierten Basis (X1, U;) von
(H) eine konjugierte Basis (X», Us) von (H) finden lasst, so dass (X1, Uy), (X, Us)
normalisierte konjugierte Basen von (H) bilden. Uberdies kinnen wir sogar die Re-
gularitéit von Xs(tp) in einem vorgegebenen Punkt ¢y € Z sichern.

Proposition 2.11.

Es seien (Xi,U;), (Xs,Us) normalisierte konjugierte Basen von (H). Dann gelten
die folgenden Gleichungen fiir alle ¢t € 7, wobei wir auf die Angabe der Variablen ¢
verzichten.

XTU, =UTX, firv=1,2, X:XT =X,XT, UUT =UUT
XTU, — UT X, = X,UF — XoUT = 1.



2 Hamilton System und konjugierte Basen 9

Beweis
Mit der Definition 2.7. rechnen wir nach, dass

(% 37) @ wpo=(9)

ist, und da eine Matrix mit ihrer Inversen kommutiert, folgt die Behauptung. [

Satz 2.12.
Gegeben seien reelle n x n-Matrizen Q1, Qs so, dass Q1QT symmetrisch ist. Ferner

sei rg(Q1, Q2) = n.
Dann gilt:

(i) reg(Qf,Q3) =n und ker Q,Q% =ker QT ker Q7.
(i) Q1 + toQ2 ist regulér, falls £y > 0 und

to |QF || < min{|p| : p ist negativer Eigenwert von Q,Q3 } := cp.

Beweis

(i) Die Matrix D := (Q1,Q2)(Q1,Q2)T = Q1QT +Q,QT € R™™ ist positiv definit
aufgrund der Rangbedingung rg(Ql, Q) = n.
Wir zeigen (i) fiir die Matrizen Q, = D~2Q,, v = 1,2. Mit der Regularitit
von D3 ergibt sich dann die Behauptung.
Mit der Symmetrie von Q,Q% ist

G @)\ (a7 -ar) _ ()
—Q2 Q1) \QF QF 0 1
und da eine Matrix mit ihrer Inversen kommutiert, fq}gtfj{@l + QVQTQVQ =1

und damit rg( T QT = n, sowie die Symmetrie von QTQ,.
Gelte Q1Q¥d = 0 fiir ein d € R™. Dann ist

@1Td = @?(@1@{ + ézég)d = @?élé{d;

also s _
d— QlQle € ker QIT
und o o .
QngQ{d = Q{Q2Q1Td = Q?Ql@gd =0,
also

éléfd € ker QQT
Demzufolge ist ker(@1@2) C ker @T + ker @T Die umgekehrte Inklusion folgt

aufgrund der Symmetrle von Q1Q2 , denn sei d = d; + dy mit d; € ker QT und
dy € kerQ so gilt Qngd QQQle + QlQTdQ = 0. Diese Summe ist direkt,

da rg(@h Q2) =n.
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(ii) Gelte nun nach (i) R® = P & N @ ker QT & ker QF, mit Q,QF > 0 auf dem
Untervektorraum P und < 0 auf dem Untervektorraum V.
Es sei Q 1= Q2(QT +1,QT). Dann gilt Q = 0 auf ker Q| da mit Q, QY ebenfalls
Q symmetrisch ist, und Q > 0 auf P @ ker QT nach (i).
Ferner gilt ) < 0 auf N, denn es gilt

d'Qd < —col|d||* + |tol|| Q3 | |1d||* < O fiir alle d € N,d # 0.

Also ist ker Q = ker Q1.
Gelte nun (Qq + t¢Q2)Td = 0, so ist Qd = 0 und demzufolge QTd = 0 = QT d.
Mit (i) folgt nun d = 0 und damit ist Q1 + toQ2 regulér.

O

Proposition 2.13.

Es sei (Xi,U;) eine konjugierte Basis von (H) und t, € Z. Dann existiert
eine konjugierte Basis (X»,Us) des Hamilton Systems so, dass (X1, U;), (X2, Us)
normalisierte konjugierte Basen von (H) sind und dass X5 (tg) regulér ist.

Beweis

Die Matrix K(t) = {X[X; + U{U}() ist regulir aufgrund von
rg(X{(t),U{(t)) = n nach der Definition einer konjugierten Basis. Definiere fiir
neR

X(tn) = UK () +nXa(0)
Ut,n) = Xa(t)K'(t) +nUi(1).

Dann gilt fiir alle n € R

<6T(t’77) _)N(T(tﬂ])) Xi(?) )E'(t,n) _ (I O) (*)
—Uf(t)  X{(t) Ui(t) U(t,m) 0 1)

Da also die obigen Matrizen regulér sind, gilt rg(X: (), X (t,n)) = n fiir jedes 5 € R.
Zudem folgt die Symmetrie von X (¢,7)X{ (t), da eine Matrix mit ihrer Inversen

kommutiert. _
Wir wenden nun den Satz 2.12.(ii) mit Q1(¢) = X (¢,0) und Q2(t) = X;(¢) an und

konnen folgern, dass X (t,m0) = X (£,0) 4 1oX1(t) reguléir fiir hinreichend kleines
1o > 0 ist.

Sei nun (Xy, Uy) eine n X n-matrixwertige Losung von (H) zu den Anfangswerten

Xo(tg) = )N((toﬂ?o) = —Ui(to) K~ (to) + no X1 (to)
Us(to) = Ulto,mo) = Xi(to) K ' (to) + noUs(to).

Mit (*) folgt nun {X{ U, — UL X5} (to) = I und demzufolge mit Proposition 2.4.

{<)(§11>T (_U;(J YO = {XTU, — U Xo}(t) =T auf T
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und rg (2(:2) (t) = n auf 7.
2

Ferner gilt nach (*) {XJU; — U] X5}(ty) = 0 und mit Proposition 2.6.(i)
{XTU, — U] X5}(t) = 0 auf Z.

Damit haben wir gezeigt, dass (Xi,U), (X2, Usz) normalisierte konjugierte Basen
von (H) sind, fiir die X5(ty) regulér ist. O

Aus der nachstehenden Definition und dem folgenden Lemma ist ersichtlich, dass
wir unter Zuhilfenahme des Parameters A den Fall der Nichtnegativitiat auf den Fall
der Positivitat zuriickfithren kénnen.

Definition 2.14.
Fiir ein zuléssiges « und A € R definieren wir

F(z, N) /||x ||2dt

Lemma 2.15.
Es sei x # 0 auf Z und zuléssig. Dann ist F(z) > 0 genau dann, wenn F(x,\) > 0
fiir alle A < 0.

Bewels

Mit —A f |z()]|? dt > 0 fiir alle A < 0 und der Stetigkeit in A folgt unmittelbar die
Behauptung. OJ

Da F(x,\) f{x (C = M)z —ul Bu}(t) + 2T (b)Syz(b) — 27 (a)S,z(a) kénnen wir

also die Nlchtnegatwltat auf die Positivitat zuriickfiihren, indem wir statt der ma-
trixwertigen Funktion C(t) die Funktion C(¢,\) := C(t) — Al fiir A < 0 betrachten.
Da auch die Funktion C(t) — Al fiir alle X stiickweise stetig und symmetrisch ist,
bleiben die bisherigen Betrachtungen fiir C'(¢, A) fiir alle festen A € R erhalten. Im
weiteren Verlauf studieren wir das Verhalten des Parameters A auf entsprechende
konjugierte Basen.

Definition 2.16.
Zu einem gegebenen A € R bezeichnen wir das System von linearen Differentialglei-

chungen
= Ax + Bu,
1= (C— M)z — ATu ()

mit matrixwertigen Funktionen A(t), B(t),C(t) — A, t € Z, die die Annahmen (1)
erfilllen, als Hamilton System (H)).
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Lemma 2.17.

Es sei (X,U) eine konjugierte Basis von (H,). Ferner seien X(a,A) und U(a, \)
konstant fiir A € R. Dann sind X (¢, \) und U(¢, \) differenzierbar (sogar analytisch)
in A bei festem t € 7.

Beweis
Siehe [[6], Chapter I, Section 10, Theorem 10.1]. O

Definition 2.18.

Eine symmetrische und reelle n x n-matrixwertige Funktion M(t),t € Z, heifit mo-
noton wachsend (bzw. monoton fallend) auf Z, falls ihre quadratische Form ¢’ M (t)c
fiir alle ¢ € R™ monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in Z ist. Wéchst (bzw.
fallt) ihre quadratische Form streng fiir alle ¢ # 0, so sagt man, M (t) ist streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) auf Z.

Proposition 2.19.

Es seien (X1, U), (X2, Usz) normalisierte konjugierte Basen von (H,) mit Anfangs-
bedingungen, die fiir den Randwert a in A fixiert sind, d.h. es gilt %Xy(a, A) =
LU, (a,\) =0, e R,v=1,2.

Dann sind fiir jedes feste ¢t € Z die matrixwertigen Funktionen

(1)) —{XT'Xo}(t, ) und
(it) {U1 X7}t N)
monoton fallend in A auf den Intervallen, auf denen X; (¢, \) regulér ist.

Beweis
Betrachte die Matrizen

Xa(t,N) = ()?1 é) (6 N), Un(t, ) = (Ufl (92) (t,\).

Wir zeigen, dass die matrixwertige Funktion
I 0 XX, Xt
— -1 _ 1 A2 Ay
ey = wxyen=1(g ) (75 e
NED Cub CEED e
= (G0 o) €

fiir jedes feste t € Z monoton fallend in A ist.
Dann folgt mit

{=XT'Xo}(t,A) = (Luxn 0) M(t,N) Ian> und

("
(X735 A) = (0 Lixn) M(M)( 0 )

I’I’LXn
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die Behauptung.
X*) das Hamilton System

Zunéchst beobachten wir, dass <U
0 (X, X
ot (U) = (H =A%) (U)
mit
0 0 0 O 0000
0 A0 B 0000
=10 00 o [md™=100 0 0
0 C 0 —AT 07 00

16st, wobei wir mit 0 die n x n-dimensionale Nullmatrix bezeichnen. Ferner folgt mit
Proposition 2.11. fiir alle A € R und alle t € Z, dass { X[ U, — UT X, }(t,\) =0, d.h.
es gilt {XTU M, \) = {UF X, }(t, N).

Mit J = (_ [20 ) IQnOX 2") = —J7 und Lemma 2.17. evaluieren wir die Gleichung
nxin

X\ X.
soxrgu-vrgxy = 44(3) 74 ()
x\" X, x\" X X,
= (o) g ()« (3) 7o v (37) - ()]
0 0

0 0
T T
B X. X\ (XN |0 —Lixn 0 O (X,
B _<U*) jHO(U)_(U*) 0O 0 00 (U*)SO'
0 0 00

Die dritte Gleichung folgt mittels Symmetrie von

0 0 0 0

0 C—X 0 —AT

0 0 0 0 ’
0o —-A 0 -B

J(H - Hy) =

denn damit gilt:
T(H = Ho) = (H — MHo)"T" = —(H — \Ho)' J.

Mit dem obigen Hilfsresultat konnen wir die Aussage beziiglich der Monotonie von
M(t,\) in X beweisen. Es gilt mit der Symmetrie von X! U, und der elementaren
Kenntnis aus der linearen Algebra (X 1)T = (XT)~!

SMt ) = (XD XI(ZUX X X!
= (X)X (FUIXT - UXT (X)X XX
= (X;HN(XTLU, — U*TaiX )X L<o.

Der letzte Ausdruck ist nichtpositiv, da nach Voraussetzung 3 X, (a, ) = ZU.(a, \)

= 0 und damit {X7T aa/\U ur aa/\X Ht, A) <0, denn dieser Ausdruck entspricht fiir
t = a der Nullmatrix und ist monoton fallend in 7. O]
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3 Steuerbarkeit und fokale Punkte

In diesem Abschnitt moéchten wir das Konzept der Steuerbarkeit vorstellen, welche
wir im Unterschied zu [5] vereinfachend annehmen werden. Das zentrale Resultat
dieses Abschnitts ist Satz 3.4., der die Aquivalenz der Steuerbarkeit mit der Isoliert-
heit fokaler Punkte des Hamilton Systems aufzeigt.

Definition 3.1.
Das Paar (A, B) heiit steuerbar auf I, falls v = — AT (t)v, BT (t)v(t) = 0 auf einem
nicht-entarteten Intervall [t1,ts] C Z stets v(t) = 0 auf [ty, t5] impliziert.

Proposition 3.2.

Es seien (X3, U), (X2, Us) normalisierte konjugierte Basen des Hamilton Systems
und X (¢) regulér auf einem nicht-entarteten Teilintervall Z; C Z. Ferner sei (A, B)
steuerbar auf Z; und B(t) > 0 auf Z;. Dann ist

X 1(t)X,(t) ist streng monoton wachsend auf Z;.

Beweis
Wir verifizieren die Behauptung durch Differentiation, wobei wir die Variable t weg-
lassen, und mit Proposition 2.11., sowie Lemma A.5.

d
— XXy, = XY AX, + BU)X{ X, + X[ HAX, + BUy)

dt
~X{'AX, — X{'BULXT X, + XTPAX, 4+ X BU,
X BXTHYH XU, = XTULXT X}
X BXT)HXTUs — U Xo}
= X{'B(xH”
0 fur alle t € 7.

v

Damit ist {X;'X5}(t) monoton wachsend auf Z;. Um die strenge Monotonie zu
zeigen, seien tq,ty € 77 mit t; < t5 und d € R™

d"{ X7 (t2) Xo(ta) — X7 (t1) Xa(th) }d = 0.

Dann gilt X, (8) Xy (t)d = X1 (t1) X (t1)d fiir alle ¢ € [ty, ).
Betrachte nun die Losung des Hamilton Systems

z(t) = {Xo(t) — Xy () X7 (t1) Xo(t1) }d
u(t) = {Us(t) — Ur(t) X1 " (1) Xa(t1)}d,

wobei X '(t;)X5(t;) nach Proposition 2.11. symmetrisch ist.

Es ist z(t) = 0 auf [t1, 1] und damit @ = — AT (t)u, B(t)u(t) = 0 auf [t;,t,]. Mit der
Steuerbarkeit von (A, B) auf Z folgt u(t) = 0 auf [t1,t5] und damit z(t) = u(t) =0
auf Z aufgrund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir Systeme von linearen Dif-
ferentialgleichungen.
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Nach der Definition einer konjugierten Basis und Proposition 2.11. ist

( Us(t) — Ur () X7 (1) Xo(1r) ) (X1<t>) _
—{Xa(t) = X2 (1) X7 (1) Xa (1)} Ui(t) ’
Xo(t) — Xa (1) X7 (1) Xa(th)
Us(t) — Ur(t) X1 (1) Xo(t)
{X'X,}(t) streng monoton wachsend auf 7. O

und damit ker( ) = {0}, dh. d = 0. Damit ist

Proposition 3.3.
Es sei Q(t) eine stetige reelle symmetrische und streng monoton wachsende n x n-
matrixwertige Funktion auf einem nicht-entarteten Teilintervall Z; C Z mit Eigen-

werten p,(t), v =1,...,n, die der Grofle nach ansteigend geordnet sein sollen, d.h.
pi(t) < ..o < p,(t) fir t € 7.
Dann sind die Eigenwerte u,(t),v = 1,...,n, stetig und streng monoton wachsend
auf 7.
Beweis
Es seien a < ty < t; < b und s, Eigenvektoren von Q(t;) zum Eigenwert (1),
k=1,...,n.Sei S, der von sq,...,s,,v =1,...,n, aufgespannte Untervektorraum
T
von R™. Mit R(t,d) = ¢ Hfj'(?d und Satz A.6. folgt:
—u,(ty) = min —R(ty,d
(1) desyl\{o} (t1,d)
= in [R(ty,d) — R(t1,d) — R(to,d
delglylgo}[ (to,d) (t1,d) (to, )]
< max [R(tg,d) — R(t1,d)]+ min —R(to,d
- deR”\)E:O}[ ( 0 ) ( ! )] deS,\{0} ( 0 )
< _Nu(t0>

und damit die strenge Monotonie der Eigenwerte. Die gleiche Argumentation liefert

p(t) = de%li}{io} R(ty,d) = dergli}{co}[R(tl, d) — R(to,d) + R(to,d)]
< R(ty.d) — R(ty. d Rlto,d) = v + o (to),
< de%na\’{%}[ (1, d) — R(to, )Hde?f{}{%} (to, d) = v + p(to)

wobei v der grofite der Eigenwert der Matrix Q(t;) — Q(to) ist. Mit dem Korollar
A.7. folgt nun fir allev=1,...,n

py(t1) = po(to) < v < [|Q(t1) — Q(to)

und aufgrund der Stetigkeit von Q(t) die Stetigkeit der p,(t),v = 1,...,n, auf Z;.
[

Satz 3.4.
Es sei B(t) > 0 fiir t € Z. Dann ist (A, B) genau dann steuerbar auf Z, wenn die
fokalen Punkte von X (¢) in Z isoliert sind fiir jede konjugierte Basis (X, U) von (H).
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Beweis

Es sei zundchst angenommen, dass (A, B) nicht steuerbar auf Z ist. Dies bedeu-
tet, dass es ein u(t),t € Z, gibt mit @ = —AT(t)u, B(t)u(t) = 0 auf einem nicht-
entarteten Intervall [t1, 3] C Z und u(t;) # 0. Mit einem solchen w ist (z(t) = 0, u(t))
eine Losung des Hamilton Systems auf [¢1, ). Es sei (X, U) eine konjugierte Basis zu
dem Anfangswert X (¢1) = 0, die es nach Proposition 2.10. gibt. Dann ist rgU(¢;) = n
nach der Definition einer konjugierten Basis und demzufolge bilden die Spaltenvek-
toren von U(t;) eine Basis des R". Wir ersetzen nun die erste Spalte von X (¢) mit
z(t) = 0, sowie die erste Spalte von U (t) mit u(t) fiir ¢ € [t1, t2] und bezeichnen die
entstehenden Matrizen mit X (£) und U(t), wobei nach dem Austauschsatz von Stei-

nitz die Spaltenvektoren von U (t) ebenfalls eine Basis des R™ bilden sollen, ansonsten

X .
U) (t). Dann ist

(X, U) eine n x n-matrixwertige Losung von (H), fiir die rg(X7(t,), UT(t,)) = n und
{XTU —UTX}(t;) = 0 gilt. Nach Proposition 2.6. ist (X, U) damit eine konjugierte
Basis, fiir die jedes t € [ty, t5] ein fokaler Punkt von X (¢) ist. Ergo sind die fokalen
Punkte der konjugierten Basis ()? U ) nicht isoliert.

Es sei nun (A, B) steuerbar auf Z, (X, U) eine konjugierte Basis von (H) und es sei t;
ein innerer Punkt von Z. Nach der Proposition 2.13. und Lemma A.8. gibt es nun eine
zweite konjugierte Basis (X1, U;) derart, dass (X1, U;), (X2 = X, Uy = U) eine nor-
malisierte konjugierte Basis bilden und dass X (¢) regular auf 7; = (t;—e,t14+¢) CZ
fiir ein € > 0 ist. Mit Proposition 3.2. folgt, dass die stetige matrixwertige Funk-
tion H(t) = X;'(t)X5(t) = X; (1) X (t) streng monoton wachsend auf Z, ist. Da-
mit sind auch die Eigenwerte p(t), ..., u,(t) von H(t) stetig und streng monoton
wachsend nach Proposition 3.3. Daher gibt es ein 0 < § < & mit p,(t) # 0 fir
alle t € (t; — d,t; + 0)\{t1} und allen v = 1,...,n. Also ist X (t) regulér fiir alle
t € (t1 —6,t1 + 6)\{t1}. Daher sind alle fokalen Punkte in Z isoliert. O

betrachte eine geeignete Permutation der Spaltenvektoren von <
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4 Der Grenzwertsatz

Im zweiten Abschnitt haben wir das wohlbekannte Hamilton System um den Pa-
rameter A\ erweitert, um so den Fall der Nichtnegativitit auf den der Positivitat
zuriickfithren zu konnen. Wir werden spéter sehen, dass gerade der Grenzwert
A — 0— besonders interessant ist. Diesen untersuchen wir in dem folgenden Grenz-
wertsatz, den wir so allgemein fassen, dass wir auch Untersuchungen der Variable ¢
darauf anwenden konnen.

Satz 4.1. (Grenzwertsatz)
Es seien X(t) und U(t) n x n-matrixwertige Funktionen fir ¢t € (to,to + €],
to € R, e > 0, fiir die gilt:

XT)U(t) = UT(6)X (1) fiir ¢ € (to, bo + €],

X(0) = XU = UG o),

g(XT,UT)=nund XTU = UTX,

X(t) ist regular fir t € (to,to + €] und

Q(t) := U(t)X *(t) ist monoton fallend auf (g, o + ].

=

Dann gilt:
lim d'Q(t)d = oo fiir alle d ¢ ImX.

t—to+

Beweis

Wir fithren den Beweis analog zu [[4], Proposition 3.3.10]. Es bezeichne
r = 1gX. Da Q(t) reell und symmetrisch ist, ist Q(¢) diagonalisierbar, d.h. es
gibt eine orthogonale Matrix T'(t), also eine Matrix T'(t) € R™"™ mit T'()T7 (t) = I,
mit

raanro - (730 o).

wobei

pa(t) 0 fri1(t) 0

0 | (1) 0 | fin (1)

Diagonalmatrizen und die p,(t),v = 1,...,n, die Eigenwerte der Matrix Q(t) sind,
die betragsméafig der Grofle nach ansteigend geordnet sein sollen, d.h.

O] <. < ()]
Wir untersuchen nun das Verhalten der Eigenwerte fiir ¢ — ty+. Dazu benutzen wir

den Satz A.6. mit Vi(t) = {X(¢)c|c € ker X}, so dass dim Vj(¢) = n — r. Da nach
Satz 2.12.(1) Ud # {0} fiir alle d € ker X'\ {0} gibt es ein § > 0 und ein n > 0 mit

1Q)d| 1Q#)d||
S > ~+1(t)| = max min de V\{0 —_—
‘:U’ ( )’ |:U’ +1( )| dim Vem—r { ||d|| ’ \{ }} deVl(t)\{O} ||d||
[T (#)cll N e
= in > fir t € (to,to+d0lundv=r+1,...,n
ceker X\(0} [|(X(t) — X)el[ = ~(t) (to,to + 0]
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wobei v(t) = || X (¢t) — X|| — 0 fiir t — to+.

Sei nun V5(t) = {X(t)c|lc € ImX7T}, so ist dim V,(t) = r = rgX. Dann gibt es
nach unseren Voraussetzungen und Lemma A.9. ein o > 0 mit | X XT¢|| > af| X ¢||
fir alle ¢ € R™, ein § > 0 mit ||U(t)]] < S fiir alle ¢t € Z, sowie ein 6 > 0 mit
| X (t) — X|| < § fiir alle ¢ € (to,t + 6], so dass

t)d
] < )] = min max{ S0 € V(o))
< Q| [U(B)Xe|
T gewnor  ld]| cerm ker x7 || X (8) X ||
U)X e|
< Sup T T
it e TXXTel = [[(X(0) — X)X7e]
T
¢ XTI p
ceR™\ ker XT OéHX CH_Q/2||X CH o

fir ¢t € (to,to+ 6] und v =1,...,r.

Die Eigenwerte 1 (t), . . ., p-(t) sind also beschrankt fiir t — to+, und die Eigenwerte
fr1(t), ..., n(t) konvergieren gegen oo fiir t — to+, da Q(t) monoton fallend auf
(to, t[) + 6] ist.

Nehmen wir nun an, (dg) sei eine konvergente Folge in R™ mit Grenzwert d, (t)
sei eine konvergente Folge in R mit Grenzwert ¢y, und ¢, < t; fiir alle £ € N, und
dF'Q(t1.)dy sei beschriinkt fiir & — oo. Aufgrund der Kompaktheit diirfen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass T'(t;) — T(k — oo) konvergiert,
wobei T' orthogonal ist, ansonsten betrachte eine entsprechende Teilfolge, die nach
dem Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstra$, siehe [[3], Seite 156], konvergent ist.
Demnach konvergiert die Folge ¢, := T7 (t3)dy — TTd(k — 00).

Sofern

T 7 (Di(te) 0
A Qt)di = < ( 0 Dz(tk)> o

0
die konvergente Folge Jk = X(ty)d mit Grenzwert Xd fiir t, — to+. Da fir diese
dFQ(tr)dy = d" X7 (tx)Q(tr) X (tx)d — dT XTUd(ty — to+) beschriinkt ist, ist nach
Lisr
0
bedingung die Gleichheit. Folglich impliziert jede konvergente Folge dy, — d(k — o0)
mit beschriinktem df Q(t;,)dy fiir eine von rechts gegen ty konvergente Folge, dass

Ir><r 0
dEImT( 0 0

beschrénkt ist, besitzt d die Gestalt d =T (5) mit einem ¢ € R". Betrachte nun

obiger Uberlegung ist also ImX C Im7T 8> Ferner folgt aufgrund der Rang-

) = ImX. Hieraus ergibt sich die Behauptung. U
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Bemerkung 4.2.
Es ergibt sich ein entsprechendes Resultat, wenn man den linksseitigen Grenzwert
betrachtet, d.h. unter Voraussetzungen analog zu denen des vorigen Satzes, wobei
wir das halboffene Intervall [ty — ¢,t) und entsprechend den Grenzwert t — to—
betrachten, gilt

lim d*Q(t)d = —oo fiir alle d ¢ ImX.

t—to—

Korollar 4.3.
Es sei (A, B) steuerbar und (X, U;), (X, Us) normalisierte konjugierte Basen von
(H), so dass X5(ty) regulér fiir ein gegebenes tq € Z ist. Dann gilt

lim d"{—X['X,}(t)d = oo fiir alle d ¢ ImX7{ (to).

t—to+

Beweis
Wir benutzen den Grenzwertsatz, Satz 4.1., mit X (¢) = —X{(¢) und U(t) = XI'(t).
Die Voraussetzungen des Grenzwertsatzes sind erfiillt, denn es gilt:

- {X XTI} (t) = —{ X, X[ }(¢) fiir alle t € Z, insbesondere auch fiir o, nach Pro-
position 2.11.

- —XT(t) = —XT(tg), XL (t) — XTI (to)(t — to+) aufgrund der Stetigkeit in .
- I'g(Xl(t(]),XQ(to)) =n, da Xg(t0> reguléir ist.

- Es gibt ein € > 0 so, dass X;(t) reguldr ist fir ¢ € (to, ¢ + €]. Ist ndmlich X (t¢)
singulér, so ist der fokale Punkt von X (#y) nach Satz 3.4. isoliert. Andernfalls
sagt dieses Korollar nichts aus.

Mit dem Grenzwertsatz folgt nun unmittelbar die Behauptung, da {UX'}(t) =
{(X~HTUT}(t), sofern {XTU}(t) symmetrisch ist. O
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5 Die Picone-Identitat

Um eine hinreichende Bedingung fiir die Positivitdt und die Nichtnegativitiat des
quadratischen Funktionales F ermitteln, werden wir in diesem Abschnitt das Funk-
tional F nach unten abschéitzen. Betrachtet man den Integranden von Fy(z), so
siecht man unmittelbar den Zusammenhang zur nachstehenden Picone-Identitat. Es
gilt ndmlich

Fola) = F(t,2(t)]) + / (B2} () dt

mit den Bezeichnungen des nachstehenden Satzes, wie sich im Beweis der Sétze 6.2.
und 6.3. ergeben wird. Auch dieser Satz findet seinen Ursprung in der Variations-
rechnung, wie man in [[4], Chapter 1.3] nachlesen kann.

Satz 5.1. (Picone-Identitit)

Es sei x zuldssig und (X7, U;), (X2, Us) normalisierte konjugierte Basen von (H),
fiir die X7 regulér auf einem nicht-entarteten Teilintervall Z; C Z ist. Dann gilt fiir
t € I, fiir die z(t) differenzierbar ist, und o € R™

d T T T
F(t2(0) = {2 Cx + u"Bu — 2" B2}(1),

wobei die Funktionen z(¢) und F'(¢,x) gegeben sind durch

A1) = u(t) - L)X (Bt — (X (Ha
Ft,z) = 2"U(0O)X )z + 227 X H)r — o7 X7 H ) Xo(t)a.

Beweis
Wir folgen dem Beweis von [[4], Theorem 1.2.1] und evaluieren unter Weglassen der
Variablen ¢ und mit Proposition 2.11. und Lemma A.5.

LLTU X e}y = (Az+ Bu)"U X '+ 2T(CXy — ATU ) X e
—2TU XN (AX, + BU) X o + 27U X H(Ax + Bu)
= 2T(C - U X{'BU XY +u"BU X o + 27U, X[ ' Bu
= 2TCx +u'Bu — (u — Uy X;'2)TB(u — U, X, ')

420" X e — aT X' Xoa} = =207 X7 H(AXy + BU) Xy o + 207 X (Az + Bu)
+aT X7 HAX, + BU) X Xoa — oP X[ HAX, + BUy)a
= 22" X[ 'BU X 'w + 20" X Bu + o X BUL X P Xga — o X BUa
20" X 'B(u — Uy X '2) + o " X B(ULX T X — Us)a
207X 'B(u — Uy X '2) + o X B(XTHT(XTULX T X — XTU)a
20" X7 'B(u — Uy X ') + o X' B(XTH T (U Xy — XTUS)a
= 2" X 'Bu— U X, 'w) — " X' B(XT Y a

Die Addition der beiden obigen Terme ergibt die Behauptung. 0
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In den Vorbetrachtungen zu diesem Abschnitt haben wir festgestellt, dass wir das
Funktional F(z) mittels der Picone-Identitét nach unten abschétzen kénnen, sofern
die matrixwertige Funktion X (¢) der normalisierten konjugierten Basen (X, U;),
(X2, Us) von (H) regulér ist. Wir werden aber sehen, dass gerade der Fall interessant
ist, wenn X (¢) am Rand des betrachteten Intervalls Z singulér ist. Das folgende Ko-
rollar sichert aber zumindest die Existenz des Grenzwertes der Funktion F' aus dem
Satz der Picone-Identitdt mit von ¢ abhéngigem « an den Stellen, an denen X (%)
singulér ist.

Korollar 5.2.

Es sei (A, B) steuerbar auf Z, (X1, Uy), (X2, Us) seien normalisierte konjugierte Basen
von (H) und z(t) eine auf Z stetige Funktion mit x(¢) € ImX;(¢) fiir ¢t € Z. Ferner
sei tg € Z. Dann gilt mit

F(t,z(t) = {2"U X[z +2a" X[z — o" X[ X0} (t) und
a(t) = X[ (B)U(to)X](to)z(to) — UL ()(1),

dass
lim F(t,x(t)) = 27 (to) Uy (to) X (to)x(to) und lim a(t) = 0.

t—to t—to

Beweis

Aufgrund der Voraussetzung, dass (A, B) steuerbar auf Z ist, sind nach Satz 3.4. die
fokalen Punkte von X (¢) in Z isoliert. Da ferner die Ableitung von z(t) bis auf endlich
viele Punkte in 7 existiert, gibt es eine punktierte Umgebung um ¢y, d.h. ohne tg,
auf der X (t) reguldr und z(t) differenzierbar ist. Also ist Satz 5.1. anwendbar. Die
Funktionen X (t), Uy(t), Xa(t), Us(t) und x(t) sind absolut stetig auf Z. Allerdings
ist X|(t) unstetig in allen ¢ € Z, in denen X (t) singulér ist. Durch die Wahl von
a(t) werden wir aber genau solche Terme eliminieren.

Wir verifizieren die Behauptung unter Anwendung von Proposition 2.11. und der
Voraussetzung, dass x(t) € ImX (¢) fir t € Z, wobei wir wie im vorangegangenen
Satz den Parameter ¢ weglassen wollen:

F(,z() = 27U XTz + 227 (t0) (XD T (to) UL (t) X1 XT2 — 227U X2

— 2T (to) (X)) (o)UY (t0) X1 X[ Xo XTUx (1) X (t0) 2 (fo)
— 2T XTXoUT 2 + 22T U XT X XTU, (1) X T (20) (o)

= — ZTUXTX U 2 + 227 (t) (X)) (t0)UT (o)
— " (to) (X)) (o) UT (to) X1 X3 Us (t0) X{ (to) (to)
+ 227U XT X XTUL () X (80) 2 (o)

= — 2TUUT 2 + 227 (to) (X)) T (t0)UT (to)
— 2" (to) (X)) (o) UT (to) X1 X3 Us (t0) X{ (to) (to)
+ 227U XT U, (t6) X (t0) 2 (t0)-
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Nach Voraussetzung ist z(t) stetig an to und damit ist der letzte Ausdruck ist stetig
an ty und es gilt bei Weglassen des gemeinsamen Parameters t

lim F(t,z(t)) = 27 (-U,UF + 20, X] — U, XTU XT + 20, XTU X

t—to

= xTUleTx.

Die Behauptung fiir den Grenzwert von «(t) folgt unmittelbar mit der Definition
einer konjugierten Basis. 0
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6 Hauptsitze zur Definitheit quadratischer
Funktionale

Es gelten in diesem zentralen Abschnitt wie bisher (1) und (2). Wir betrachten nun
eine spezielle konjugierte Basis (X, U,) des Hamilton Systems, fiir die gilt

X,(a) = Ry, R'U,(a) = —RIS,R,. (4)

Proposition 6.1.
Es gibt eine konjugierte Basis (X,,U,) von (H), die den Anfangsbedingungen (4)
genigt.

Beweis
Es sei (X,U) eine n x n-matrixwertige Losung des Hamilton Systems (H) zu den
Anfangswerten X,(a) = R,,U,(a) = =S, R, + S, wobei

RTS =0, rg(RY,57) = n.

Ein solches S existiert nach Lemma 2.9.
Dann gilt

1g(X, (a), U () = rg(Ry, —R; Sy + S) = 1g(R},57) = n
und mit der Symmetrie von S,
XM(@)U,(a) — UL (a)X,(a) = —RTS,R, + RTS + RI'STR, — STR, = 0.

Nach Proposition 2.6. ist ein solches (X, U) eine konjugierte Basis. U

Wir haben nun die nétigen Vorbereitungen getroffen um die Sétze zur Charakteri-
sierung der Positivitdt und Nichtnegativitdt des quadratischen Funktionales F zu
beweisen. Da der Beweis des hinreichenden Teils bei beiden Sétzen sehr dhnlich
verlauft, werden wir diesen Teil der beiden Beweise zusammenfassen. Anschliefend
werden wir jedoch zunéchst die notwendigen Bedingungen der Positivitdt getrennt
beweisen, da wir im Fall der Nichtnegativitéit auf diesen zuriickgreifen mochten.

Satz 6.2. (Positivitit)

Es sei (A, B) steuerbar auf Z und (X,,U,) sei eine spezielle konjugierte Basis des
Hamilton Systems (H), die den Anfangsbedingungen (4) geniigt. Dann ist F genau
dann positiv definit, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i) B(t) >0 auf Z.
(i) X,(t) ist regulér fiir alle ¢ € (a, b].

(iii) RI{Sy + Uy (b) X, (b)} Ry ist positiv definit auf ImR] .
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Satz 6.3. (Nichtnegativitét)

Es sei (A, B) steuerbar auf Z und (X,,U,) sei eine spezielle konjugierte Basis des
Hamilton Systems (H), die den Anfangsbedingungen (4) geniigt. Dann ist F genau
dann nichtnegativ definit, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i*) B(t) > 0 auf 7.
( 3k

) Xa(t) ist regular fiir alle ¢ € (a, b).
(iii*) RI{Sy + U,(b)X1(b)} Ry ist nichtnegativ definit.
)

(iv*) ImR, C ImX,(b).

Beweis der Sitze 6.2. und 6.3.

Zunéchst werden wir zeigen, dass die Bedingungen (i*)-(iv*) hinreichend fiir die
Nichtnegativitdt und die Bedingungen (i)-(iii) hinreichend fiir die Positivitéit eines
quadratischen Funktionales sind.

Es gelten die Bedingungen (i*)-(iv*) und x sei zuldssig mit

z(a) = Rycq, x(b) = Rypcp

fiir gewisse ¢4, ¢, € R™. Wir benutzen Korollar 5.2. fir X; = X,,U; = U, und
einer konjugierten Basis (X3, Usy) von (H), so dass (X,,U,), (X2, Us) normalisierte
konjugierte Basen von (H) bilden,

aq(e) = XT(a+e)Uu(a) X[ (a)x(a) — UL (a+ ¢)x(a + ¢),
ay(e) = X1 (b= e)Ua(b) X (b)a(b) — UT (b — e)a(b—¢)

a

und einem hinreichend kleinem ¢ > 0, wobei wegen (ii*), (iv*) und (4)
z(t) € ImX,(t) fiir alle t € Z = [a, b] gilt. Ferner benutzen wir die Picone-Identitat,
Satz 5.1., mit dem in diesem Satz definierten F'(,z(t)), obigen normalisierten kon-
jugierten Basen und

Zea(t) = u(t) = Ua(t) X (D2(t) — (X7 (Haw(e)

a

—  2(t) = u(t) = U)X, M (t)x(t) fir e — 0+, v € {a,b}

a

Dann gilt mit beliebigem 7 € (a,b) und fiir alle hinreichend kleinen § > 0 nach oben
zitiertem Satz, Korollar 5.2. und wegen (i*):

Fo(z) = fb{xTC:c + u? Bu}(t) dt

lim | fT {2TCx + u"Bu}(t)dt + bfa{xTC'x + u? Bul}(t) dt]

e—0+ ate

. T T i T
Tim ([ {0, Beea () dt + Pt () 7+

JU T, By ) (1) dt + F(t x(t)) 2]

?:{zTBz}(t) dt + {aTUXi2}(b) — {&TU. X1z} (a)
{2TU, X2} (b) — {2TU, Xz} (a).

v

v
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Damit folgt

F(x) Fo(z) + 27 (b)Spx(b) — 27 (a)S,z(a)
(27U, X2} (b) — {27 U, X[z} (a) + 27 (b)Spx(b) — 27 (a)S,2(a)
= 2" (O){Sy + Ua(0) X} (0)}a(b) — ez {X (@)Ua(a) + Ry SaRa}ca

> 0 nach (iii*) und (4).

v

Damit haben wir nun also die hinreichende Bedingung fiir die Nichtnegativitét eines
quadratischen Funktionales gezeigt.

Gelten nun die Bedingungen (i)-(iii), so folgt aus diesen unmittelbar die Bedingungen
(i*)-(iv*) und damit F(x) > 0, wobei wir die Folgerung (iii) = (iii*) kurz erldutern
mochten. Es ist

RIS, + U, (b) X1 (b)} Rye > 0 fiir alle ¢ € ImR]\{0}
& RIS, + U, (b) X1 (b)} Rye > 0 fiir alle ¢ € R™ mit Ryc # 0,

denn mit R" = ImR] @ ker R, gibt es fiir alle ¢ € R" Vektoren d,c? € R" mit
¢ = Rld+d und Ryd = 0. Dann ist Ryc # 0 < RyRd # 0 < R]d # 0. Damit folgt
obige Aquivalenz und auch (iii*).

Ist F(z) = 0, so folgt aus der Abschiitzung oben, dass 2T (b){S, + U, (b) X (b) } (D)
= 0 und damit wegen der Bedingung (iii) z(b) = 0. Da die obige Abschétzung fiir
alle hinreichend kleinen ¢ > 0 gilt, ist iiberdies Bz = 0 und damit Bu = Bwv fiir
v =U,X 'z, wobei (z,v) das Hamilton System mit 0 = z(b) = v(b) 1ést. Mit dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Satz A.3., folgt somit x(t) = 0 auf Z. Dies ergibt
die hinreichende Bedingung fiir die Positivitét eines quadratischen Funktionales.

Die Notwendigkeit der Bedingung (i), bzw. (i*), ergibt sich unmittelbar aus Satz
1.3. Da wir im weiteren Verlauf dieses Beweises die Nichtnegativitat auf den Fall
der Positivitéat zuriickfithren werden, wollen wir zundchst den notwendigen Teil von
Satz 6.2. getrennt beweisen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass es nach Satz 3.4. ein
e > 0 gibt, fiir das

X, (t) regulér fiir alle t € (a,a + ¢) ist. (*)
Zu (ii):

Es sei angenommen, es gébe ein t € (a,b] mit X,(¢y)c = 0 fiir ein ¢ € R™\{0}.
Setze nun

_ Xa(t)e, te€[a,tg]
o) = { 0, t € (to, b,
o Uu(t)e, t € [a,to
u(t) = { 0, t € (to, ).

Dann ist = zulédssig und mit (*) gilt z(¢) # 0 fiir t € (a, a+¢) wegen der Regularitét
von X,(t), so dass x(t) # 0 auf Z.
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Mittels partieller Integration folgt wie in Bemerkung 2.2.(ii)

Fla) = a"ulg — 2" (a)Sux(a)
= —2'(a)u(a) — 27 (a)S,z(a)
= —CTXg(a)Ua(a)c —c"RIS,R,c
= 0,

ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

Zu (iii):
Sei nun also X, (t) regulir auf (a,b], aber angenommen R {S, + U,(b) X, *(b)} Rs
ist nicht positiv definit auf ImR?, d.h. es gibt ein ¢ € ImR! mit

RISy + Uy (b) X, 1 (b)} Rye < 0 und d := Ryc # 0.

Betrachte die Losung

Dann gilt dhnlich wie oben:

Flz) = z"ull + 27 (b)Syx(b) —
= 2T (B)u(d) — 2" (a)u(a) + :cT<> £(b) — " (a) S, (a)
= 2" (b)u(b) + " (0)Syz (D)
= TRT{Sb+U(b) (B} Rye <0,

ein Widerspruch. Demnach haben wir die Notwendigkeit der Bedingungen (i) - (iii)
gezeigt.

Wir fahren nun mit dem Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen (ii*)-(iv*) fort.
Dabei betrachten wir eine konjugierte Basis (X,,U,) von (H)), fir die gilt

Xa(a,N) = Xo(a) und Uy(a, ) = U,(a) fiir alle A € R.

Zu (ii*):
Es sei angenommen, es gébe ein ty € (a,b), so dass X,(t9) = X, (to,0) singulér ist.
Wegen F(z) > 0ist F(z, A) > 0 fiir alle A < 0 nach Lemma 2.15. Daher ist X,(t, )
regulér fiir alle A < 0 und t € (a, b] nach Satz 6.2.
Wir betrachten

H(t, ) == =X, (t, ) X.(t, \)

mit einer konjugierten Basis (X, U,) von (H,) so, dass (X,, U,), (X, Us) normali-
sierte konjugierte Basen von (Hy) bilden, und dass X, (o, 0) regulér ist. Die Existenz
einer solchen konjugierten Basis ist nach Proposition 2.13. gewéhrleistet.

Setze nun A\ := —1 und

¢ :=d" H(ty,—1)d mit einem d ¢ ImX” (¢,,0).
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Da (A, B) steuerbar auf Z und damit nach Satz 3.4. die fokalen Punkte von X,(¢,0)
in t isoliert sind, gibt es ein € > 0 so, dass tg+¢ < b und X,(t,0) regulér ist fir alle
t € (to,to + €|, d.h. H existiert auf

J = ([to, to + €] x [=1,0])\{(t0, 0)}-

Nach den Propositionen 2.19. und 3.2. ist H(¢,A) monoton fallend in den beiden
Parametern ¢ und A und damit

d"H(t,\)d < c fiir alle (t,\) € J.
Da nach dem Korollar zum Grenzwertsatz, Korollar 4.3., jedoch

lim d"H(t,0)d = +oo,

t—to+
folgt aufgrund der Stetigkeit von H aut J ein Widerspruch, denn dann miisste es
ein t € (tg, ty + €] geben mit d” H(t,0)d > 2c.

Zu (iv*):
Es sei angenommen es gibe ein d € ImR,, so, dass d € ImX,(b,0) ist. Mit der
Bemerkung zum Grenzwertsatz, Bemerkung 4.2., folgt nun

d"{ Sy + U,(b, )X (b, \)}d — —oco(A — 0-),

wobei der Grenzwertsatz anwendbar ist, da nach Proposition 2.19. {U, X, '}(t, )
monoton fallend in A ist und aufgrund der der Stetigkeit in A nach Lemma 2.17. We-
gen letztere gibt es ein € > 0, so dass F(x, A) % 0 fiir —e < A < 0. Dies ist jedoch ein
Widerspruch dazu, dass aus F(x) > 0 die Positivitéit von F(z, A) folgt, Lemma 2.15.

Zu (iii*):

Es sei angenommen, es gibe ein d = X, b)c € ImR, mit
dT{Sy + U,(b)X1(b)}d < 0. Setze (x(t),u(t)) = (Xa(t), Ua(t))c.

Dann ist x zuldssig und es gilt

F(z) = 2%ul’ + 27 (b)Syz(b) — 27 (a) Sz (a)
= S, + Ua(b) X (b)}d < 0,

ein Widerspruch. O

Bemerkung 6.4.

(i) Ist die matrixwertige Funktion B(t) positiv definit auf Z, so tritt das quadrati-
sche Funktional F mit der Kontrollfunktion u = B~!(#— Az) in der klassischen
Variationsrechnung auf. In diesem Fall sagt man, dass das zu untersuchende
Extremal die verschdirfte Legendre Bedingung erfiillt. Siehe hierzu [[4] Lemma
8.2.4].
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(i)

(iii)

(iv)

Im Beweis der Positivitéit haben wir die Steuerbarkeit von (A, B) auf Z lediglich
dahingehend verwendet, um zu zeigen, dass X () reguldr auf einem Bereich
(a,a+¢€] mit einem € > 0 ist (beachte, dass wir in diesem Beweis die geforderte
Steuerbarkeit des Korollars 5.2. ebenfalls lediglich dahingehend verwenden). Ist
R, = X(a) reguldr, so bendtigen wir nach Lemma A.8. die Steuerbarkeit fiir
die Positivitdat nicht. In dem Fall der Nichtnegativitit wird jedoch in unserem
Beweis die Steuerbarkeit benotigt.

Ist R, = 0, d.h. z(b) = 0, so sind die Bedingungen (iii), (iii*) und (iv*) stets
erfiillt. In diesem Fall vereinfachen sich also die Sétze zur Positivitédt und Nicht-
negativitét. Ist zusétzlich R, = I, so benttigen wir nach (ii) die Steuerbarkeit
nicht und Satz 6.2. stimmt mit [[6], Chapter VII, Theorem 6.2] iiberein.

Das Lemma 2.9. und Proposition 6.1. geben eine Konstruktion der speziel-
len konjugierten Basis (X,,U,) an, so dass die Sitze zur Definitheit des qua-
dratischen Funktionales F nicht nur theoretischen, sondern auch praktischen
Nutzen haben.
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A Hilfsmittel

Definition A.1.
Eine auf einem Intervall Z = [a, b] definierte reelle Funktion f ist absolut stetig auf
Z, wenn es zu jedem e > 0 eine Zahl § > 0 existiert, so dass

S OIf(B) = flaw) <€

fiir jedes n und jedes disjunkte System von Segmenten (avy, 31), ..., (n, 5,) aus Z
gilt, deren Lingen der Ungleichung

n

Z(ﬁu - au) < 5

v=1

genligen.

Satz A.2.
Wenn f eine reelle auf Z = [a, b] absolut stetige Funktion ist, dann ist f in fast allen
Punkten von Z differenzierbar und

£(t) — fla) = / Fe)de, a<t<b

Beweis
Siehe [[7], Satz 7.20]. O

Satz A.3. (Existenz- und Eindeutigkeit von Systemen linearer Differen-
tialgleichungen)

Es seien A(t) € R™™ und b(t) € R™ stiickweise stetige Funktionen auf Z = [a, b].
Dann besitzt das System linearer Differentialgleichungen

T = A(t)x + b(t), x(ty) = o fir ein tp € Z
eine eindeutige absolut stetige Losung x(t) € R™ auf Z.

Beweis

Betrachte zunéchst den Fall, dass A(t) und b(t) stetige Funktionen sind. Dieser Fall
ist wohlbekannt und daher mochten wir auf den Beweis in [[6], Chapter I, Theorem
5.1] verweisen. Die dort bendétigte Lipschitz Bedingung ist aufgrund der Linearitét
erfiillt, welche wir mit den Bezeichnungen des Buches [6] kurz nachrechnen mochten:

A (z —y)|| < ||A|lllz — || fiir alle ¢ € Z und allen stetigen Funktionen y, z.
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Da eine stiickweise stetige Funktion auf einem kompakten Definitionsbereich be-
schrénkt ist, folgt die Endlichkeit von ||A|| und damit die Behauptung fiir den ste-
tigen Fall.

Seien nun A(t) und b(t) stiickweise stetig fiir ¢ € Z, so gibt es eine Partition
a =1t <t <...<t,=>bm €N, sodass A(t) und b(t) stetige Funktionen

auf dem offenen Intervall (f,_1,t,),v = 1,...,m sind und daher zu stetigen Funk-
tionen auf dem kompakten Intervall [t,_q,t,] ergénzt werden konnen. Nach dem
obigen stetigem Fall gibt es also in jedem Teilintervall [¢,_q,t,],v = 1,...,m, eine

eindeutige stetige Funktion x(t) mit
T=At)x +b(t),z(t,—1) = z,_1,

wobei wir z, := x(t,) setzen. Die so gewonnene Funktion erfiillt die Behauptung.
O

Lemma A.4. (Variation der Konstanten)

Es sei Z = [a,b] ein nicht-entartetes Intervall, A(t) € Cs(Z),x eine absolut stetige
Funktion auf Z und & eine beliebige Fundamentalmatrix von & = A(t)z, t € Z.
Dann ist die Losung der Differentialgleichung

T = A(t)l’ + b(t),l’(to) = Xy, tel

fiir ein ty € Z gegeben durch
t
x(t) = @(t)@(to)1x0+/c1>(t)<1>(s)1b(s) ds, t € R.

to
Beweis
Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation:

t
W) = B)D(t) e + B(1) / B(s) " b(s) ds + D()B(1)"b(t)

= A@Q)P()D(to) txo + A(t)D(2) /t ®(s)"'b(s) ds + b(t)
= A(t)z(t) + b(t). 0

Ferner gilt x(ty) = x¢. Damit ergibt sich aus Satz A.3. die Behauptung. OJ

Lemma A.5.
Es sei X(t) € R™" reguliir und differenzierbar fiir ¢ € Z. Dann ist X ~!(¢) fiir t € T
differenzierbar und es gilt:

d

XD = —X T OX(OX ().
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Beweis
Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz gilt

) x11(t) ’ a:“f(t)

det X (¢)

Xt = (=1)"* det

T (t) } et

und damit ist X ! differenzierbar fiir ¢ € 7 nach den Differentiationsregeln.
Ferner gilt:

d d - d
0=—I=—XOX'(t)=Xt)X" XH)—=X"'().
1= ZXOXTH0) = XOXTH(1) + X ()2 X (1)
Hieraus ergibt sich die Behauptung. 0
Satz A.6.
Gegeben sei eine reelle und symmetrische n x n-Matrix @ mit (reellwertigen) Ei-
genwerten i1, ..., u, und zugehorigen Eigenvektoren si,...,s,. Sei v € {1,...,n}
und S der von sq,...,s, aufgespannte Untervektorraum von R”. Ferner bezeichne
T
R(d) = % fir d € R"\{0} der Rayleigh-Quotient von Q und V ein Untervektor-
raum des R"™ der angegebenen Dimension v.
Dann gilt:
(i) pp = max{R(d)|d € S\{0}}, falls 1 < ... < .
(ii) p = d_m‘i/ri max{R(d)|d € V\{0}}, falls p1 < ... < .
(iii) |py| =  max mln{H‘%ﬁ” |d € VA\{0}}, falls |pa] < ... < |pn)-

dim V=n—v+1

(iv) |p| = dm‘l/n max{ ”ﬁ;ll"”d e V\{0}}, falls |pa| < ... < |pnl-

Beweis
Die Teile (i),(ii),(iv) stehen direkt in [[4], Proposition 3.2.1] (siehe auch [2] und [9]),

und auch der Teil (iii) ergibt sich, da dieser dquivalent zu |u, | = nax min{ ””Qd‘ﬁu |d €

VA{0}}, falls [ua] = .. = [pn] ist. O

Korollar A.7.
Es sei @ eine reelle und symmetrische n x n-Matrix. Dann ist |u| < ||@Q] fir alle
Eigenwerte pu von Q.

Beweis
Nach Satz A.6. gilt fiir alle Eigenwerte p von Q:
dTQd elldr®
max = .
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Lemma A.8.

Ist eine auf einem Intervall Z stetige n x n-matrixwertige Funktion M (¢) regulér in
einem Punkt tg € Z, so gibt es ein € > 0, so dass M (t) regular auf dem Bereich
(to — e, to + ) ist.

Beweis

Da M (t) stetig auf Z ist, ist auch ihre Determinante auf Z stetig. Mit der Charakte-
risierung der Regularitat von M () iiber das Nicht-Verschwinden der Determinante
det M (t) # 0 folgt nun unmittelbar die Behauptung. O

Lemma A.9.
Zu jeder gegebenen quadratischen Matrix M € R™*"™ gibt es ein reelles a > 0 mit
|MTMc|| > a||Mc|| fiir alle ¢ € R".

Beweis

Die Matrix MTM ist reell und symmetrisch und demzufolge sind ihre Eigenwerte
reell und es gibt zugehorige Eigenvektoren, die reell, linear unabhéngig und ortho-
gonal zueinander sind. Da M7” M zudem nichtnegativ definit ist, sind die Eigenwerte
[, ..., i, nichtnegativ, wobei wir mit p, > 0 fir v = 1,...,r = rgMT M die positi-

ven und mit pu, = 0 fiir v = r+1, ..., n die Eigenwerte bezeichnen, die Null sind. Mit

a = min{uy, ..., i} bezeichnen wir den kleinsten positiven Eigenwert von M7 M.

Es seien ¢, Eigenvektoren zum Eigenwert p,,, d.h. MTMc, = p,c,,v =1,...,n, mit

llc1]l = ... =||en|] = 1, so dass ¢4, . . ., ¢, eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Jeder

Vektor ¢ € R findet damit eine Darstellung ¢ = ) (,¢,. Betrachten wir den Vektor
v=1

B=(B,-..,3.)7, so stellen wir aufgrund der Orthonormalitét der c,,v =1,...,n,

fest, dass ||c|| = ||3|| und
T n 1
IMTMel| = 1Y Bl =Y wBil7 > allBll = alell.
v=1 v=1

Wir folgern unmittelbar

M
jzel < el < P yarmarey

a
[[M]]

und mit o = die Behauptung. ([l
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