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4. Endliche Ko6rper und Kreisteilungskoérper
4.1. Einheitswurzeln und Kreisteilungskoérper
DEFINITION 4.1.1

Sei K ein Korper und n € N. Ein Zerfillungskérper des Polynoms X" — 1 iiber K wird mit K ()
bezeichnet und n-ter Kreisteilungskorper iiber K genannt. Die Nullstellen von X™ — 1 heiflen die

n-ten Einheitswurzeln von K, und ihre Menge wird mit E(™ bezeichnet. Wenn K = K™ ist sagt
man, dass K alle n-ten Einheitswurzeln enthalt.

BEISPIEL 4.1.1
Zu jedem n € N enthélt C die n-ten Einheitswurzeln. Durch sie wird die Peripherie des Einheitskreises
in n Stiicke gleicher Linge geteilt, daher der Name , Kreisteilungskorper*.

BEISPIEL 4.1.2

Ein beliebiger Kérper K enthilt stets die zweiten Einheitswurzeln, ndmlich 1 und —1.

Fiir das Weitere denken wir uns zu K und n einen Kreisteilungskorper K () stets fest gew#hlt. Ist m|n,
so sind offenbar alle m-ten Einheitswurzeln auch n-te Einheitswurzeln und damit in & () enthalten.
Um auch den Fall char(K) = p mit p Primzahl behandeln zu kénnen, betrachten wir einen speziellen
Monomorphismus in solchen Kérpern. Im Hinblick auf spétere Anwendungen dehnen wir den Begriff
der Charakteristik auf beliebige Ringe aus:

DEFINITION 4.1.2
Die Charakteristik char(R) eines Rings R ist die kleinste natiirliche Zahl n, so dass fiir 1 € R die n-
fache Summe 1+ ---+1 im Ring R die Null ergibt. Falls es kein solches n gibt setzt man char(R) = 0.

BEMERKUNG 4.1.1
Man sieht leicht, dass Definition 4.1.2 die Definition 3.1.3 (R ist ein Korper) als Spezialfall enthélt.

SATz 4.1.1
Es sei R ein Integritdtsring, dann gilt:

(a) Die Charakteristik von R ist O oder eine Primzahl p.
(b) Ist char(R) = p # 0, so ist die Abbildung

(b:{R_) R

a +— aP
ein Ringmonomorphismus. Ist R ein Kérper, so ist ¢(R) ein Unterkdrper von R.
BEWEIS
Teil a) wird bewiesen wie die entsprechende Aussage fiir Koérper in Satz 3.1.1. Zu b): Fiir j € Z und

a € R sei j-a das Element ®(5) - a mit dem Ringhomomorphismus ® : Z — R aus Satz 3.1.1. In jedem
kommutativen Ring R lédsst sich durch vollsténdige Induktion der binomische Lehrsatz beweisen:

(a+b)" = i (n) a®b" % mit a,b € R, n € N.

= k
Insbesondere gilt fiir a,b € R mit n = p:
p—1 P
Po— P E( kpp—k
(a+10) a+k_1(k>abp + b7

Fir 1 <k <p—1ist jedoch




durch p teilbar, also Null in R. Es folgt (a + b)? = aP + bP. Zusammen mit (ab)? = aPbP folgt die
Relationstreue von ¢. Wegen der Integritét von R gilt a? = 0 < a = 0, d. h. es ist Ker(¢) = {0},
und ¢ ist ein Monomorphismus. Ist R ein Korper, so folgt ebenso, dass ¢(R) ein Unterkérper von K
ist. ([

SATZ 4.1.2
Es sei p = char(K) und n € N beliebig:

(1) Gilt p|n, also n = mp' mit m,l € N und p | m, so ist jede n-te Einheitswurzel in K eine m-te.
(2) Gilt pfn, so ist EM mit der Multiplikation in K™ eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

BEWEIS

Zu 1): Es ist p eine Primzahl. Nach Satz 4.1.1 ist die Abbildung ¢ : K — K, a — a? als I-te Potenz von
¢ : a+ aP ein Ringmonomorphismus, d. h. injektiv. Fiir ¢ € E™ gilt ¢({™) = (Cm)pl =1g =Y(1),
was nur fiir ("™ = 1x moglich ist. Zu 2): X™ — 1 und seine formale Ableitung nX"~! sind wegen pfn
teilerfremd. Nach Satz 3.5.1 ist X™ — 1 separabel und besitzt im zugehérigen Zerfillungskorper K (™)
genau n verschiedene Nullstellen, d. h. [E™| = n. Mit ¢, € E™ folgt stets (¢n~ 1) = ¢"- (")~ = 1
und damit ¢n~! € EM™ . Da K ein Kérper ist hat fiir d € N die Gleichung 2% = 1 hchstens d Losungen
z € EM . Nach Satz 2.5.9 ist E(™ zyklisch. O

DEFINITION 4.1.3
Es sei n € N mit char(K) / n. Ein erzeugendes Element der zyklischen Gruppe E ™ heifit eine primitive
n-te Einheitswurzel {iber K.

SaTz 4.1.3
Es sein € N mit char(K) [ n. Dann gibt es genau p(n) verschiedene primitive n-te Einheitswurzeln.
Ist ¢, eine von ihnen, so sind die anderen gegeben durch (¥ mit 1 <k <n und ggT(n,k) = 1.

BEWEIS
Das folgt aus den Sétzen 4.1.2 und 2.5.8. O

DEFINITION 4.1.4
Es sei n € N mit char(K) fn und ¢, € K™ eine n-te primitive Einheitswurzel iiber K. Das Polynom
n
e (X) = J] (x-¢) e k™x]
=1
jm)=1

heiflt das n-te Kreisteilungspolynom tiiber K.

SATZ 4.1.4
Es sei P der Primkorper von K und n € N mit char(K) fn. Dann ist ®,(X) € P[X]. Ist P = Q, so
gilt sogar ®,(X) € Z[X].

BEWEIS
Es bezeichne E((ln) die Menge aller Elemente von E(™ der Ordnung d. Dann ist

E™ = | JEY

din

eine Partition von E(™. Wegen d|n enthilt E™ alle d-ten Einheitswurzeln, folglich ist Ec(ln) die Menge
der d-ten primitiven Einheitswurzeln aus E(. Daher gilt

B X"—1= J] &-w) =]] ] &X-w) = ]J]eux).

weE ™) dn wEEén) dln
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Wir beweisen nun die Behauptung des Satzes durch Induktion nach n. Fiir n =1 ist ®;(X) = X — 1.
Es sei n > 1 und die Behauptung fiir alle d < n bewiesen. Dann folgt (x) aus

O, (X)) f(X)=X"-1, f(X)= Il D,y(X)
d|
d#n

mit f(X) € P[X] nach Induktionsvoraussetzung (fiir P = Q sogar f(X) € Z[X]). Das Polynom ®,,(X)
kann aus X" — 1 und f(X) mittels , langer Division“gewonnen werden. Da der Divisor f(X) normiert
ist und seine Koeffizienten in P (fiir P = Q sogar in Z) liegen, sieht man, dass dies auch fiir alle in
der Division auftretenden Koeffizienten der Fall ist. O

BEISPIEL 4.1.3
Es sei K = Q und p eine Primzahl. Dann ist
XP—1

— 1+ X+ X24...20xp 1
~ 1 + X+ X+ 4

(I)p(X) =

Fiir n = 6 ist dagegen

X6 -1 X6 -1
6(X) = o1 (X)a(X)P3(X)  (X-DX +1)(XZ+X+1) X' —X+1.

LEMMA 4.1.5
Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper Q. Es seien f,h € R[X]| und f primitiv. Gilt f|h
in Q[X], dann auch f|h in R[X].

BEWEIS

Essei h(X) = f(X)g(X) mit f € R[X] und g € Q[X]. Dann gibt es ein vy € @, so dass v-¢g(X) € R[X]
und primitiv ist. Also y-h(X) = f(X)-(yg(X)). Damit ist v-h(X) € R[X] und nach Satz 2.4.6 (Gau$)
ist - h(X) primitiv, woraus v € R* folgt. Damit gilt h(X) = f(X) - (v !g(X)) mit v 1g(X) € R[X],
d. h. f|h in R[X]. O
SATZ 4.1.6

Fiir alle n € N ist das n-te Kreisteilungspolynom ®,,(X) dber dem Kérper Q irreduzibel in Q[X].

BEWEIS
Nach Lemma 2.4.7 geniigt es, die Irreduzibilitit von ®,(X) in Z[X] zu zeigen. Wir nehmen das
Gegenteil an: Es sei

(1) @u(X) = f(X)-9(X)
mit einem irreduziblen (und damit primitiven) f(X) € Z[X] und irgend einem ¢(X) € Z[X]. Es sei
¢n eine Nullstelle von f(X) in Q™ und p eine Primzahl mit p f n. Behauptung;

(2) (P ist ebenfalls Nullstelle von f(X) .
Wir nehmen wieder das Gegenteil an und setzen
X" -1 = f(X) e(X)
mit einem normierten ¢(X) € Z[X]. Dann ist ¢} Nullstelle von ¢(X), damit ¢,, Nullstelle des Polynoms
¢(XP). Nach Satz 3.2.2(b) gilt f(X)|c(XP) in Q[X], und wegen der Primitivitét von f(X) nach Lemma
4.1.5 sogar f(X)|c(XP) in Z[X], also
(3) (X)) = F(X)-h(X)
fir ein h(X) € Z[X]. Es sei Y eine Unbestimmte iiber F, = Z/pZ. Nach Definition 2.3.1 fiir den
Polynomring und Satz 2.3.1 lasst sich der Homomorphismus

b = 7 — Fp
a +— amodp
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fortsetzen zu einem Homomorphismus

_Jzix] - Fp[X]
V= {Zanj — > (a; mod p)Y’

Wir schreiben kurz a fiir @ mod p sowie f fiir ¥(f). Indem wir ¥ auf (1) und (3) anwenden, erhalten
wir

(V) = f(V)-g(Y) , e(¥?) = f(Y) M(Y).
Nach Satz 4.1.1(b) ist die Abbildung

FplY] = Fp[Y] , a(Y) —a(Y)”

ein Monomorphismus. Nach Satz 2.5.7(b) (,kleiner Fermat“) gilt auflerdem a” = a fiir alle a € F),
somit ¢(Y)P = ¢&(YP), womit in Verbindung mit (3) folgt:

(4) (@) = fF¥V)-h(Y).

Es sei nun b(Y) irgend ein irreduzibler Faktor von f(Y) in F,[Y]. Aus (4) folgt b(Y)|e(Y) in F,[Y],
und aus (1) und p > 2 folgt

b(Y)?[®n(Y) -
Wegen @,,(Y)|(Y™ — 1) folgt

(5) b(Y)?|(Y" -1).
Die formale Ableitung von Y™ — 1 ist jedoch nY™ ! wegen pfn ist 7 # 0, d. h. Y* — 1 und ay"™~!
sind in F,[Y] teilerfremd. Damit ist Y™ — 1 nach Satz 3.5.1 separabel und besitzt keine mehrfachen
Nullstellen im Kreisteilungskérper tiber F), im Widerspruch zu (5). Damit ist Behauptung (2) bewiesen:
¢h ist Nullstelle von f(X). Es sei nun 7 = ¢/* mit ggT(m,n) = 1 eine beliebige Nullstelle von ®,,(X)
in Q™. Es ist m = p; - -+ p, mit Primzahlen p; / n. Damit ist nach (2) auch ¢5' Nullstelle von f(X).
Sukzessive folgt, dass auch (¢h')P? Nullstelle ist, usw.. Schlieflich ist n = ¢5*""" Nullstelle von f(X).
Da 7 eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel ist folgt f(X) = ®,(X) und damit, dass ®,(X)
irreduzibel ist. U

DEFINITION 4.1.5

Fiir n € N und a € K bezeichne {/a irgend eine (jeweils fest gewiihlte) Nullstelle von X" — o in
einem Zerfillungskorper iiber K. Man nennt {/a eine n-te Wurzel von « iiber K, oder ein Radikal
vom Exponenten n iiber K. Ist X" — « irreduzibel in K[X], so heifit {/« irreduzibles Radikal iiber K.

Das Symbol {/« ist im allgemeinen mehrdeutig und muss daher bei der jeweiligen Anwendung fixiert
werden. Der néchste Satz gibt eine Aussage iiber das Ausmafl der Mehrdeutigkeit:

SATzZ 4.1.7

Es sei p = char(K) und o € K* = K — {0}. Fir einn € N sei n = k-p°® mit pfk falls p # 0
ist oder n = k fiir p = 0. Ferner sei L ein Zerfillungskorper von X™ — « diber K und /o € L fest
gewdhlt. Dann enthdlt L alle k-ten Einheitswurzeln, und simtliche verschiedenen n-ten Wurzeln von
a iiber K liegen in L und sind gegeben durch {/a - fir j = 0...k — 1, wobei ¢ eine primitive k-te
Einheitswurzel in L bezeichnet. Insbesondere ist L = K(/a, ().

BEWEIS
Es sei # = {/a. Da das Polynom f(X) = X" —a € K[X] in L[X] linear zerfillt, tut es auch

“Lf(BX) = X" -1

Nach Satz 4.1.2 sind die verschiedenen Nullstellen von X™ — 1 gegeben durch ¢/ mit j =0...k—1 (fiir
eine primitive k-te Einheitswurzel ¢ € L), die damit sdmtlich in L liegen. Folglich sind die Nullstellen
von f(X) die Elemente (3 - (7. O



4.2. Endliche Korper

SATZ 4.2.1
Es sei K ein endlicher Korper mit |K| = q Elementen, dann gilt:

(a) Es ist q eine Primzahlpotenz: ¢ = p"™ mit p,n € N und p Primzahl.
(b) Sei g = p™ eine beliebige Primzahlpotenz, dann gibt es bis auf Isomorphie genau einen Kéorper
mit ¢ Elementen.

Wir beweisen Satz 4.2.1 zusammen mit dem néchsten Satz. Vorher geben wir folgende

DEFINITION 4.2.1
Es sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz. Der nach Satz 4.2.1(b) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
endliche Kérper mit ¢ Elementen wird mit [F, bezeichnet.

SATZ 4.2.2
Esseiqg=p

n

eine Primzahlpotenz. Der Kérper Iy hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Fir den Primkorper P von F, gilt: P = F, = Z/pZ, und es ist char(F,) = p.

(b) Fy ist Zerfillungskorper des Polynoms X9 — X dber P und dessen Nullstellenmenge.

(c) Die Einheitengruppe Fy = F,—{0} ist eine zyklische Gruppe der Ordnung q— 1. Insbesondere
ist Fy ein (¢ — 1)-ter Kreisteilungskdrper iber seinem Primkérper Fy.

BEWEIS

Zu a): Es sei |[K| = p". Nach Satz 3.1.1 muss char(K) # 0 sein, da der Primkérper sonst isomorph zu
Q und damit |K| = oo wére. Also ist char(K) = p, und die Aussage a) ist in Satz 3.1.1(a) enthalten.
Wegen |K| < oo muss [K : P] =n < oo sein. Sei B = {z1,...,x,} eine Basis von K als P-Vektorraum,
so ist

n
K = Zaj:vj | a; € P
j=1

die eindeutige Darstellung aller Elemente von K bzgl. B, daraus folgt |K| = p™. Zu b): Nach Satz
1.7.3(c) ist X971 = 1 fiir alle 2 € K* da K* bzgl. der Multiplikation eine Gruppe der Ordnung ¢ — 1
bildet. Es sei f(X) = X?— X € P[X]. Dann ist f(x) = 0 fiir alle x € K, also

FX) = [[(x -2
zeK
Insbesondere ist K die Nullstellenmenge und ein Zerféllungskorper von f(X) iiber P. Da ein solcher
Zerfillungskorper nach Satz 3.4.3 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, ist auch K bereits durch
die Elementanzahl ¢ = p™ bis auf Isomorphie festgelegt. K ist auch der Zerfallungskorper von X971 —1
iiber P und somit ein (¢ — 1)-ter Kreisteilungskoérper. Der Rest von c¢) folgt aus Satz 4.1.2(b). ]



5. Galoistheorie
5.1. Der Satz vom primitiven Element

Wir geben in diesem Kapitel zunéchst eine ausfiihrliche Behandlung der Galoistheorie, die in der Vor-
lesung Algebra I nur angeschnitten werden konnte. Danach werden wir einige Anwendungen aufzeigen.
Als Voraussetzung brauchen wir den Satz vom primitiven Element.

DEFINITION 5.1.1
Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein o € L heifit primitives Element von L/K, falls L = K(«) ist.

SATZ 5.1.1 (Satz vom primitiven Element)
Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung mit L = K(aq, ..., o). Sind ag, . .., oy jeweils separabel
iber K, so ist L/K einfach. Speziell sind alle endlichen separablen Erweiterungen einfach.

BEWEIS

Ist K endlich, so ist L nach Satz 4.2.2(c) ein Kreisteilungskorper, nach Satz 4.1.2 ist L/ K dann einfach.
Wir kénnen also im Folgenden voraussetzen, dass L unendlich viele Elemente enthélt. Weiter gentigt
es, den Fall n = 2 zu behandeln, da der allgemeine Fall daraus durch Induktion nach n folgt. Es gentigt
also zu zeigen: Ist L = K(«, 3) algebraisch iiber K und ist [ separabel iiber K, so ist L/K einfach.
Es sei f(X) das Minimalpolynom von « iiber K sowie g(X) das Minimalpolynom von (. In einem
Zerfallungskorper Z von f(X) - g(X) iiber K liege der Zerfall

T S
FX) = T[X - o) 9(x) = [[(X - 5)
i=1 =1
mit den Konjugierten a; bzw. 8; und o = o bzw. 3 = (3; vor. Nach Voraussetzung ist 3; # ; fiir
2 < j < s. Die Gleichung
(o% +ﬁj.’E = o+ iz

hat fiir 1 < ¢ < r und 2 < j < s hochstens eine Losung © € K. Weil K unendlich viele Elemente
enthilt, gibt es ein ¢ € K mit

a; + fBjc # a1 + Bie
firalle 1 <i<rund 2 <j <s. Wirsetzen vy = a+ ¢ € L. Wegen ¢g(3) = 0 und f(y—¢8) =0
ist 3 eine gemeinsame Nullstelle von ¢g(X) und f(y — ¢X) € (K(v))[X]. Nach Wahl von ¢ ist § die

einzige gemeinsame Nullstelle dieser Polynome im Zerfallungskérper Z. Weil 8 nach Voraussetzung
eine einfache Nullstelle von g(X) ist, gilt

X-p= ggTZ[X](g(X)>f<’Y —cX)).

Wegen ¢g(X), f(y — ¢X) € K(v)[X] liegt auch der ggT in K(v)[X]. Somit ist § € K(v) und damit
auch o = v — ¢f. Folglich ist K(y) O L = K(a, ), woraus L = K(v) und damit die Einfachheit von
L/K mit dem primitiven Element v € L folgt. O

LEMMA 5.1.2
Es sei L/K eine separable Korpererweiterung, so dass deg(a) = [K(«) : K] < n ist fiir einn € N und
alle a € L. Dann ist [L : K] < n.

BEWEIS

Sei o € L beliebig mit deg(«) < n maximal. Angenommen L # K(«), dann gibt es ein 8 € L — K(«)
mit [K (o, §) : K] > [K(«) : K]. Da L aber separabel iiber K ist, gibt es ein primitives Element v € L,
das K(a, ) erzeugt. Wegen [K(«, ) : K| > [K(«) : K] ist dann deg(y) > deg(a) im Widerspruch
zur Wahl von «a. g



5.2. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Wir erinnern an die Definition der galoisschen Korpererweiterungen (Definition 3.3.5):

DEFINITION 5.2.1
Eine Korpererweiterung L/K heifit galoissch, wenn L¢ = K ist fiir eine endliche Untergruppe G <
G(L/K).

Wir erinnern an die Charakterisierung der galoisschen Erweiterungen (Satz 3.6.1) und geben jetzt
einen Beweis fiir diese Aussage.

SATZ 5.2.1
FEine Erweiterung L/ K ist genau dann galoissch, wenn sie endlich, normal und separabel ist.

BEWEIS

Hinrichtung: Es sei L/K endlich, normal und separabel sowie Z = L&( der zur vollen Auto-
morphismengruppe gehorende Fixkorper. Nach den Sétzen 3.2.1, 3.4.6 und 3.5.3 ist auch L/Z eine
Erweiterung, die endlich, normal und separabel ist. Nach Satz 3.5.5 gilt

L:K] = [GL/K)| = |G(L/2)| = [L:2].

Also ist Z = LEW/EK) = K und L/K galoissch. Riickrichtung: Es sei K = L¢ fiir eine endliche
Untergruppe G < G(L/K). Fiir a € L seien o1(w),...,0,(c) die verschiedenen Elemente der Menge
Goa={o(a) | o € G}. Wir betrachten das Polynom
(1) fX) = [[(X —0j(@) = X"+ a1 X" 4+ a1X +a9 € L[X].
j=1

L/K)

Mit jedem o € G ist auch Goa = {(0o01)(a),..., (0 00,)()}, da mit o; auch o o o; alle Elemente
von G durchlduft. Also ist

FOUX) = X"+ 0(an-1) X" 4 to(a) X +0(ag) = [[(X=0(o;() = [[(X —0j(a)) = f(X).
i=1 j=1

Daraus folgt o(a;) = a; fiir alle ¢ € G und die Koeffizienten von f(X), also a; € L%. Somit ist
f(X) € K[X], zudem ist f(X) ein separables Polynom mit f(a) = 0. Damit gilt m.(X)|f(X) fiir
das Minimalpolynom m(X) von « iiber K, d. h. auch das Minimalpolynom von « ist separabel. Da
a € L beliebig war, ist L separabel iiber L. Weiterhin gilt

[K(a) : K] = deg(ma(X)) < deg(f) < |G].

Nach Lemma 5.1.2 ist [L : K] < |G| und L/K eine endliche Erweiterung. Es sei g(X) € K[X]
irreduzibel und « € L sei eine Nullstelle von g(X) in L. Nach Satz 3.2.2 ist g(X) = ¢ - mqo(X) fir
ein ¢ € K und das Minimalpolynom m,(X) von « iiber K. Wie oben gezeigt, zerféllt mq,(X) und
damit g(X) vollstédndig in Linearfaktoren aus L[X]. Somit ist L/K nach Definition 3.4.3 eine normale
Erweiterung. Damit ist Satz 5.2.1 bewiesen. U

SATZ 5.2.2

Es sei L/K endlich und normal sowie Z ein Zwischenkdrper (L/Z/K ). Dazu sei M/L eine Erweite-
rung von L und o : Z — M ein K-Isomorphismus von Z. Dann ldsst sich o zu einem Automorphismus
von L fortsetzen. Insbesondere gilt o(Z) C L.

BEWEIS

Wir zeigen o(Z) C L. Dazu wéhlen wir ein beliebiges a € M und setzen g(X) = mq(X). Dann ist
auch o(a) eine Nullstelle von g(X). Wegen der Normalitét von L/K zerfillt g(X) in L[X] linear.
Folglich ist o(a) € L. Nach Satz 3.4.5 ist L Zerféllungskorper eines Polynoms f(X) € K[X] tiber K,
folglich auch Zerféllungskorper von f(X) iiber M sowie von f(X) iiber o(M). Daher gibt es nach Satz
3.4.4 einen Automorphismus von L, der o fortsetzt. O
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SATZ 5.2.3 (Charakterisierung normaler Korpererweiterungen)
Es sei L/K endlich und M /L eine Erweiterung von L, die iber K normal ist. Dann gilt: L ist normal
iiber K genau dann, wenn jeder K-Isomorphismus von L in M ein Automorphismus ist.

BEWEIS

Hinrichtung: Es sei L normal iiber K. Nach Satz 5.2.2 (fiir den Spezialfall M = L) ist jeder K-
Isomorphismus von L in M ein Automorphismus von L. Riickrichtung: Es sei g(X) ein normiertes und
irreduzibles Polynom in K[X|] mit einer Nullstelle o in L. Nach Satz 3.2.3(iii) gibt es endlich viele Ele-
mente v, ...,7% mit L = K(v1,...,7.). Da M iiber K normal ist, enthédlt M einen Zerfallungskorper
My von g(X) - m., (X)---m,, (X) iiber K. Sei 3 eine beliebige Nullstelle von g(X) in M. Nach Satz
3.3.1 existiert ein surjektiver K-Isomorphismus o : K(«a) — K(f) definiert durch o(«) = . Nach
Satz 5.2.2 ldsst sich o zu einem Automorphismus & von M fortsetzen. Die Restriktion &|z, ist ein K-
Isomorphismus von L in M, folglich (wegen der besonderen Eigenschaft von L) ein Automorphismus
von L. Insbesondere ist = 6(«) € L. Also zerfillt das beliebig gewéhlte g(X) schon linear in L, und
L ist normal iiber K. (I

SATZ 5.2.4 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Es sei L/K eine galoissche Erweiterung, dann gilt:

(a) Esist G=G(L/K) und |G(L/K)| =L : K]. L/K ist eine endliche Erweiterunyg.
(b) Die Abbildungen

{L/Z/K Zwischenk.} +— {U < G Untergruppe}
zZ — G(L/Z)
v — U

sind bijektiv und invers zueinander.
(c) Fliir jeden Zwischenkérper L/Z K gilt:
(i) L/Z ist galoissch,
(ii) Z/K galoissch < o(Z) = Z fir alleoc € G(L/K) < G(L/Z) < G(L/K) normal.
(d) Ist fiir einen Zwischenkérper L/Z /K die Erweiterung Z/K galoissch, so gilt

G(Z/K) 2 G(L/K)/G(L/Z) .
(e) Es sei L = K(a) einfach und H < G(L/K) so dass
[[X - ot@) = 3 gix°
ocH =0
gilt. Dann ist L™ = K(By,. .., Bm).

LEMMA 5.2.5
Es sei L/K galoissch und L/Z/K ein Zwischenkérper, dann ist G(L/o(Z)) = o o G(L/Z) o o~ ! fiir
alle 0 € G(L/K).

BEWEIS

Fir 7 € G(L/K) gilt:

T1€G(L)o(Z)) & 1(0(Z2)=0(Z) & (67 '10)(2) =2 & o re € G(L)Z) & T €oG(L)Z)o" .
U

BEWEIS DES HAUPTSATZES DER GALOISTHEORIE
Zunéchst c), Teil i): Nach den Sitzen 3.2.1, 3.4.6 und 3.5.3 ist L/Z endlich, normal und separabel,
nach Satz 5.2.1 ist L/Z galoissch. Teil ii): Es gilt

Z/K galoissch < Z/K endlich, normal, separabel
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nach Satz 5.2.1. Nach Satz 3.2.1 ist auch Z/K endlich. Aus Definition 3.5.4 folgt, dass mit L/K
auch Z/K separabel ist. Nach Satz 5.2.3 ist Z/K normal genau dann, wenn o(Z) = Z ist fiir alle
o € G(L/K). Es folgt

Vo e G(L/K): 0(Z)=Z & VYoeG(L/K): G(L/o(Z)) =G(L/Z) <525
Vo € G(L/K): G(L/Z)=00G(L/Z)o0™ ! & G(L/Z) <A G(L/K) .
Zu a): Nach Satz 3.5.5 ist
(1) [L: K] = |G(L/K)],
und nach dem Beweis von Satz 3.6.1 (Riickrichtung) ist L¢(/%) = K. Nach dem Satz vom primitiven
Element gibt es o € L mit L = K(a). Es sei L® = K fiir eine Untergruppe G < G(L/K). Dann gilt

[K(a) : K] = |G| nach dem Beweis von Satz 5.2.1. Mit (1) folgt G = G(L/K). Zu b): Es sei L/Z/K
ein Zwischenkorper, dann gilt:

aeZ = YoeG(L/Z): o(a) =a = ac PP = zc W2,
Es sei nun G < G(L/K) irgend eine Untergruppe, dann gilt
ceG = YaelY ogla)=a = ceGL/LY) = G<GL/LY).
Nach a) folgt
(2) [L:2] = |G(L/Z)] < |GL/LEHD)| = [L: LEHA)],
mit (1) also L¢(F/%) = Z. Nach a) folgt
[L: L) = |GL/LY)| == |G| = [L: L]

und damit G(L/LY) = G. Insgesamt folgt Teil b). Zu d): Wir definieren einen Homomorphismus
durch Restriktion:

» = G(L/K) — G(Z/K)
- o — olz
Dann ist Ker(y)) = {0 € G(L/K) | 0|z = idz} = G(L/Z). Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen
ist G(Z/K) 2 G(L/K)/G(L/Z). Teil e) ist eine leichte Ubungsaufgabe. O

SATZ 5.2.6
Es sei L/K eine galoissche Erweiterung. Fir Zwischenkdrper Zy und Zy und ihre zugehdrigen Gruppen
Ui =G(L/Z;) gelten die Aussagen

(a) Zy C Zy < Uy D Uy (man sagt: U — LY ist ein Antiisomorphismus bzgl. C).
(b) G(L/<Z1 N ZQ)) = <U1 U U2>.
(C) G(L/lez) =U;NUs.

Dabei ist Z1Zy = Z1(Z3) = Z2(Z1) das Kompositum der Zwischenkidrper in L.

BEWEIS

Teil a) ist trivial. Zu b): Aus U; < (Z7 U Zy) fiir i = 1,2 folgt, dass Z; D LU1U02) 6]t also
Zy N Zy 2 L2 o Q(L/(Zy N Zy)) CULUUsy .

Andererseits ist trivialerweise G(L/(Z1 N Z3)) 2 (U; U Us). Teil ¢): Analog zur vorigen Rechnung
folgt aus Uy N Uy C U;, dass LYV1"V2 D Z; fiir i = 1,2 gilt. Also folgt

LYz 5 7.7, = UiNUy CG(L)Z1Z5) .
Andererseits ist Uy N Us D G(L/Z1Z5) trivial. O
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5.3. Auflosbarkeit durch Radikale

Aus der Schule kennt man die Losungsformel fiir die quadratische Gleichung. Das Polynom
F(X) = aX? +a1X +ag €RX]

—a1 * \/a% — dagay
2a2 '
Die Nullstellen liegen also in der Radikalerweiterung ]R(\/E) von R, wobei D die Diskriminante D =

a3 — 4agasy ist. Der Korper R(v/D) ist der Zerfallungskorper von f(X) iiber R. Dies motiviert die
folgende

hat die Nullstellen

a1 =

DEFINITION 5.3.1

Eine Erweiterung L/K mit L = K( %/(3) fiir m € N und ein 3 € K heifit Radikalerweiterung. Es sei
f(X) ein nicht konstantes Polynom aus K[X] und L ein Zerfillungskorper von f(X) iiber K. Man
nennt f(X) auflosbar iiber K, wenn es eine Erweiterung M /L mit folgenden Eigenschaften gibt: Es
existiert eine endliche aufsteigende Folge K = My C M; C --- C M, = M von Unterkoérpern M; C M,
so dass

Mj = M;(™%/5))
ist fiir m; € N und jeweils 3; € M;. Ist zudem fiir jedes j das Radikal ™/f3; irreduzibel iiber Mj, so
heifit f(X) durch irreduzible Radikale auflésbar.

SATZ 5.3.1
Es sein € N mit char(K) f n mit einem Kérper K, der die n-ten Finheitswurzeln enthdlt. Dann gilt:

(a) Ist L = K(/f) fiir ein B € K, so ist L/K galoissch und G(L/K) zyklisch,
sowie |G(L/K)| = m mit m|n. Dabei ist

m=n < /B irreduzibel (bzgl. K).

(b) Ist umgekehrt L/K galoissch mit zyklischer Galoisgruppe G(L/K) der Ordnung n, so gibt es
B €K mit L=K(/DB).

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir

SATZ 5.3.2 (Unabhéngigkeitssatz)
Es seien M, K Korper und n € N, sowie 01,...,0, : M — K paarweise verschiedene Monomorphis-
men von Ringen. Dann gibt es zu jedem n-Tupel @ = (a1, ...,a,) € K™ — {0} ein « € M mit

Zaj -O'j(a) 7& OK .
j=1

Anders formuliert: aus verschiedenen Monomorphismen o1, ...,0y, ldsst sich nicht die Nullabbildung
kombinieren, sie sind linear Unabhdingig tiber K.

BEWEIS
Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch ist, etwa mit einem nichttrivialen @ € K™ und (nach
geeigneter Umnummerierung) einem r < n so dass

(1) Zr:ajaj(a) =0 VaeM
j=1

gilt, d. h. die a; kombinieren aus den o; die Nullabbildung. Es sei < n minimal mit dieser Eigenschaft.
Zunichst ist 7 > 2, denn ansonsten wire aj01(a) =0 < a = 0. Es ist 01 # o, es gibt also ein § € M
mit o1(08) # 0,(8). Ersetzen wir « in (1) durch SBa, so folgt

(2) ayo1(B)oi(a) + -+ + aror.(B)or(a) = 0.
13



Wir multiplizieren (1) mit o,.(3) und subtrahieren das Ergebnis von (2):

(3) ai(o1(B) —or(B))or(@) + -+ + ar—1(or-1(8) — ov(B))or—1(a) + ar(0r(8) — ov(B))or(a) = 0,
=0

fiir alle « € M. Wegen a1 (01(8) — 0,(3)) # 0 widerspricht dies der Minimalitit von 7. O

BEWEIS VON SATZ 5.3.1
Es sei (, eine primitive Einheitswurzel in K. Zu a): Ohne Einschrénkung sei 5 # 0. In L[X] haben
wir die Zerlegung

— B = (X = ¥/BE)X = /BG) - (X = /BG
Dann ist L ein Zerféllungskorper des separablen Polynoms X" — [ iiber K, also ist L/K galoissch.
Da die Konjugierten von {/f iiber K Nullstellen von X™ — (3 sind folgt G(L/K) = {o1,...,0pm} mit

o;(V/B) = /B
mit m verschiedenen n-ten Einheitswurzeln 7; € K. Wir betrachten den Monomorphismus
— {G(L/K) — EM
oj o

Die Injektivitdt von @ ist klar. Die Relationstreue folgt aus

(ank)f—ajfnk—aj\f \/_77]77k

und damit

O(ojoor) = mimk = P(0;)@(o%) -
Somit ist G(L/K) isomorph zu einer Untergruppe der zyklischen Gruppe E (") Nach Satz 1.7.4 ist
G(L/K) damit zyklisch mit Ordnung m|n. Es gilt ferner:

Y/Birreduzibel & X" — € K[X]irreduzibel < X" -3 =m v3(X)

mit deg(X" — 3) = n und deg(m y5(X)) = [L : K] = |G(L/K)| = m. Das Minimalpolynom ist
separabel, also ist {/f irreduzibel genau dann, wenn m = n gilt. Zu b): es sei L/K galoissch und
G(L/K) = (o) zyklisch vom Grad n. Fiir o € L betrachten wir die Lagrangesche Resolvente

0 = da) = a+(ola) +Go(a) + + " Ha)
Nach dem Unabhéngigkeitssatz gibt es ag € L mit 9(cv) # 0. Wir setzen 9o = ¥(ap). Dann ist

do = & + Go(a) + -+ Gle" Hao)
o) = o(a) + Cuo*(a) + -+ 4+ (T lo™(an)
= ('

wegen 0" (ag) = ap und ¢" = 1. Es folgt induktiv o¥(dg) = ¢ *p. Also gilt
cf(y) =V o nlk & oF=id
und damit K (9g) = L") = LU} = [, Fiir § = 9§ gilt
o*(B) = M (Wo)" = (o) = 9§ = 8
fiir k=0...n. Also g € LEW/K) = K und L = K(/B). O

Zum Verstindnis der folgenden Definition machen wir folgende Vorbemerkungen: Es sei f(X) € K[X]
ein separables Polynom und L ein Zerféllungskorper von f(X) tiber K mit dem Zerfall

f(X) = (X —a1)--- (X —an) € LIX]
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und der Nullstellenmenge N = {aq,...,a,}. Fiir ein 0 € G(L/K) ist die Restriktion oy offenbar
eine Permutation von N, d. h. bis auf Isomorphie von &,,. Die Abbildung

o . [GIL/K) — &)

B o = ol
ist ein Automorphismus von Gruppen. Das Bild ®(G(L/K)) =: G'(L/K) ist eine Untergruppe der
vollen Permutationsgruppe S(N) = &,,. Die Gruppen G'(L/K) (bzw. G(L/K)) operieren von links

auf AV im Sinne von Definition 1.2.1. Damit ist A disjunkte Vereinigung seiner Bahnen nach Definition
1.2.3(b).

DEFINITION 5.3.2

Essei f(X) € K[X] separabel sowie L ein Zerféllungskorper von f(X) iiber K. Unter der Galoisgruppe
von f(X) iiber K (Schreibweise G(f, K)) versteht man die Gruppe G(L/K) oder die ihr zugeordnete
Permutationsgruppe G'(L/K) der Nullstellenmenge von f(X) in L.

Der nichste Satz enthiillt einige Eigenschaften von G'(L/K):

SATZ 5.3.3
Es sei f(X) € K[X]| normiert und separabel mit deg(f) = n > 0 und Nullstellenmenge N' C L in
einem Zerfillungskorper L von f(X) tber K. Dann gilt:

(a) |G(L/K)| ist ein Teiler von n!.
(b) G'(L/K) ist die Menge aller Permutationen o € &(N') mit folgender Figenschaft:
Fiir ein beliebiges Polynom h(Xy,...,X,) € K[Xy,...,X,] gilt
hai,...,an) = 0 = hio(a),...,0(an)) = 0.

(c) Ist N ={B1,...,6:} U{y,...,vst U --- die Zerlegung von N in Bahnen unter G'(L/K),
so ist f(X) = g1(X)g2(X) - -+ mit

g(X) = (X=pB1)(X=8), gX) = X-m)(X=7) ,
die Zerlequng von f(X) in irreduzible normierte Faktoren in K[X]. Insbesondere ist f(X)

irreduzibel in K[X] genau dann, wenn N nur genau eine Bahn enthdlt. Man sagt dann, dass
G(L/K) bzw. G'(L/K) transitiv auf N operiert.

BEWEIS

Teil a) ist klar, da G'(L/K) < &,, ist mit |&,,| = n!. Zu Teil b): Jedes o € G(L/K) hat die genannte
Eigenschaft wegen der Relationstreue bzgl. Addition und Multiplikation. Es sei nun umgekehrt o €
S(N) beliebig, so dass die Nullstelleneigenschaft unter Anwendung von o in jedem n-stelligen Polynom
hMX1,...,X,) € K[Xy,...,X,] erhalten bleibt. Es ist zu zeigen: es gibt einen K-Automorphismus
7 € G(L/K) mit 7|y = 0. Da der Zerfillungskérper L von den Nullstellen aq,...,a, erzeugt wird
gibt es fiir jedes § € L ein Polynom hg(X1,...,X,) iber K mit h(ay,...,a,) = §. Das gesuchte 7
definieren wir wie folgt:

7(B8) = 71(hg(o(ar),...,0(an))) .

Dadurch wird die Wirkung der Permutation ¢ auf den Erzeugern auf L fortgesetzt. Es ist allerdings
zu zeigen, dass die Definition unabhingig von der Wahl des Polynoms hg zu (3 ist. Seien also hg und
h’ﬁ n-stellig iiber K mit § = hg(a1,...,a,) = h’ﬁ(al, ...,Qy). Dann ist die Differenz d = hg — h’ﬁ ein
n-stelliges Polynom mit d(a;,...,a,) = 0. Nach Wahl von o ist auch d(o(ay),...,0(a,)) = 0, also
7(B) = hg(o(ar),...,0(an)) = hjz(o(a),...,0(an)), d. h. die Definition ist gerechtfertigt. Die Rela-
tionstreue von 7 folgt aus der Relationstreue der Zuordnung K[X1,...,X,] — L, h — h(ai,...,ap)
bzgl. Addition und Multiplikation. Es sei | (¢) | = m. Dann ist 7™(a) = ho(0™(1),...,0™(ay)) =
ho(at,...,an) = @, also 7™ = id, d. h. die Abbildung 7! ist das Inverse zu 7 bzgl. der Ope-
ration o. Jedes o € K wird durch das konstante Polynom h,(Xi,...,X,) = a dargestellt, woraus
die K-Linearitét von 7 folgt. Ebenso wird jedes «; dargestellt durch h;(Xy,...,X,) = X;, woraus
7|nr = o folgt. Insgesamt ist 7 ein K-Automorphismus von L. Zu Teil c): Es ist zu zeigen, dass ¢g1(X),
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g2(X) usw. irreduzible Polynome in K[X] sind. Wir diirfen uns auf g;(X) beschrinken: durch jedes
7 € G(L/K) werden die Nullstellen £, ..., 3, permutiert, also g;(X) € LEE/K)[X] = K[X]. Ange-
nommen g (X) = g(X)g'(X) ist eine Zerlegung in K[X] mit deg(g(X)) > 1, dann ist g(5;) = 0 fiir
mindestens eine Nullstelle 3; von g1(X). Wegen ¢(°)(X) = g(X) sind dann aber auch alle anderen
Elemente der Bahn {f1,...,3,} Nullstellen von ¢g(X), woraus deg(¢’(X)) = 0 folgt, d. h. g1(X) ist

irreduzibel. O
SATZ 5.3.4

Es sei m € N, char(K) [ m und L/K eine galoissche Erweiterung mit L™ C L. Ferner sei § € L
und B, ..., 0 ein volles System von Konjugierten zu (8 iber K in L. Dann ist

M = L(Y/Br..... V/B)

eine Galoiserweiterung von K.

BEWEIS
Ohne Einschrinkung sei 6 # 0. M ist Zerféallungskorper des Polynoms

MX) = (X™=B) (X™—B,) € L[X]

iitber L. Zunéchst ist h(X) separabel, da seine Nullstellen die paarweise verschiedenen Elemente
Cffl W (1 <j<r 1<k< m)miteiner primitiven m-ten Einheitswurzel (,, € L sind. Wir
zeigen zunichst h(X) € K[X], dazu sei L' = K(f1,...,0;), dann ist L’ Zerfillungskorper des sepa-
rablen Polynoms mg(X) € K[X], und damit nach Satz 5.2.1 galoissch iiber K. Es sei 0 € G(L'/K)
und

T
hX) = Zajxjm , a; €L,
7=0

dann ist
T

HOX) = Y o(a)XT™ = (X™ = o(B) - (X™ = o(B,)) = (X™ = B)-- (X™ = 3,) = h(X)
j=0

da o das Konjugiertensystem der (3; lediglich permutiert. Es folgt o(a;) = a;, damit a; € LG /K)
K. Also ist M Zerfillungskorper des separablen Polynoms h(X) € K[X] iiber K, damit nach Satz
5.2.1 galoissch. ]

Wir kommen nun zum 1. Hauptkriterium. Obwohl es unter allgemeineren Voraussetzungen gilt, be-
handeln wir es der Einfachheit halber nur fiir Kérper der Charakteristik Null.

SATz 5.3.5 (1. Hauptkriterium)
Es sei K ein Korper mit char(K) = 0. Ist ein separables Polynom f(X) € K[X] dber K auflisbar, so
ist G(f, K) nach Definition 1.9.2(b) auflosbar.

BEWEIS
Es sei L ein Zerféllungskorper von f(X) iiber K. Wir beweisen die Auflosbarkeit von G(L/K) =
G(f, K). Nach Definition 5.3.1 bedeutet die Auflosbarkeit von f(X) iiber K die Existenz einer Erwei-
terung M /L und einer endlichen Korperkette

(1) K=MyCM C---CM, =M mit

(2) Mj+1:Mj(m<(/ﬂ_j), ﬂj € M;, mj €N
Diese Kette wird in zwei Schritten derart abgeéndert, so dass Satz 5.3.1 iiber zyklische Erweiterungen
angewendet werden kann, und das Endglied galoissch iiber K ist.

1. Schritt:
Um Satz 5.3.1 anwenden zu kénnen, fithren wir in die Kérperkette (1) die nétigen Einheitswurzeln ein.
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Dazu sei m = mg-myq - - - m,_1 und (,, eine primitive m-te Einheitswurzel tiber M. Mit der Abkiirzung
Lj = M;((n) wird aus (1) die Kette

(3) KCK(Cn)=LoCLi C---CL, Lj1=L;j("/Bj), B; €Lj.

2. Schritt:

Wir erweitern die Korperkette (3) derart, dass ihr Endglied galoissch iiber K wird. Dabei wird induk-
tiv jedes L; durch ein L O L; ersetzt, so dass L)/ K galoissch ist. Im Fall j = 0 ist Ly = Lo galoissch
iiber K. Andernfalls sei L; /K bereits galoissch. Zu L; adjungieren wir sukzessive m-te Wurzeln von

Bj(k) fir k=1...n;, wobei ﬁj(l) = (3; und ,Bj(k) sémtliche Konjugierten von 3; iiber K in L;» bezeichnet
diese liegen in L., da dieser Kérper nach Konstruktion iiber K normal ist). Wir setzen
J

b= 1 (Y )

bzw. L;- = L;',nj und erhalten die Kette

/ / !/ / !/ !/
4) - CLyCLjy CLjpC - C Ly 1 C L C Ljnn © -

wobei nach Satz 5.3.4 die Erweiterungen L’ /K galoissch sind. Damit ist auch jeweils L. /L%, ga-
loissch fiir alle k. Dieser Korperfolge entspricht die Folge von Gruppen

(5) G(Ljy /L)) > G(Lja/Lyy) » G(Ljyy /L) & o > G(Ljy /Ly, 1) > G(Ljy /L) = {1}
Nach den Sétzen 5.2.4(d) und 5.3.1 sind die Faktoren
Ly /L g) [ G(L: 1 /L) g1) = G(L)g1/L 4)

samitlich zyklisch. Nach Definition 1.9.2(b) ist G(L},/L%) fiir alle j Auflésbar. Die Kérperkette (3)
ist also ersetzt durch (4) mit

(6) K CLjyCL) g...gy,gy“g...gm

mit L’ /K jeweils galoissch und G(L} /L) auflésbar. Der Kette (6) entspricht die Folge der Galois-
gruppen
(1) G(L./K) & G(L;/Ly) » G(Ly/LY) & -+ » G(Ly/L7) = {1}
Nach Satz 5.2.4(d) sind die Faktoren
(L/ /L/ /G L//L]Jrl) - ( ]+1/L/)
sdmtlich auflésbar. Das Startglied G(L,/K)/G(L./Ly) = G(Ly/K) ist zyklisch, also trivial oder

auflssbar. Wiederholte Anwendung von Satz 1.9.4(b) ergibt, dass die Gruppe G(L!/K) auflésbar
ist. Nach Satz 1.9.3(a) ist G(f, K) = G(L/K) auflosbar. O

Zum Beweis des zweiten Hauptkriteriums, der Umkehrung des 1. Hauptkriteriums, ben6tigen wir als
Vorbereitung folgenden

SATZ 5.3.6
Es sei L/K galoissch, sowie M eine Erweiterung von K, die mit L einen gemeinsamen Oberkdrper
besitzt. Dann ist L(M)/M galoissch und G(L(M)/M) isomorph zu einer Untergruppe von G(L/K).

BEWEIS
(Ubungsaufgabe) O

Bei der Formulierung des zweiten Hauptkriteriums beschrénken wir uns wieder auf den Fall der Cha-
rakteristik Null.
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SATZ 5.3.7 (2. Hauptkriterium)
Es sei f(X) ein separables Polynoms in K[X] mit char(K) = 0, so dass G(f,K) auflésbar nach
Definition 1.9.2(b) ist. Dann ist f(X) auflosbar iber K.

BEMERKUNG 5.3.1
Mit etwas mehr Aufwand lisst sich zeigen, dass f(X) {iber K dann sogar durch irreduzible Radikale
auflosbar ist.

BEWEIS

Es sei L ein Zerfallungskérper von f(X) iiber K und |G(f, K)| = m sowie (,, eine primitive m-te
Einheitswurzel iiber L. Es sei K’ = K ((,,) bzw. L' = L((,,). Nach Satz 5.3.6 ist L' /K’ galoissch, und
die Gruppe Gy = G(L'/K") ist isomorph zu einer Untergruppe von G(L/K) = G(f,K). Nach Satz
1.9.3(a) ist G auflésbar und besitzt daher nach Satz 1.9.5 eine Normalreihe

Go I>G1 > GT = {1},

deren Faktoren sémtlich zyklisch und von Primzahlordnung sind (wir nehmen ohne Einschrinkung
|Go| > 1, d. h. L' # K’ an). Bezeichne

K =Ky CK C- CK, =1

die Reihe der zugehorigen Fixkorper in L. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist fiir 0 < j <r—1
die Erweiterung K;41/K; galoissch und

G(Kj/Kj) = G/ Gja s
also zyklisch von Primzahlordnung, etwa p;. Nach Satz 5.3.1 gibt es fiir alle j jeweils ein 8; € K; mit

Kj i1 = K;(%/B;). Nach Definition 5.3.1 ist damit f(X) auflésbar iiber K. O

Das 1. und 2. Hauptkriterium lassen sich zusammenfassen zum

SATz 5.3.8 (Hauptsatz iiber Auflésbarkeit von Polynomen)
Es sei char(K) = 0 und f(X) € K[X] separabel, dann gilt:

f(X) auflosbar iber K (Definition 5.3.1) = G(f, K) auflésbar (Definition 1.9.2).

5.4. Symmetrische Funktionen

Nachdem wir die allgemeine Theorie der Auflésbarkeit durch Radikalerweiterungen entwickelt haben,
wenden wir uns nun Anwendungen zu. Insbesondere wollen wir Lésungen fiir quadratische Gleichungen
(seit der Antike bekannt) und fiir kubische Gleichungen (zuriickgehend auf Cardano, 1501-1576) mit-
tels der Galoistheorie erkliaren. Die folgenden Abschnitte dienen als Vorbereitung.

DEFINITION 5.4.1
Im Folgenden sei K ein Korper und X1, ..., X, unabhéngige Unbestimmte {iber K. Dann betrachten
wir den Quotientenkorper

Kot = Quot(K[Xq,...,X,]) = K(Xy1,...,X,)
der rationalen Funktionen in den Unbestimmten X1i,...,X,. Fiir jedes 0 € G,, gibt es genau einen
K-Automorphismus ¢, : K(X1,...,Xn) — K(X1,...,X,) mit 9,(X;) = X, fiir j =1...n. Es sei
G:={ps|0€6,} =6,

DEFINITION 5.4.2
Man setzt

Kym = KS = {F(X1,...,X,) = f(X1,..., Xn)/9(X1,..., X)) | o(F) = F¥p € G} ,

T

und bezeichnet den Fixkorper Kgyn, als den Korper der symmetrischen Funktionen iiber K in n Un-
bestimmten. Ein f(Xy,...,X;) € K[X1,...,X,] N Kgm heifit symmetrisches Polynom iiber K in n
Unbestimmten.
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BEISPIEL 5.4.1
Ist Y eine Unbestimmte iiber K[X7, ..., X,], so betrachte man

n

(V=X1) (Y= X,) = > (~1)s; - Y.

j=0
Die dadurch definierten Koeffizienten s, ..., s, € K[Xi,..., X, |NKsym sind symmetrische Polynome:
S0 = 1
s1T = Xi+---+ X,
Sn = X1 Xy

Allgemein gilt

Sk = Z lesz

1<y <-<ig<n

DEFINITION 5.4.3
Man nennt s; € K[Xy,...,X,] das j-te elementarsymmetrische Polynom in n Unbestimmten.

Durch leichte Rechnung kann man zeigen, dass Summen, Produkte und K-Vielfache von symmetri-
schen Funktionen (bzw. Polynomen) wieder symmetrisch sind. Insbesondere ist der durch die ele-
mentarsymmetrischen Polynome erzeugte Korper Ky = K(s1,...,sy,) ein Teilkorper von Kgym. Der
folgende Grundlegende Satz zeigt, dass sich jede symmetrische Funktion schon aus den elementarsym-
metrische Polynomen erzeugen l&sst:

SATZ 5.4.1 (Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen)
Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(a) Die Korpererweiterung Kyat/Ksym ist galoissch mit Galoisgruppe &, und [Kyat : Kgym] = n!.
(b) Fliir jedesi=1...n ist

LiY) = (Y =Xp)--- (Y - Xj)

das Minimalpolynom der Unbestimmten X; iber Kg(Xit1,...,Xn).
(c) Keym = Ky = K(s1,...,5n).

BEWEIS
Teil a) folgt aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, da Ky, als Fixkérper unter einer zu &,, isomorphen
Gruppe definiert ist. Zu b): Wir bestimmen die zu den sukzessiven Erweiterungen

Ky C Ky(Xp) C Ko(Xn1,Xn) Coo CKy(X1,000, Xp) = Kpag

gehorenden Minimalpolynome. Zuné&chst ist
n
faY) = (Y = X1)- (Y = X)) = D (=1)s;-Y"7 € K[Y]
j=0
ein Polynom vom Grad n iiber dem ersten Korper der Kette, das offenbar die Unbestimmte X,
als Nullstelle besitzt. Also gilt [Ks(X,) : Ks] < n. Abspalten der Nullstelle in K4(X,,)[Y] ergibt
mY)=(Y = X,,) frn_1(Y) mit deg(f,—1) = n — 1, insbesondere liegt f,,—1(Y") im Polynomring iiber
K(X,). So fortfahrend erhélt man
(*) [KS(XZ e ,Xn) : Ks(Xi—f—h e ,Xn)] S deg(fz) =1

mit den Polynomen f;(Y) = (Y - X;)--- (Y - X;) € Ks(Xiq1,...,Xp)[Y] und f3(Y) = fii(YV)- (Y —
X;). Daraus folgt

n

[Keat 0 K] = [[IK(Xi, .o, Xn) : Ko(Xiga,. .., X)] < nl.
i=1
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Andererseits ist Ky C Kgym, und nach Teil a) ist Kyt : Kgym] = n!. Der Grad der Erweiterung

[Krat @ K] kann also nicht kleiner als n! sein, daraus folgt K; = Kgym, insbesondere muss in den
Ungleichungen (x) jeweils das Gleichheitszeichen stehen, woraus die Irreduzibilitédt der f;(Y) folgt.
Damit sind die Teile b) und c¢) gezeigt. O

5.5. Norm und Spur

DEFINITION 5.5.1
Es sei L/K galoissch und « € L, dann heifit

Npjr(a) = H ()
o€G(L/K)
die Norm von « iiber K und

Sp/k(a) = Z o(a)

o€G(L/K)

die Spur von « iiber K.

SATZ 5.5.1
Es sei L/K galoissch und o € L, dann gilt Np,/r (), Sp /i (a) € K.

BEWEIS
Sei 7 € G(L/K) beliebig, dann gilt

T(Nyk(@) = J]  rlo(a),

o€G(L/K)
aber da 7o G(L/K) = G(L/K) gilt ist 7(Np/k(a)) = Ny k() fiir alle 7, d. h. die Norm ist ein
Element des Fixkérpers LE(/K) = K. Die gleiche Rechnung gilt fiir die Spur. 0

SATZ 5.5.2
Es sei L/K galoissch und L = K («) mit einem primitiven Element o € L. Fir das Minimalpolynom
ma(X) € K[X] von « gelte

n

ma(X) = > (~1)ia;- X",

=0
dann gilt a1 = SL/K(a) und a, = NL/K(O‘)'

BEWEIS
Nach Satz 5.3.3(c) ist

ma(X) = [ X -ofa) = x" - (Zom)) X" (1) ] ota).

o€G(L/K)
woraus die Behauptung folgt. O

SATZ 5.5.3
Norm und Spur sind transitiv: ist M/L/K ein Turm galoisscher Erweiterungen, d. h. sind M /K und
L/K (und damit nach Satz 5.2.4(c) auch M/L) galoissch, so gilt fir alle « € M :

Nyyr(a) = Npg(Nayp(e)) und
Suyx(a) = Spx(Syyr(a))
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BEWEIS
Nach Satz 5.2.4(c) ist G(L/K) = G(M/K)/G(L/K). In dessen Beweis ergab sich diese Isomorphie

mittels der Restriktion
v = {G(M/K) — G(L/K)
o — ol
mit Ker(y)) = G(M/L). Nach dem Homomorphiesatz gibt es dann o1,...,0, € G(M/K), so dass
G(L/K) = {¢(o1),...,9¥(0or)} und
G(M/K) = o1G(M/L)U --- Uo,G(M/L)
die Zerlegung von G(M/K) in die Nebenklassen bzgl. des Kerns von 1 ist. Daraus folgt

Nk (@ HUJ II e@) =1lolWum@) =] o(Nayr(@) = Npjx(Nagyr(@)).

j=1 c€G(M/L) j=1 0c€G(L/K)

Die gleiche Rechnung gilt fiir die Spur. g

5.6. Losungsformeln fiir Polynome zweiten und dritten Grades

Da die symmetrische Gruppe &, fiir n < 4 auflésbar ist, sind Polynome vom Grad < 4 stets auflésbar
iiber ihrem Koeflizientenkorper. Die Konzepte der Galoistheorie erlauben dariiber hinaus, auch die
zugehorigen Losungsformeln zu finden. Wir wollen dies fiir die Félle der Gleichungen 2. und 3. Grades
in diesem Abschnitt illustrieren. Wir haben gesehen, dass die Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms
n-ten Grades stets &, ist. Dies bedeutet: Sind X1,..., X,,Y unabhingige Unbestimmte iiber K und
50y, 8n € K[X1,...,X,] die elementarsymmetrischen Polynome mit
n
Kt = K(X1,...,Xn) , Kgm = K(s1,...,80) , f(V) = [J(V =X3) = D> (-1)'s; Y™,
i=0
dann ist K,y der Zerfillungskorper von f(Y) tiber Kgym und G(f, Keym) = G(Krat/Ksym) = Sy Im
Allgemeinen ist nach Definition 5.3.2 die Galoisgruppe eines Polynoms vom Grad n eine Untergruppe
von &,,. Die Galoisgruppe kann echt kleiner sein, beispielsweise im Falle zyklischer Erweiterungen. Die
grofite echte Untergruppe von &, ist die alternierende Gruppe A,, < &,, der geraden Permutationen.
Die Diskriminante eines Polynoms gibt ein einfaches Kriterium dafiir, ob die Galoisgruppe schon in
A,, enthalten ist:

DEFINITION 5.6.1
Es sei f(X) € K[X] normiert und

f(X) = (X —a1)-- (X —an)
in einem Zerfallungskorper L von f(X) iiber K. Unter der Diskriminante von f(X) versteht man
D(f) = JI (ei—ap?*.
1<i<j<n
SATZ 5.6.1 A
Es sei D(f) die Diskriminante eines f(X) = > (=1)ia; X" € K[X], dann gilt:

(a) D(f) ist ein Element von K.
Die Dzsk‘mmm(mte lasst szch als Polynom in den Koeffizienten a; ausdriicken.

(b)
(c) G(f,K) <Ay & /D(f) € K.
(d)

D(f )— 0 f z’nsepambel.

BEWEIS
Ohne Einschrinkung sei ap = 1, d. h. f(X) normiert. Wir setzen
D(Xy,....Xn) = [] Xi—X;)
1<i<j<n
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in K[Xy,...,X,]. Ein 0 € 6, tauscht dann nur die Produktreihenfolge bzw. das Vorzeichen unter
dem Quadrat, d. h.

D(o(X1),....0(Xn) = [] Xowy—Xo))? = D(X1,...,Xn),
1<i<j<n

woraus D(X1,...,X,) € Kgm folgt. Nach Satz 5.4.1(c) ist D(X1,...,X,) = g(s1,...,5,) fiir ein
9(X1,...,Xn) € K[X1,...,X,]. Wir betrachten nun den Einsetzhomomorphismus

o K[Xl,,Xn] — K(al,...,an) = L

TV X X)) = flon. . an)
als Fortsetzung der Zuordnungen X; — «;. Dann ist
D(f) = D(a1,...,an) = o(D(X1,...,Xpn)) = ¢(g(s1,...,8n)) = gla1,...,a,) € K.

Daraus folgen a) und b). Zu c¢): Wir betrachten das Vandermonde-Polynom

V() =Vie,..c,an) = [ (ei—ay).

1<i<j<n

Offenbar ist V(f) = \/D(f) in L. Fiir ein 0 € &,, gilt

U(V(al’ cee 7an)) = H (ao(i) - aa(j)) .

1<i<j<n

Fiir ein Paar i < j sei ' = min{o(i),o(j)} bzw. j/ = max{o(i),o(j)}. Mit Definition 1.6.4 gilt dann

o ay —ay  falls (4, j) keine Inversion von o ist
o) = %ol 7\ —(ay —ajs) falls (4, j) eine Inversion von o ist

Also ist o(V(ag,...,an)) = (=11 - V(ay,...,a,). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt
Vieg,...,on) € K & Vi(ay,...,a,) € LCHE) o vo e G(f,K): (-1)1) =1 & G(f,K) € A,.
Teil d) ist trivial. O

Wir kommen nun zur

Losungsformel fiir das Polynom vom Grad 2:

Es sei K ein Kérper mit char(K) # 2 und f(X) = X? + pX + ¢ € K[X] irreduzibel und normiert
vom Grad 2. Dann ist G(f,K) = &y = 7Z/27 und damit VD ¢ K nach Satz 5.6.1. In einem
Zerfallungskorper L sei f(X) = (X — a1)(X — ag), dann ist

D = (a1 —a2)? = (a1 +a2)? —dajas = p? —4q
und damit L = K(1/p? — 4q). Aus a1 —ag = v/ D = +/p? — 4q und o +ay = —p folgt die bekannte

Losungsformel
—pE VP —4q
5 .

a1, =

Losungsformel fiir das Polynom vom Grad 3:
Es sei K ein Korper mit K®) C K und char(K) # 2,3 und f(X) € K[X] mit
f(X) = X34+ b,X% 4+ b1 X + by
ein irreduzibles und normiertes Polynom vom Grad 3. Ein erster Schritt zum Auffinden einer Formel fiir

die Nullstellen von f(X) besteht in einer Vereinfachung des Polynoms. Durch die lineare Substitution
X =X*- %bg erhalt man

1 1 1
f(X) = (X*—§b2)3+b2(X*—352)2+51(X*—§bz)+bo = (X" +pX*+gq
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mit p = b; — %bg und g = 2%6% - %blbg + bg. Wir kénnen uns daher im Folgenden auf die Betrachtung
von Polynomen der Form
f(X) = X*+pX +¢q

mit p,q € K beschrinken und betrachten die Galoisgruppe G(f, K). Nach Satz 5.3.3(c) ist G(f, K)
eine transitive Untergruppe von &3. Man sieht leicht, dass die einzigen transitiven Untergruppen von
&3 die alternierende Gruppe Ajs sowie ©3 selbst sind. Wir beschrinken uns auf den komplizierteren
Fall G(f, K) = &3. Die sich hier ergebende Losungsformel wird dann auch fiir den Fall G(f, K) = As
gelten. Es sei L ein Zerféllungskorper von f(X) iiber K. Zur Bestimmung der Zwischenkérper L/Z/ K
wenden wir den Hauptsatz der Galoistheorie an. Der einzige nichttriviale Normalteiler sowie die einzige
Untergruppe vom Index 2 ist A3 < &3. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es damit einen
cindeutig bestimmten Zwischenkorper Z = L#% mit [L : Z] = 2. Nach Satz 5.6.1(c) ist Z = K (/D)
ein solcher echter Zwischenkorper. Die weiteren nichttrivialen Untergruppen von &3 sind sédmtlich
Gruppen der Ordnung 2, die von den Transpositionen

(123 (123 (123
M2 =\9 13/ ™M= \392 1) ™71 3 2

erzeugt werden. Wir erhalten den Untergruppenverband

{id}

‘ As ‘ ‘<T23>|<7'12>|<T13>‘

[ Ss |
mit A3 = 7, /37 bzw. gleichbedeutend den Zwischenkérperverband

[ 2 | [ K| K | Ky

LK ]

mit Z = K (/D) vom Index 6/2 = 3 in L. Insbesondere ist L/Z vom Grad 3, und damit eine zyklische
Korpererweiterung:

(1) G(L/Z) = (o) , ord(c) =3.
Diese Erweiterung liasst sich mittels der im Beweis von Satz 5.3.1 benutzten Lagrangeschen Resolventen

gewinnen. Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein v € L mit L = K(v D, ). Jeder der
drei Automorphismen 7;; ist eine Fortsetzung des Automorphismus

T: K(\/E)HK(\/E), VD w— —VD.
Wir definieren 7y durch v; := 712(7) = 713(70) = 723(70). Aus 79, 71 und o bilden wir die Resolventen

o = 0+ o)+ Go* ()
= i+ Go(n)+ Go*(n)
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Wie im Beweis von Satz 5.3.1 ist ; = 93 € Z und L = K(vVD, ;) jeweils fiir i = 0,1. Aus der
Relationstreue der Automorphismen folgt

Bo = ao+a1\/5 , P = ao—a1\/5

mit ag,a; € K. Wir betrachten nun Basen der Erweiterungen L/Z und Z/K. Eine Basis fiir letztere
Erweiterung ist offensichtlich {1,+/D}. Eine Basis von L/Z ist {1,7;,9?} jeweils fiir i = 0 und i = 1.

1
Nach Satz 3.2.1 sind B; = {1,9;,9%, VD, vVDV;,V/D9?} Basen der Erweiterung L/K fiir i = 0,1 und
damit

L = {(Co+Cl\/5)+(62+63\/5)19¢+(C4+C5\/5)’l9@2 | co,...,C5 € K}
Es sei nun
F(X) = XP+pX +¢ = (X —ag)(X —a1)(X — az)

mit o; € L. Dann gibt es eine eindeutige Darstellung
(2) ay = (Co +c \/5) + (02 + 03\/5)190 + (eq + 65\/5)193

mit ¢; € K. Der Automorphismus o aus (1) permutiert die Nullstellen «; zyklisch, und es ist o(¢y) =
(299. Nach eventueller Umordnung ist o(ag) = a2 und o(az) = ay. Aus (2) folgt dann

a1 = (coo+convVD) + (co2+cosVD)is9 + (cos+ cosV/D)C302
ay = (coo+conVD) + (co2+cosVD)C3o + (coa+ cosVD)(302

Wegen Sy, (ao) = ag + a1 + ag folgt cop = co1 = 0. Aus (2) und By = ag + a1V D folgt dann
(3) ap = (co2+cosVD)Vao+avVD +  (cos + cosvVD)(Vao + a1v/'D)?
a1 = Gleog +co3VD)Vag+aivVD + (Z(cos + cosvV/D)(Vag + a;vV/D)>?
as = CZ(co2+co3VD)Vao+a1vVD + (3(con + cosVD)(Vag + a1V D)?

Wir betrachten die Operationen der Automorphismen 7;; der Ordnung 2. Wegen Z = K (VD) # L{m)
ist ijlz=7: Z — Z, VD — —+/D. Fiir das Minimalpolynom von 9 iiber Z gilt

mgO(X) = (X Yy ag + al\/ﬁ) . (X —\ ag + al\/5C3) . (X — ag + alx/ﬁg}?) = X3- (CLQ —i—al\/ﬁ) .
Nach Satz 3.3.2 sind die Elemente 7;;(V/ag + a1v/D) Nullstellen von

my (X) = X*~7ij(ao+ar1vD) = (X —/ag — a1vD)-(X — \/ap — a1V D) (X — V) ap — a1 VDE3).

Daraus folgt
Tij (3 ag + al\/5> = <3 ap — al\/5> . Cé(l,]) l(Z,j) e {07 1’2} 7
aber wegen Tfj = id ist nur I(4,j) = 0 moglich, also

Tij <\3/ao+a1\/5> = \S/ao—alx/ﬁ.

Nun sei

n = io’/(ao + a1V D)(ag — a1 VD),
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dann ist 7;;(n) = n fiir alle 7;;. Da die Transpositionen aber die ganze Gruppe G(L/K) = &3 erzeugen
(Satz 1.6.3) gilt n € LEE/K) = K. Wegen

2
3ao+a1\/5 . (Sao—i—al\/ﬁ) € Z:K(\/E)
¥ a0+a1\/5 : ¥ ao—alx/ﬁ S K

= (4) Va—avVD = (bg+bVD) - (3a0+a1\/5)2

mit gewissen bg, b1 € K. Wir beobachten ferner, dass 7;; die Nullstellen o; und «; vertauscht und ay,
mit k ¢ {i,7} fest ldsst. Aus (3) und (4) folgt damit

ap = (coa+co3vD)Vag+a1vVD +  (doa + dosvVD)Vag — a1vV'D
a1 = Gleoa +co3VD)Vag+a1vVD + (2(dos + dosvV'D)V ag — a1vV/D

as = (3(coz +co3vVD)Vao+a1vVD + (3(dos + dosVD)Vag — arvVD
mit d;; € K. Fiir A = (co2 + co3V'D)?(ag + a1V D) € Z sowie B = (dos + dosv/'D)?(ag — a1vV/'D) € Z

gilt dann
ag = VA+VB , a1 = GVA+GVB |, ay = GVA+ VB,
Wir bestimmen nun A und B durch Berechnung der elementarsymmetrischen Funktionen der a;. Es
ist
Npjkloo) = aomay = (VA4 VB)- (GVA+GVB) - (GVA+(3VB)
= (3¢ (VA+VB)  (VA+(VB) - (VA+(VB) = A+B

Also folgt aus der Darstellung der Norm als Koeffizient im zugehorigen Minimalpolynom

(5) A+ B = aparag = —q.
Mit SQ(Xo,Xl,XQ) = Xo X1 + X9 X2 + X1 X5 gilt ferner
sa(ao, ar,0) = (VA+VB)(GVA+GVB)

+  (VA+VB)((3VA+VB)
+ (GVA+GEVB)(GVA+(VB)

= (VA - (1+ G +¢3)

+ (VB (1+ G+ G3)
+ BVAVB(G+¢3)
= —3VAVB

wegen (3 + (3 + (2 = 0. Also gilt

1
(6) VAVB = —3(000614-040062-1-041042) = —g-

Eine elementare aber etwas ldngliche Rechnung ergibt fiir die Diskriminante
D = —4p® —27¢2 .

Daraus folgt:
A= —g+0\/5 , B = —g—C\/E.

2 3 2 3

g, | P ¢ [ p
A=-24 L 42 p=_3_ /L 42

2 427 2 4 o7
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Wegen char(K') # 2,3 sind alle Briiche wohldefiniert. Insgesamt folgt der

SATZ 5.6.2 (Cardano)
Es sei K ein Kiorper mit char(K) # 2,3 und f(X) = X3 +pX +q € K[X]. Dazu sei (3 eine primitive
dritte Einheitswurzel iber K und

q, | P q¢ | P

2+ 4+27’ 2 4 27

Die dritten. Wurzeln /A und /B seien so gewdhlt, dass JAYB = —g gilt. Dann sind die Lisungen
der Gleichung f(X) =0 gegeben durch

ap = VA+VB , a1 = GVA+GVB , as = GVA+GVB.

_l’_

5.7. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Zunéchst wollen wir prézisieren, was unter ,,Konstruktion mit Zirkel und Lineal“zu verstehen ist.
Dazu identifizieren wir auf offensichtliche Weise die Punkte der Ebene mit den komplexen Zahlen C,
und sprechen kiinftig nur noch von der Konstruierbarkeit von komplexen Zahlen. Ist z € C in der
Darstellung z = z + iy gegeben, so sei stets = Re(z), y = Im(z) und 32 = —1.

DEFINITION 5.7.1
Wir betrachten die folgenden geometrischen Objekte:

(a) Es seien u,v € C gegeben. Unter der Geraden durch «w und v versteht man die Menge

uw = {u+Av—u)|AeR}.

(b) Es seien pg € C und r € (0,00) gegeben. Unter dem Kreis um po mit Radius r versteht man

k(po,m) = {z€C ||z —po| =7} .

DEFINITION 5.7.2
Es sei {0,1} € M C C beliebig:

(a) Eine Teilmenge [ C C heifit M-Gerade, falls es u,v € M mit | = uv gibt.
(b) Ein k C C heifit M-Kreis, falls es pg,u,v € M mit u # v und k = k(po, |u — v|) gibt.

DEFINITION 5.7.3
Es sei M C C. Ein Punkt z € C heifit aus M elementar konstruierbar, wenn z Schnittpunkt von

(i) zwei verschiedenen M-Geraden, oder
(ii) einer M-Gerade und einem M-Kreis, oder
(iii) zwei verschiedenen M-Kreisen ist.

Ein Punkt z € C heifit aus M konstruierbar (mit Zirkel und Lineal), wenn es eine endliche Kette von
Teilmengen M = My C M; C --- € M, C Cmit z € M, gibt, so dass jeder Punkt aus M1 elementar
aus M; konstruierbar ist fiir j = 1...7. Man setzt

Kon(M) = {z € C| z aus M konstruierbar } .

LEMMA 5.7.1 o
Es sei {0,1} CM CCund M ={z€C|ze M} die konjugierte Menge. Dann gilt:

(a) Kon(M) C C ist ein Unterkorper von C mit Q(M U M) C Kon(M).
(b) Ist b € C mit b*> € Kon(M), so gilt b € Kon(M).
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BEWEISSKIZZE
Wir skizzieren kurz die Konstruktionen, welche die Korpereigenschaften von Kon(M) beweisen. Es

seien u # v Elemente von M und w € M mit w ¢ wv gegeben. Dann ist die Parallele zu v durch w
wie folgt konstruierbar:

Der Kreis k(u,1) schneide wo im Punkt a sowie uw im Punkt b. Der Kreis k(w, 1) schneide 7w im
Punkt d. Schneidet dann der Kreis k(d, |a — b|) den Kreis k(w, 1) im Punkt ¢, so ist cw die gesuchte
Parallele. Die Addition von u,v € M lésst sich mittels eines Parallelogramms durchfiihren:

W U+

Da sich —u fiir v € M konstruieren lisst, konnen auch Differenzen u — v konstruiert werden. Die
Multiplikation von u, v € M ergibt sich durch Winkeladdition und Multiplikation der Betrége. Letztere
kann mittels des Strahlensatzes durchgefiihrt werden:

27



Ebenso lisst sich /z konstruieren. Man iiberlegt sich leicht, dass man von einem Punkt z ¢ [ das
Lot auf die Gerade [ fillen kann. Damit ldsst sich zZ aus z konstruieren. Fiir > 0 ldsst sich /r aus
r mittels des Hohensatzes konstruieren. Die Quadratwurzel aus ¢ = b2 € C erhilt man nun durch die
Winkelhalbierende und Konstruktion von \/H . g

LEMMA 5.7.2 _
Es sei L C C ein Unterkérper mit L =L und ¢ € L. Ist z € C elementar aus L konstruierbar, so gibt
esw € C mit w? € L und z € L(w).

BEWEIS _
Wegen L = L gilt fiir p € L stets

Re(p)zz%eL,Im(p):]%eL.

Es sei also z € C aus L elementar konstruierbar. Nach Definition 5.7.3 kann diese Konstruktion auf
drei Weisen erfolgen:

(i) z ist der Schnittpunkt von zwei L-Geraden [1 und /3. Aus Definition 5.7.1 folgt leicht, dass
die Gleichungen von /1 und Iy in der Form

a;r +bjy = ¢ aj,bj,c; € L

fiir j = 1,2 geschrieben werden kénnen. Es liegen Re(z) sowie Im(z) in L, damit auch z.
(ii) z ist der Schnittpunkt einer L-Geraden wv mit einem L-Kreis k = k(pg,r) fiir 7 = |s — t| mit
po,s,t € L. Esist 72 = (Re(s — t))? + (Im(s — t))? € L. Zudem ist

(¥) z=s5+At—s) (AeR).
Aus |z — po|? = r? folgt
r? = (ARe(t — s) + Re(s — po))2 + (AIm(t — s) + Im(s — po))2 )

Damit ist A Nullstelle eines Polynoms f(X) € L[X] mit deg(f) = 2. Also A\ € L(v/D) mit
D = D(f) € L, mit (x) folgt z € L(v/D).
(iii) z ist der Schnittpunkt zweier L-Kreise: z € k1 N k2 mit
kij = k:(aj + ’L'bj,T’j) a,bj,’l“? L.
Es erfiillt z = = + iy die Gleichungen

(z—a)® + (y—b)* = rf

(x—a2)® + (y—b)® = rj
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und damit auch die Geradengleichung (a; — as)x + (by — ba)y = ¢. Somit ist z Schnittpunkt
einer L-Geraden mit einem L-Kreis, und die Behauptung folgt aus (ii).

O

SATZ 5.7.3
Es sei M C C mit {0,1} C M. Fiir z € C sind dquivalent:

(i) z € Kon(M). o
(ii) Es gibt einen Korperturm Q(M UM) = Lo C--- C L, CC mit z € L, und [Lj41: L;j] = 2.

BEWEIS

(17) = (4):

Wir beweisen durch Induktion nach j: L; € Kon(M). Der Fall j = 0 ist durch Lemma 5.7.1(a) gezeigt.
Ist z € Lj — Lj_y beliebig, so gilt L; = L;_1(2) und es gibt a,b € L;_; mit 2% + az + b = 0. Somit ist
(24+3a)? € Lj_y1, woraus L; = L;_1(z+3a) folgt. Nach Lemma 5.7.1 ist 2+ 2a aus L;_; konstruierbar,
also L; C Kon(M), da Kon(M) ein Korper ist.

(1) = (13):

Ist z € Kon(M), so gibt es eine Kette von Teilmengen M = My C --- C M, C C, so dass M, aus
M;_q jeweils elementar konstruierbar ist und z € M, gilt. Wir machen ferner folgende Beobachtung:
Bei der elementaren Konstruktion von M; aus M;_; werden héchstens 6 Punkte von M;_; verwen-
det: bei dem Schnitt zweier M;_1-Kreise werden die zwei Mittelpunkte sowie vier Punkte fiir die
Radien benutzt. Bei den anderen Konstruktionen werden weniger als sechs Punkte verwendet. Ohne
Einschriinkung kann angenommen werden, dass |[M; — M;_;| < oo ist. Es sei Ly = Q(M U M U {i}).
Damit erfiillt Ly die Voraussetzungen von Lemma 5.7.2. Es sei My = My U {21,1,...,21,m, }- Da die
21 fir K = 1...m; elementar aus M, konstruierbar sind, gibt es nach Lemma 5.7.2 Elemente wq ;,

mit wik € Lo und 21 € Lo(wig). Es sei L1 = Lo(wi,1,--+, Wimy, Wi,is-- - Wim, ). Dann erfiillt
auch L; die Bedingungen von Lemma 5.7.2, und es ist [Ly : Lo] = 2™. Nun seien Li,...,L4 1
schon konstruiert, so dass M; C L; sowie [L; : Lj_q] = 2" fiir 1 < j < d —1 gilt. Die L; mogen
jeweils die Voraussetzungen von Lemma 5.7.2 erfiillen. Es sei My = Mg_1 U {241,-.., 2dm,}. Wie-
derum gibt es nach Lemma 5.7.2 Elemente wg; € C mit w?l’k € Lg—q und zgp € Lg—1(wqp). Wir
setzen Ly = Lg_1(wq, 1, Wdmy, Wd,1;- - - Wd,m, }, dann ist [Lg : Lg—q] = 2"¢. Somit erhdlt man einen
Korperturm mit den gewiinschten Eigenschaften. O
SATZ 5.7.4

Es sei{0,1} C M C Cund L =Q(MUM). Ist z € Kon(M), so ist z algebraisch iiber L und [L(z) : L]
ist eine Potenz von 2.

BEWEIS
Dies folgt unmittelbar aus Satz 5.7.3. U

Wir wollen diese Betrachtungen zunéchst auf die Frage der Konstruierbarkeit des regelmafigen n-Ecks
anwenden. Hier spielen die Fermatschen Primzahlen eine entscheidende Rolle:

DEFINITION 5.7.4
Fiir n € N heifit F,, = 22") + 1 die n-te Fermatsche Zahl.

Es gilt Fy =3, F1 =5, F» =17, F3 = 257, F4 = 65537 sowie
Fy = 232 41 = 4294967297 = 641 - 6700417 .

Die Zahlen Fy, ..., Fy sind Primzahlen, jedoch ist F5 nicht prim. Es ist auch keine weitere Primzahl
unter den F;, bekannt. Es ist auch nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlen unter den F3,, gibt.

BEMERKUNG 5.7.1
Ist p eine ungerade Primzahl der Form p = 2™ + 1, so ist p eine Fermatsche Zahl.

29



BEWEIS
Ist m =1 - ¢ mit ¢ > 2 ungerade, so gilt

q—1
p=2M4+1 =2 +1) 20D 2 p1) = 2 +1) ) (=2,
=0
und p ist keine Primzahl, also ist nur m = 2 fiir ein k € Ny méglich. O
SATz 5.7.5 (GauB)
Es sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Dann sind dquivalent:
(i) Das regelmdflige n-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
(ii) ¢(n) ist eine Potenz von 2,
(iii) n=2"-py - pp, wobei p1,...,p, paarweise verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

BEWEIS
Die Konstruktion des regelméfliigen n-Ecks ist offenbar dquivalent zur Konstruktion der n-ten primi-

2mi

tiven Einheitswurzel ¢, = e .

Nach Satz 4.1.6 ist m¢, (X) = ®,(X), also [Q(¢n) : Q] = ¢(n). Aus Satz 5.7.4 folgt, dass ¢(n) eine
Potenz von 2 ist.
(i1) < (iii):
Ist n = 2% . p7* .- pt die Primfaktorzerlegung von n, so gilt
p(n) = 2071 P pi T (= 1) (o — 1)

Somit ist ¢(n) genau dann eine Potenz von 2, wenn e; = --- = e, = 1 und jeweils p; — 1 eine Zwei-
erpotenz ist. Nach Bemerkung 5.7.1 ist letzteres dquivalent dazu, dass die p; Fermatsche Primzahlen
sind.

(13) = (4):

Die Erweiterung Q(¢,)/@ ist galoissch mit Galoisgruppe G(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)*. Insbesondere ist
|IG(Q(¢m)/Q)| = p(n), also ist die Galoisgruppe wegen (i7) eine 2-Gruppe (Definition 1.8.7). Nach den
Sétzen 1.9.5 und 1.9.6 besitzt G(Q((,)/Q) eine Normalreihe

G(Q(¢n)/Q) = Go> Gy > --- > Gy, = {id}
mit [G;_1 : G;] = 2. Der Turm der zugehorigen Fixkérper
Q = QW)™ S QG € -+ C QG = Q)
erfiillt die Bedingungen von Satz 5.7.3. Damit ist (,, € Kon({0,1}). O

Mit Satz 5.7.4 konnen auch die klassischen Konstruktionsprobleme der alten Griechen beantwortet
werden:

SATZ 5.7.6 (Unlosbarkeit der klassischen Konstruktionsprobleme)
Die folgenden Konstruktionsprobleme sind unldsbar:

(a) Die Dreiteilung des Winkels,
(b) die Wiirfelverdopplung,
(¢) die Quadratur des Kreises.
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BEWEIS
Wir kénnen nur (a) und (b) beweisen. Teil (a) folgt beispielsweise aus der Unmoglichkeit der Kon-

struktion des regelméfigen 9-Ecks, welche sich als Spezialfall von Satz 5.7.5 ergibt. Zu (b): Wegen
Q(¥/2) : Q] = 3 ist die Verdopplung des Wiirfels nach Satz 5.7.5 unmdoglich. Zu (c): Es geht um die
Konstruktion eines Quadrats, dessen Flacheninhalt dem eines vorgegebenen Kreises entspricht, also
um die Konstruktion von /7 aus {0,1}. Das ist unmdoglich, weil 7 transzendent ist. Dies wurde von
Lindemann 1882 bewiesen. Der Beweis liegt auflerhalb des Rahmens dieser Vorlesung. U
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6. Algebraische Zahlentheorie
6.1. Moduln

DEFINITION 6.1.1
Es sei R ein Ring, M eine Menge.

(a) Man sagt: R operiert auf M (von links), wenn eine Abbildung
RxM — M, (r,m)—rm

gegeben ist mit
e Im =m fiir alle m € M,
e r1(rom) = (rire)m fiir alle m € M und r1,79 € R.
(b) Eine abelsche Gruppe (M, +) heifit R-(Links-)Modul, falls R (von links) auf M operiert und
zuséatzlich gilt:
e (r1 +ro)m =riym + rom fiir alle 1,79 € R und m € M,
e fiir jedes r € R ist die Abbildung ®(r) : M — M, m — rm ein Homomorphismus von

(M, +), also

r(my +mg) =rmy +rmo , Ymy,mg € M .

(¢) My und My seien R-Moduln. Die Abbildung ¢ : M; — My heifit R-Modulhomomorphismus,
falls ¢ ein Homomorphismus der abelschen Gruppen (M7, +) und (Ma,+) ist und ¢(rm) =
re(m) fir alle r € R und m € M gilt.

(d) Es sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C M heifit Untermodul von M, falls (N, +) eine
Untergruppe von (M, +) ist und rn € N fiir alle r € R und n € N gilt.

BEISPIEL 6.1.1
Es gibt zwei wichtige Spezialféille von Moduln:

(a) Ist K ein Korper und R = K, dann sind die K-Moduln gerade die aus der Linearen Algebra
bekannten Vektorrdume iiber K. Die Modulhomomorphismen zwischen zwei Vektorrdumen
V1 und Vs iiber K sind gerade die linearen Abbildungen von V; und V5.

(b) Ist M eine abelsche Gruppe, so ist M ein Z-Modul mit der Operation

(

Oar falls z = 0y

m-+---+m falls z>0
Zm = —_—
z—mal

—(m+---4+m) falls 2<0
——

|z]—mal

DEFINITION 6.1.2
Es sei R ein Ring, M ein R-Modul, S € M eine Teilmenge von M. Unter dem von S erzeugten
Untermodul von M (Schreibweise (S)) versteht man

(S) = N N.

NCM Untermodul
SCN

Ist (S) = M, so heifit S ein Erzeugendensystem von M iiber R. M heifit endlich erzeugt, wenn es ein
endliches Erzeugendensystem besitzt.

BEMERKUNG 6.1.1
Man sieht unmittelbar

<S> = {ZTZ‘SZ"’FZ‘EN,SZ'ES,TLEN}.

i=1
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DEFINITION 6.1.3

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Ein Erzeugendensystem B von M heifit Basis (von M iiber
R), falls aus r1by + - -+ + r,b, = 0 mit r; € R, paarweise verschiedenen b; € B und n € N stets 7, = 0
fiir alle ¢ folgt. M heiflt frei, falls M eine Basis besitzt.

BEMERKUNG 6.1.2
Man sieht unmittelbar, dass aus der Existenz einer Basis B die eindeutige Darstellbarkeit von jedem
m € M in der Form m = r1by + - -+ + r,,b,, folgt.

SATZ 6.1.1
Es sei R ein Ring und n € N. Dann gibt es einen freien Modul M dber R mit einer Basis der
Midchtigkeit n.

BEWEIS
Es sei M = {(z1,...,2n) | ; € R} sowie ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) mit der Eins an der i-ten Stelle.
Dann ist B = {eq,...,e,} eine Basis der gewiinschten Form. O

DEFINITION 6.1.4

Es sei R ein Ring, M und M’ seien Moduln iiber R mit Basen B = {by,...,b,} bzw. B = {b},... b, }.
Es sei ¢ : M — M’ ein Modulhomomorphismus und a;; € Rmit 1 <7 < m, 1 <75 < n eindeutig
bestimmt durch

p(b;) = ) ail.
i=1

Dann heifit die Matrix A = (a;5) € R(™™) die zum Homomorphismus ¢ bzgl. der Basen B und B’
gehorige Matrix. Schreibweise: A = M(p, B, B').

SATZ 6.1.2

Es sei R ein Ring und M, M', M" Moduln iiber R mit Basen B, B’ und B". Es seien ©1: M — M’
bzw @9 : M’ — M" Modulhomomorphismen mit zugehérigen Matrizen Ay = M(p1, B, B") und
Ay = M(p2, B', B"). Dann gehort zum Modulhomomorphismus @a 0@y : M — M" bzgl. der Basen B
und B" die Matriz M(p3 0 p1,B,B") = As - A;.

BEWEIS

Wie in der Linearen Algebra durch Nachrechnen. O

DEFINITION 6.1.5
Es sei R ein Ring und n € N. Die Einheitsmatrix F,, vom Typ (n,n) ist

10 --- 0
01 - 0
00 --- 1

Eine Matrix A € R(™™ heift invertierbar, wenn es A’ € R gibt mit A- A’ = E,, oder A’ - A = E,,.

SATZ 6.1.3
Es sei R ein Ring. Ein A € R™™ st invertierbar genau dann, wenn es A=t € R™™ gibt mit
AAT = A"TA=E,.

BEWEIS

Es sei M der nach Satz 6.1.1 existierende Modul iiber R mit einer Basis B mit |B| = n. Es sei
¢ : M — M definiert durch M(p, B, B) = A. Dann ist A invertierbar genau dann, wenn die Abbildung
@ esist. A= = M(p~1, B, B) ist die gesuchte Matrix. O

DEFINITION 6.1.6
Die Matrix A~ aus Satz 6.1.3 heifit die zu A inverse Matrix.
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Wir nehmen im Folgenden an, dass R ein Hauptidealring ist. Manche der Aussagen gelten auch unter
allgemeineren Voraussetzungen.

SATZ 6.1.4
Es sei M ein Modul tiber R mit einer Basis der Mdchtigkeit n, dann hat jede endliche Basis von M
die Mdchtigkeit n.

BEWEIS

Es sei B = {b1,...,b,} eine Basis von M, m ein maximales Ideal von R. Dann ist die Faktorgruppe
(M/mM,+) offenbar ein Modul iiber dem Koérper R/m, also ein Vektorraum. Man sieht leicht, dass
B' = {by + mM,... b, + mM} eine Basis von M/mM iiber R/m ist. Aus der Linearen Algebra ist
bekannt, dass n eindeutig bestimmt ist. O

DEFINITION 6.1.7

Es sei M ein freier R-Modul mit einer endlichen Basis. Die nach Satz 6.1.4 eindeutig bestimmte
Michtigkeit jeder endlichen Basis von M heifit die Dimension von M iiber R (Schreibweise: dim(M)
oder dimp(M)).

Wir untersuchen als néchstes die Beziehung zwischen verschiedenen Basen eines freien, endlich er-
zeugten Moduls. Es seien By = {b1,...,b,} und By = {b,..., b} zwei Basen des Moduls M iiber R.
Dann gibt es Elemente a;; € R (1<i<n,1<j<n)mit

n

/ 2 :

bi = al-jbj .
g=1

Wir betrachten die Matrix A = (a;;). Dann ist

SATZ 6.1.5
Es sei M ein freier R-Modul mit der Basis B = {bi,...,b,}. Dazu sei B' = {b},... b} fir ein
A€ R mit

Dann gilt: B’ ist Basis von M < A ist invertierbar.

BEWEIS ~

Hinrichtung: B’ sei Basis von M, dann gibt es A € R™™_ so dass
b1 b} b1
]l =A ]l =A4A :
by, bl by,

Es folgt: AA = E,, also ist A invertierbar.
Riickrichtung: Es sei A invertierbar, dann ist

by b,
bn b,
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d. h. B’ ist ein Erzeugendensystem. Es bleibt die lineare Unabhiingigkeit zu zeigen. Es gelte r1b] +

<4 rpbl, =0, zu zeigen ist 1y = -+ =1, = 0. Es folgt
by
(riy...,mp) A 1] =0,
bn,
und damit (ry,...,7,)-A = (0,...,0), da B eine Basis ist. Damit gilt aber auch (ry,...,r,)-A-A7! =
(ri,...,m) = (0,...,0). O
SATZ 6.1.6

Es sei M ein R-Modul mit dimp(M) = n und N ein Untermodul von M. Dann hat auch N eine
endliche Basis und es ist dimp(N) < dimg(M) = n.

BEWEIS
Es sei B ={by,...,b,} eine Basis von M und

Ny = N by, ..., bn})

fiir 1 . Wir zeigen durch Induktion: N,, = {0} oder N,, besitzt eine endliche Basis und

<m<mn
dimp(Np,) < m.

m = 1:

Es sei N1 = {s1b1 | s1 € I1}. Aus der Moduleigenschaft von N; folgt sofort, dass I; ein Ideal von R ist.
Da R ein Hauptidealring ist, folgt Iy = (r;) = {r1t | t € R}. Ist r1 = Og, so ist N7 = {0}. Andernfalls
ist Ny = (r1b1) mit Basis By = {rib;}.

m—1—m:

Es sei N,,—1 = {0} oder andernfalls B,,,—; = {c1,...,¢n—1} eine Basis von N,,_1. Es sei I,;, die Menge
aller s; € R, so dass x € N existiert mit x = s1b1 +- -+ 5;—1bp—1 + Smbm,. Aus der Moduleigenschaft
von N, folgt wiederum, dass I, ein Ideal ist. Also I, = {0} oder I,,, = (ry,) = {rmt | t € R}. Ist
I, = {0}, so ist N,;, = N,;,—1 und die zu zeigende Aussage gilt nach der Induktionshypothese. Es sei
z € Np, und 7y, # 0 und w,, € N, so gewdhlt, dass wy, = u1by + -+ + Um—_1bm—_1 + 7mbm, gilt. Dann
gibt es t € R, so dass x — tw,, € N,,_1. Dies zeigt, dass By,—1 U {w,,} eine Basis von N,, ist. O

6.2. Noethersche Ringe

DEFINITION 6.2.1
Ein kommutativer Ring R heifit Noethersch, falls jedes Ideal ein endliches Erzeugendensystem besitzt,
d. h.Ist I < R, so gibt esn € Nund ay,...,a, € I, so dass

I = (a,...,an) = ﬂ J.

BEMERKUNG 6.2.1
Esist also [ = {rjay + -+ + rpa, | r; € R}.

BEISPIEL 6.2.1
Jeder Hauptidealring ist Noethersch. Andererseits ist Z[v/—5] kein Hauptidealring, dennoch ist dieser
Ring Noethersch (Beweis spiiter).

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring.

SATZ 6.2.1
Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) R ist Noethersch,
(ii) Es gilt der Teilerkettensatz fir Ideale: Es gibt keine unendliche echt aufsteigende Kette I1 C
Iy € --- wvon Idealen in R.
(iii) Es gilt die Mazimalbedingung fir Ideale: Jede nichtleere Menge I von Idealen von R enthilt
ein maximales Element, d. h. es gibt ein I € T, das in keinem anderen Ideal von I enthalten
15t.

BEWEIS
(1) = (i) :

Sei I1 C I € --- eine unendliche echt aufsteigende Kette von Idealen. Auch die unendliche Vereinigung

I=Jr
jEN
ist ein Ideal von R, und wegen (i) wird es von endlich vielen Elementen ay,...,a, € R erzeugt. Fiir
jedes k gibt es ein iy, so dass aj in I;, und damit in allen Nachfolgern liegt. Fiir j = max(i1, ..., %)
liegen also alle Erzeuger in I;, woraus I; O I und damit I; = I folgt. Dann ist I;11 2 I; = I ein
Widerspruch zur Definition von I.

Eine Menge 7 von Idealen von R verletze die Maximalbedingung. Sei I; € 7, dann existiert Io € 7
mit Iy € Is. Dazu gibt es I3 € Z mit Is C I3, und so weiter. Die Kette I; C Iy C --- ist dann ein
Widerspruch zu (i7).

(idd) = (i0):
Folgt mit der Wahl Z = {I, | j € N} fiir eine unendliche echt aufsteigende Kette (1;).

(13) = (4):
Es sei I < R. Ist I nicht endlich erzeugbar, so existiert eine unendliche Folge a; € R mit (a1) C
(a1,a2) € -+ im Widerspruch zu (i). O

6.3. Ganzheit

DEFINITION 6.3.1

Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Erweiterung des Korpers Q der rationalen Zahlen. Eine
algebraische Zahl heifit ganz, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f € Z[X] ist. Die Menge
der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers wird mit Ok bezeichnet.

Man kann zeigen, dass Ok ein Ring ist. Dieser hat mit dem Ring Z der gewchnlichen ganzen Zahlen
(den ganzen Zahlen den Korpers Q) manche Eigenschaften gemeinsam. Einige dieser Eigenschaften
gelten fiir alle, andere nur fiir spezielle Zahlkorper. Viele Begriffe im Ring Z (Teilbarkeit, Zerlegung
in Primelemente) lassen sich auf O iibertragen. Die ,, Arithmetik in Ok “bildet den Gegenstand der
algebraischen Zahlentheorie. Es empfiehlt sich (aus mehreren Griinden) den Begriff der Ganzheit in
groferer Allgemeinheit zu behandeln. Die im Folgenden auftretenden Ringe werden als kommutativ
vorausgesetzt.

DEFINITION 6.3.2

Es sei A C B eine Ringerweiterung. Ein Element b € B heifit ganz iiber A, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms f € A[X] mit f(X) = X"+a,_1 X" 1+ +a;X +ap und n > 1 ist. Der Ring
B heifit ganz iiber A, wenn alle Elemente b € B ganz iiber A sind.

Man erwartet, dass die Menge der Elemente, die iiber A ganz sind, einen Ring bilden. Diese Tatsache
ist nicht unmittelbar, sondern folgt mit Hilfe der Modultheorie.
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SATZ 6.3.1
Endlich viele by, ... ,b, € B sind genau dann simtlich ganz iber A, wenn der Ring Alby,...,b,] als
A-Modul endlich erzeugt ist.

Als Vorbereitung benutzen wir

LEMMA 6.3.2 (Entwicklungssatz von Laplace)
Es sei R ein kommutativer Ring und n € N. Es sei A = (a;;) € R™™. Dazu sei A* = (aj;) die
adjungierte Matriz, d. h. aj; = (—1)"*7 - det(A;;), wobei A;j die Teilmatriz ist, die durch Streichung
von Zeile j und Spalte i aus A entsteht. Dann gilt

A-A" = A" A = det(A) - E, .

Fiir & € R" gilt: AT =0 = (det(A))Z = 0.

BEWEIS
Der Beweis aus der Linearen Algebra, in dem R als Korper vorausgesetzt wird, benutzt die Leibniz-
Formel

n

det(A) = Z sgn() Hajﬂf(j)
€Sy j=1

und kann auf beliebige kommutative Ringe R iibertragen werden. O

LEMMA 6.3.3
Es sei R C S eine Ringerweiterung und M ein S-Modul. Ist S endlich erzeugt als R-Modul und M
endlich erzeugt iber S, so ist M auch endlich erzeugt als R-Modul.

BEWEIS

Es sei § = {s1,...,,} ein Erzeugendensystem von S iiber R sowie 7 = {t1,...,t;} ein Erzeugenden-
system von M iiber S. Dann ist U = {s;t; | 1 < i <r, 1 < j <} ein Erzeugendensystem von M
iiber R. [l

BEWEIS zU SATZ 6.3.1

Hinrichtung:

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fall n = 1: Es sei b € B ganz iiber A und
f € A[X] normiert vom Grad n > 1 mit f(b) = 0. Ist g € A[X], so gibt es ¢(X),7(X) € A[X] mit
deg(r) < m so dass g(X) = ¢(X)f(X) + r(X) gilt. Einsetzen von b ergibt g(b) = r(b) = ag + a1b +
agbh?® 4 - - -+ a,_1b" ! Daher besitzt der A-Modul A[b] das Erzeugendensystem {1,b,b2,... 6" 1}, Fall
n —1 — n: Es seien by,...,b, € B sidmtlich ganz iiber A und R = A[by,...,b,—1]. Dann ist b, ganz
iiber R, und da der Fall n = 1 schon behandelt ist folgt, dass der R-Modul R[b,| = A[bi,...,by]
endlich erzeugt iiber R ist. Nach Induktionshypothese ist R endlich erzeugt iiber A. Nach Lemma
6.3.3 ist R[b,| dann endlich erzeugt iiber A.

Riickrichtung:
Der A-Modul Afby,...,by,] sei endlich erzeugt mit einem Erzeugendensystem A = {wy,...,w,}. Fiir
be Afby,...,b,] gibt es dann ¢;; € A mit 1 <4,5 <7 so dass

T

bwl- = E cijwj

j=1
gilt fiir i = 1...7. Bs sei C' = (c;;) € AT, Dann folgt
w1 0
bE,-=C)-| + | =
Wiy 0
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Nach Lemma 6.3.2 gilt det(bE,, — C)w; = 0 fiir alle 1 < i < r. Da es eine Darstellung 1 = djw; +
-+ + dyw, mit d; € A gibt, folgt det(bE,, — C) = 0. Die Entwicklung der Determinante liefert eine
Gleichung f(b) = 0 mit normiertem f € A[X], also ist b ganz. O

DEFINITION 6.3.3 o
Es sei A C B eine Ringerweiterung. Die Menge A = Ap = {b € B | b ganz iiber A} heifit der
ganze Abschluss von A in B.

SATZ 6.3.4
Es sei A C B eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss A von A in B ein Teilring von B.

BEWEIS

Es seien by, by € A. Nach Satz 6.3.1 ist der A-Modul Alby, ba] endlich erzeugt iiber A. Dann sind auch
Alb1,be, by — by] = A[by, ba] und Alby, ba, b1ba] = A[b1, bo] endlich erzeugt iiber A. Also sind nach Satz
6.3.1 auch by — by und b1by ganz iiber A und damit Elemente von A. Damit ist A ein Teilring von
B. ]

SATZ 6.3.5
Es seien A C B C C Ringerweiterungen. Ist C' ganz iiber B und B ganz iiber A, so ist C' ganz tiber A.

BEWEIS

Es sei ¢ € C ganz iiber B. Dann gibt es b; € B mit ¢® + by_1¢" ' + -+ + bic + by = 0. Es sei
R = Alby,...,by], dann ist R|c| ein endlich erzeugter R-Modul. Nach Satz 6.3.1 ist R auch endlich
erzeugt iiber A. Nach Lemma 6.3.3 ist der A-Modul R]c] endlich erzeugt iiber A, und damit ¢ ganz
iiber A. O

DEFINITION 6.3.4 L
Es sei A C B eine Ringerweiterung. A heifit ganzabgeschlossen in B, wenn A = Ap ist. Es sei A ein

Integrititsbereich mit Quotientenkérper K. Der ganze Abschluss A von A in K heifit Normalisierung

von A. A heiBt ganzabgeschlossen schlechthin, wenn A = A ist, d. h. wenn A ganzabgeschlossen in
seinem Quotientenkorper ist.

SATZ 6.3.6
Es sei A C B eine Ringerweiterung:

(a) Der ganze Abschluss A von A ist ganzabgeschlossen in B.
(b) Jeder faktorielle Ring ist ganzabgeschlossen.

BEWEIS

Zu a): Es sei b € B ganz iiber A. Dann ist nach Satz 6.3.3 A[b] ganz iiber A. Nach Satz 6.3.4 ist A[b]
ganz {iber A, also b € A. Zub): Es sei { € K beliebig mit a,b € A und b # 0. Da A faktoriell ist kann
man den Bruch kiirzen, und ggT(a,b) = 14 annehmen. Dann gibt es a; € A, so dass

a G, a

(F"+an Q)"+ tay a0 =0
ist. Fiir jedes Primelement 7 € A gilt: w|b = 7|a, aus der angenommenen Teilerfremdheit folgt b € A*
und damit § € A. O

Im Folgenden sei A ein ganzabgeschlossener Integritétsring mit Quotientenkorper K = Quot(A), und
L/K eine endliche separable Korpererweiterung, sowie B der ganze Abschluss von A in L.

DEFINITION 6.3.5

Unter einer Ganzheitsbasis von B iiber A (oder auch A-Basis von B) versteht man ein System von
Elementen wy,...,w, € B derart, dass sich jedes b € B in eindeutiger Weise als Linearkombination
b=ajwy + -+ apw, mit Koeffizienten a; € A darstellen ldsst.
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BEMERKUNG 6.3.1
Die Existenz einer Ganzheitsbasis {w1, ... ,w,} bedeutet, dass B ein freier A-Modul mit dim4(B) =n
ist.

Wir wollen im Folgenden die Existenz einer Ganzheitsbasis fiir den Fall sicherstellen, dass A ein
Hauptidealring ist. Wichtig fiir das Studium der Ganzheit sind Spur, Norm und die Diskriminante.
Nach dem Satz vom primitiven Element (Satz 5.1.1) kénnen wir im Folgenden annehmen, dass L =
K (0) ist. Weiter sei Z ein Zerfallungskorper des Minimalpolynoms mg(X) von € {iber K mit linearem
Zerfall mg(X) = (X —61)--- (X — 6,). Nach Satz 3.2.2(b) gibt es genau einen K-Isomorphismus o;

von L zu jeder Nullstelle #;, der durch die Zuordnung 6 — 6, festgelegt ist. Mit oq,..., 0, seien im
Folgenden stets diese Isomorphismen gemeint. Wir betrachten L als Vektorraum iiber K. Dann ist
Sprla) = S(Ta)

Npk(a) = det(Ta)

mit der Darstellungsmatrix T, € K (nn) des K-Vektorraumhomomorphismus Yo: L—L z— -
Wie aus der Linearen Algebra bekannt, finden wir in dem charakteristischen Polynom
fo(X) = det(X -E, —T,) = X" +an 1 X" 14+ +a1X +ag

n

von T, Spur und Norm durch Sy k(@) = —a,—1 und Ny /g (a) = (=1)"a.

SATZ 6.3.7
Es gilt

fa(X) = TI(X —oai(a))
Spr(a) = Y oi(a)

Npg(a) = [[oi(a)

wobei die Summen/Produkte iber i =1...n laufen.

BEWEIS
BEs sei m = [K(a) : K] und mq(X) = X™ 4+ ¢p 1 X™ 1 + -+ + ¢1 X + ¢p das Minimalpolynom von
a iiber K. Dann ist {1,a,...,a™ !} eine Basis der Korpererweiterung K (o) /K. Ist {81, .., B4} eine

Basis der Erweiterung L/K(a), so ist {31, Bic,...,Bra™ 1 .. ... . Bd, Bac, . .., Baa™ 1} eine Basis
von L/K. Die Darstellungsmatrix von ¢, hat bzgl. dieser Basis dann die Blockgestalt
A0 -+ 0
0 A --- 0
Ta - . . .
0 0 A
d:nal

mit der Matrix

0 1 0 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
—C —C€ —C - —Cp-1

Man rechnet leicht nach, dass

fo(X) = £det(A - XE,)? = (co+ a1 X + -+ cma X L4 X™9 = my(X)?
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gilt. Insbesondere ist das charakteristische Polynom von « eine Potenz des Minimalpolynoms. Die

Menge {01,...,0,} zerfillt unter der Relation o; ~ 0; < 0;(a) = 0j(a) in m Aquivalenzklassen der
Méchtigkeit d. Es sei {o,,...,0x,, } ein Reprédsentantensystem. Dann gilt
m
ma(X) = [[(X = o,(a))
=1
m m n
= fo(X) = [IX —on(@)? = [T TI (X -0i(@) = [I(X —ai(e) -
=1 I=10i~oy, 1=1
Damit folgen auch die angegebenen Darstellungen von Norm und Spur. ([

Wir definieren nun die Diskriminante in einer etwas allgemeineren Situation als in Definition 5.7.1.
Im folgenden Satz werden wir jedoch sehen, dass die neue Definition mit Definition 5.7.1 eng zusam-
menhéngt.

DEFINITION 6.3.6

Es seien aq,...,a, € L mit n = [L : K|. Unter der Diskriminante d(a1,. .., ay) versteht man
dlog,...,apn) = det(SL/K(OziOéj) 1§;§n) .
1<j<n
SATZ 6.3.8
Es seien aq,...,ap € L beliebig und mg(X) das Minimalpolynom eines primitiven Elements 0 € L

tiber K. Dann gilt:

(a) Esist d(ag,...,an) = det((0;(a;)))?.
(b) d(1,6,...,6" ) = D(my(X)) im Sinne von Definition 5.7.1.

BEWEIS
Es sei A = (0;(;)) € L™™. Dann ist

AT A= (SL/K(aioaj) 1§i§n)
1<j<n
und d(ay,...,a,) = det(ATA) = det(4)? = det(o;(e;))?, woraus Behauptung a) folgt. Nun sei
mq(X) € K[X] das Minimalpolynom von 6 mit Zerfall mq(X) = [[(X — 6;) im Zerfillungskérper Z
und #; = 0. Dann gilt

D(ma(X)) = [J0: — 0, = det(v)*

i<j
mit der Vandermonde-Matrix j
16, 607 - ot
16, 2 . o
Dies sieht man, indem man jede der (n — 1) ersten Spalten mit #; multipliziert, von den folgenden
subtrahiert, und so fortfahrt. Die Behauptung b) folgt damit aus a). (|
SATZ 6.3.9

Es sei A ein Teilring von K, so dass K = Quot(A) ist mit ganzem Abschluss A = Ay in K und dem
ganzen Abschluss B = Ay, im Erweiterungskorper L, dann gilt:

(a) Ist a € A, so gilt Sr/k(a) € A und Np (o) € A.
(b) Fiir jedes o € B gilt die Aquivalenz o € B* & Ny (a) € A*.
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BEWEIS

Zu a): Ist a ganz iiber A, so auch o;(«) fiir i = 1...n. Die Behauptung folgt dann aus Satz 6.3.7. Zu
b): Hinrichtung: Ist « € B eine Einheit des Rings B, so ist auch o;(«) € B* fiir alle 4, nach Satz 6.3.7
also Np, i € A*. Riickrichtung: Es sei a - Ny k(o) = 1 fiir ein a € A. Dann ist 1 = a - [[0i(a) = ya

mit ~ € B. 0
SATZ 6.3.10

Es sei {ay,...,an,} eine in B gelegene Basis von L/K mit Diskriminante d = d(ay,...,a,). Dann
gilt:

d-B C Aa1 @+ @ Aay, -

BEWEIS
Esseia=aja1+---+ana, € Bmit a; € K. x; = a; sind die Losungen des linearen Gleichungssystems

n
> Sywlaiog)z; = Spyxlaia) 1<i<n.
j=1
Nach der Cramerschen Regel berechnen sich die a; als Quotienten zweier Determinanten. Die Deter-

minante im Zéhler ist wegen Sy, /i (a;aj) € A aus A, die Nennerdeterminante ist det(Sy k(i) = d.
Also folgt d - a; € A, damit d- o € Aoy @ -+ @ Acyy,.

Wir beweisen nun die Existenz der Ganzheitsbasis fiir den Fall, dass A ein Hauptidealring ist:

SATZ 6.3.11
Ist A ein Hauptidealring, so ist jeder endlich erzeugte B-Untermodul M # {0} von L ein freier A-
Modul mit dima(M) = [L : K|. Insbesondere besitzt B eine Ganzheitsbasis iiber A.

Zum Beweis bendtigen wir

LEMMA 6.3.12
Esist L={g|be B, ac A—{0}}.

BEWEIS
Es sei

(D):apf"+--4+a1f+ag =0 a; €A, a, #0.

n—1
n

(anf)" + -+ ai(anf) +ap = 0 a;€ A
ergibt. [l

Dann ist b = a, (3 ganz iiber A, weil Multiplikation von (1) mit a eine Gleichung

BEWEIS VON SATZ 6.3.11

Es sei M # {0} ein endlich erzeugter B-Untermodul von L und {a, ..., ay,} eine Basis von L/K. Nach
Lemma 6.3.12 kénnen wir durch Multiplikation mit einem Element aus A erreichen, dass sie in B liegt.
Nach Satz 6.3.10 ist dann d- B C Aoy @ -+ @ Aay,. Es sei {pu1,..., 4.} € M ein Erzeugendensystem
des B-Moduls M. Es gibt ein a € A mit au; € B fiiralle i =1...7, also a - M C B. Damit ist

a-d-M Cd-BC A1 @---@ Ay, =2 M.
Nach Satz 6.1.6 ist mit My auch a - d - M, also auch M ein freier A-Modul. Wegen dim4(M) =
dim g (dM) < dimy(Mp) < dimy (M) ist dimg (M) = dimy(My) = [L : K. O

Der wichtigste Spezialfall unserer Betrachtungen ist der ganze Abschluss O C K von Z C Q in einem
algebraische Zahlkorper K. Nach Satz 6.3.11 besitzt jeder endlich erzeugte O g-Untermodul M von K
eine Z-Basis {a1,...,an}, d. h. M = Zay @ - - & Zay,. Die Diskriminante d(ay, ..., a,) = det(oi(a;))?
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héngt nicht von der Wahl dieser Z-Basis ab. Ist nédmlich {a],...,a/,} eine andere Basis, so ist nach
Satz 6.1.5

mit einem invertierbaren C' € Z(™ . Wegen dem Determinantenmultiplikationssatz ist dann auch
det(C) € Z invertierbar, was nur fiir det(C') = £1 méglich ist. Wegen (0i(a})) = C - (0i(e;)) folgt
d(ai,...,ay) =d(a),...,a)). Insbesondere hat auch d(w,...,wy,) fir jede Z-Basis {w1,...,wy,} den

gleichen Wert.

DEFINITION 6.3.7

Unter der Diskriminante des Zahlkorpers K versteht man dxg = d(Og) = d(wi,...,w,) mit einer
beliebigen Z-Basis {w1,...,wy} von Ok.
6.4. Ideale

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper mit dem Ring Ok der ganzen algebraischen Zahlen in K. Wie
in Z, so liasst sich auch in Ok jede Nichteinheit o # 0 in ein Produkt von irreduziblen Elementen
zerlegen. Denn wenn « nicht selbst irreduzibel ist, so zerfillt es in ein Produkt o = (v von zwei
Nichteinheiten, so dass nach Satz 6.3.9(b) gilt:

1 < |NgjB) < |Ngpla) ,
1 < [Nkl < [Nggla)l
Die Zerlegung in irreduzible Elemente folgt mittels vollsténdiger Induktion, da es nur endlich viele

Normbilder in Z mit beschrinktem Betrag gibt. Diese Zerlegung ist jedoch im Allgemeinen nicht
eindeutig:

BEISPIEL 6.4.1
Im Korper K = Q(+/—5) ist (wie wir spéter sehen werden) der Ring der ganzen Zahlen gegeben durch
Ox =7 & +/—5Z. Nach Beispiel 2.4.1 besitzt 9 die verschiedenen Zerlegungen

9=3-3=(2+vV-5)(2—-+V-5)

in unzerlegbare Elemente von O.

Die Idee von Eduard Kummer war, dass es fiir die Zahlen in O einen erweiterten Bereich neuer
idealer Zahlen geben miisse, in welchem sie sich eindeutig als Produkt idealer Primzahlen darstellen

lassen wiirden. In der obigen Zerlegung wire beispielsweise 3 = pips und (2 + +/=5) = p? bzw.
(2 — v/=5) = p2, womit die nun eindeutige Zerlegung von 9 in ideale Zahlen

9 = (p1p2)(p1p2) = pip3

folgen wiirde. Aus den idealen Zahlen sind spéter die Ideale von Ok im Sinne von Definition 2.1.3(c)
geworden. Grundlegend fiir das Folgende ist

SATZ 6.4.1
Der Ring Of ist Noethersch, ganzabgeschlossen, und jedes Primideal 3 # {0} ist ein mazximales Ideal.

BEWEIS
Nach Satz 6.3.11 ist jedes Ideal a von O ein endlich erzeugter Z-Modul, damit ist der Ring Ok nach
Definition 6.2.1 Noethersch. Als ganzer Abschluss von Z in K ist Ok auch ganzabgeschlossen nach
Satz 6.3.6. Es bleibt zu zeigen, dass jedes Primideal 8 # {0} maximal ist. Offenbar ist 8 N Z ein von
Null verschiedenes Primideal von Z, also P N Z = pZ fiir eine Primzahl p € N nach Bemerkung 2.4.1.
Es sei y € P mit y # 0 und

Y 't an1y" ot aytag = 0
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mit a; € Z und ag # 0. Dann ist ag € PNZ = pZ. Der Integrititsbereich O = O /B entsteht aus dem
Korper k = Z/pZ durch Adjunktion algebraischer Elemente und ist somit ein Kérper, da F'(a) = F[a]
fiir jeden Korper F' und jedes iiber F' algebraische « ist Nach Satz 2.1.4 ist 8 dann ein maximales

Ideal. O

DEFINITION 6.4.1
Ein Noetherscher, ganzabgeschlossener Integrititsring, in dem jedes von {0} verschiedene Primideal
maximal ist, heiffit Dedekindring.

DEFINITION 6.4.2
Es sei R ein Ring und a,b < R Ideale von R. Wir sagen: a teilt b (geschrieben a|b), falls b C a ist.

SATZ 6.4.2
Es sei O ein Dedekindring. Jedes von (0) = {0} und (1) = O verschiedene Ideal a < O besitzt eine bis
auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung

a = ml T C‘Br
als Produkt von Primidealen B; < O.

LEMMA 6.4.3
Zu jedem Ideal a # (0) von O gibt es von Null verschiedene Primideale B1,..., B, I O mit a D

g'pl"';‘pr-

BEWEIS
Es sei Z die Menge aller Ideale, fiir welche die Behauptung des Lemmas falsch ist. Wir zeigen zunéchst:

(1): YVaeZ3dbeZ: aCh.

Ein a € Z kann kein Primideal sein, also gibt es b1,bs € a mit bibs € a aber by, by ¢ a. Wir setzen
a; = (b1) + a und ay = (b2) + a, woraus a C ay, as folgt. Es ist andererseits ajas = {(r1b1 + a1)(r2b2 +
az) | ri € O, a; € a} = {rirabiba + riboas + raboag + araz | r; € O, a; € a} C a. Wiren aj,a2 ¢ Z,
so enthielten beide Produkte von Primidealen, also auch a, woraus der Widerspruch a ¢ Z folgen
wiirde. Damit ist a; € Z oder as € Z, und (1) ist gezeigt. Annahme: Z # (). Nach (1) gibt es dann eine
unendliche echt aufsteigende Kette a1 C ag C - -+ von Idealen in O im Widerspruch zu Satz 6.2.1. O

LEMMA 6.4.4
Es sei K der Quotientenkdrper eines Dedekindrings O. Ist B < O ein Primideal und

P ={zeK|2PCO},

so st
aPp! = {Zaz‘wz‘ la; €a, z; € P} #a.
fiir jedes Ideal a # (0).

BEWEIS

Es sei a € P mit @ # 0 und P1--- P, C (a) C P mit Primidealen P; # 0 und minimalem r. Eines
der B3;, ohne Einschrankung B, ist in 3 enthalten, denn sonst gébe es fiir jedes ¢ ein a; € P — P;
mit a; ---a, € P. Wegen der Maximalitit von 9Bq folgt P1 = P. Wegen Po--- P, € (a) gibt es ein
bePo--- P, mit b ¢ (a), damit ist a='b ¢ O. Andererseits ist aber b = bP; C (a), also a 6P C O
und somit a~'b € P!, Daraus folgt P~ # O. Es sei nun a # (0) ein Ideal von O und {aq,...,a,}
ein Erzeugendensystem. Annahme: a3 ~! = a. Dann gilt fiir jedes » € L1

n
T = E Q50 mit aij € 0.
Jj=1
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Es sei A =zE, — (a;5) € K®n) Dann ist

aq
Al | =0
Qp
und damit det(A) = 0. Daher ist = als Nullstelle des normierten Polynoms f(X) = det(X E,, — (a;5)) €
O[X] ganz iiber O, d. h. x € O. Daraus folgt aber der Widerspruch p~! = O. O

BEWEIS VON SATZ 6.4.2
Wir beweisen zunéchst die Existenz, dann die Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideale.

Existenz:

Es sei 7 die Menge aller Ideale, die nicht als Produkt von Primidealen darstellbar sind. Annahme:
T # (). Nach Satz 6.2.1 enthélt Z ein maximales Element a, d. h. a C b fiir alle b € Z — {a}. Wiederum
nach Satz 6.2.1 ist a C B fiir ein maximales Ideal 8. Wir erhalten wegen O C B! die Inklusionen
aCaP! CPP! Ca Nach Lemma 6.4.4 ist a C aP~ und P € PP~! C O. Da P ein maximales
Ideal ist folgt PP~! = O. Wegen der Maximalitit von a in Z und wegen a # B, also aB~! # O,
besitzt af~! eine Primzerlegung a3~! = P - - - P,, damit aber auch a = aPPL ! = Py --- P, P, Wi-
derspruch.

Eindeutigkeit:
Fiir ein Primideal gilt: Plab = P|a oder P|b. Es seien nun

a = ml...ipr — Dl...QS
zwei Zerlegungen von a in Primideale. Dann teilt 43, einen Faktor 9;, ohne Einschrankung £;. Da
Primideale in Dedekindringen maximale Ideale sind, folgt B; = Q7. Wir multiplizieren auf beiden
Seiten mit %1_1 und erhalten wegen &I31£]31_1 = O die mit B, gekiirzte Darstellung

‘B2"'mr = Q9.

So fortfahrend erhalten wir » = s und nach Umordnung 3; = Q; firi=1...r. O

DEFINITION 6.4.3
Fasst man in der Primzerlegung eines Ideals a # 0 in einem Dedekindring O die gleichen Primideale
zusammen, so erhélt man eine Produktdarstellung

Q= PP e eN.

Jede solche Gleichung ist so zu verstehen, dass die B; paarweise verschieden sind. Ist a = (a) ein
Hauptideal, so schreibt man auch

fr— el..- 67‘
a = Py o

DEFINITION 6.4.4

Es sei O ein Dedekindring mit Quotientenkérper K. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich
erzeugter O-Untermodul a # {0} von K. Die gewohnlichen Ideale a < O bezeichnet man in diesem
Zusammenhang auch als ganze Ideale.

Das Produkt zweier gebrochener Ideale definieren wir analog zum Produkt ganzer Ideale:

DEFINITION 6.4.5
Unter dem Produkt von a und b verstehen wir den O-Modul

a-b = {Zaimaiea,bieb}

von K.

SATZ 6.4.5
Gebrochene Ideale erfiillen die folgenden Eigenschaften:
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(a) Eine Teilmenge a C K ist ein gebrochenes Ideal genau dann, wenn es ein ¢ € O — {0} gibt,
so dass c¢- a ein ganze Ideal von O ist.

(b) Die Menge der gebrochenen Ideale von K bildet bzgl. der Multiplikation eine abelsche Gruppe,
die Idealgruppe Jx von K.

(c) Das Einselement ist (1) = O, das Inverse zu a ist a~' = {r € K | za C O}.

BEWEIS
Zu a): Es sei a ein gebrochenes Ideal und {b1,...,b,} ein Erzeugendensystem von a als O-Modul.
Dann gibt es ¢ € O, so dass ¢b; € O ist fiir ¢ = 1...n. Damit ist offenbar ca ein ganzes Ideal

von O. Die Riickrichtung der Aussage ist klar. Zu b) und c): Assoziativitdt und Kommutativitéit
sowie a(1) = (1)a = a sind klar. Fiir ein Primideal ¢ gilt B € PP~! nach Lemma 6.4.4, also
PPR! = O = (1) wegen der Maximalitéit von Primidealen im Dedekindring O. Ist a = By --- B, ein
ganzes Ideal, so ist hiernach b = ‘131_1 B! das Inverse: wegen ba = O ist b C a~!. Es sei nun
umgekehrt = € a~!, also za € O. Dann ist zab C b, also € b wegen ab = O. Daher ist b = a=!. Ist a
ein gebrochenes Ideal und ¢ € O mit ¢ # 0 und ca C O, so ist (ca) ™! = ¢~ 1a~! das Inverse von ca. [

SATZ 6.4.6
Jedes gebrochene Ideal a besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a = H Ber

P ganzes
Primideal

mit Exponenten ey € Z und ey = 0 fiir fast alle *B.

BEWEIS
Nach Satz 6.4.5(a) gibt es ganze Ideale b und ¢, so dass a = bc~! ist. Daraus folgt die Existenz der
Produktdarstellung mit Koeffizienten in Z. Es seien

a = Hmdm .Hqg—w = Hgfa .HQ—QQ
B B 0 0
zwei Produktdarstellungen von a mit positiven dg, egs, fos, g3 € N. Es folgt
Hmdm .Hgym — Hgfa .Hspesn ’
P Q Q P
und mit Satz 6.4.2 folgt die Behauptung. O
DEFINITION 6.4.6
Die gebrochenen Hauptideale (a) = a© mit a € K* bilden eine Untergruppe der Idealgruppe Jx. Sie

wird mit Pk bezeichnet. Die Faktorgruppe Clx = Ji/Pk heifit die Idealklassengruppe von K, oder
auch kurz Klassengruppe.

BEMERKUNG 6.4.1
Offenbar ist Clg trivial genau dann, wenn O ein Hauptidealring ist.

6.5. Gitter

In der Theorie der algebraischen Zahlkérper spielen geometrische Uberlegungen eine zentrale Rolle.
Dies wird schon am Beispiel des einfachsten Zahlkorpers Q(i) deutlich. Q(7) kann in natiirlicher Weise
als Teil der komplexen Ebene C angesehen werden. Die Menge Z[i] der ganzen Zahlen von Q(7) besteht
aus den Gitterpunkten von C, d. h. den Punkten a + bi mit ganzzahligen Koordinaten a,b € Z. Diese
Betrachtungsweise ist von Minkowski auf beliebige Zahlkorper ausgedehnt worden.
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DEFINITION 6.5.1
Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R. Ein Gitter in V ist eine Untergruppe der Form

mit linear unabhéngigen Vektoren v, ...,7,, € V. Das m-Tupel (¥1,...,¥,;,) heifit eine Basis, und die
Menge

b = {1‘1171+---+l‘m17m|$i6R, O§$Z<1}
eine Grundmasche des Gitters I'. Das Gitter heifit vollstéindig oder eine Z-Struktur von V, falls m =
n = dim(V) ist.

Das Gitter Z( ) & Z(?) im R2.

Die Vollsténdigkeit des Gitters ist offenbar gleichbedeutend damit, dass die sdmtlichen Verschiebungen
® + v der Grundmasche fiir v € I' den ganzen Raum V iiberdecken. Wir bendtigen eine Charakteri-
sierung des Gitters, die von der Wahl der Basisvektoren /1, ..., U;, unabhingig ist:

DEFINITION 6.5.2

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R mit Basis {¢1,...,,}. Eine Untergruppe I von V'
heifit diskret, falls jedes Punkt v € I" ein isolierter Punkt ist, d. h. ist vy = a191 + - -+ + a0, € [ mit
a; € R, so gibt es ein € > 0 so dass gilt:

Y =at++a,t, eTundVi: |a; —al] <e = y=7".
LEMMA 6.5.1
Es sei I' CV eine Untergruppe:

(a) Die Diskretheit nach Definition 6.5.2 ist wohldefiniert, d. h. sie hingt nicht von der Wahl der
Basis ab.
(b) T ist diskret genau dann, wenn 0 € I' ein isolierter Punkt ist.

BEWEIS
Es ist klar, dass es zu zeigen gentigt, dass die Isoliertheit von 0 nicht von der Wahl der Basis abhéngt.
Es seien B = {#4,...,0,} sowie B' = {¥},...,7,} Basen von V. Es geniigt dann, die Aquivalenz der
folgenden Bedingungen zu zeigen:

(I): Je>0 mit: a1ty + -t apty, €T und Vi: |a)| <e = Vi:a; =0

(2): Je>0 mit: altf +--+a,v,el’ und Vi: l|d)]<e = Vi:a,=0
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Es gibt eine Matrix A = (ai;) € GL(n,R) die den Basiswechsel von B zu B’ vermittelt, dann ist
> ait; =Y a,v, wobei die Koeffizienten mittels

verbunden sind. Die Zeilensummennorm von A ist gegeben durch

n

14l = max > ai|

j=1

Damit folgt

max |a;| < ||A||- max |a}| , max |a}| < ||[A7Y - max |a;]

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
und damit die Aquivalenz von (1) und (2). O
SATZ 6.5.2
FEine Untergruppe I' CV ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret ist.
BEWEIS
Es sei I eine diskrete Untergruppe von V und Vy = (I') der von I' aufgespannte Untervektorraum
mit dim(Vp) = m < n = dim(V). Es sei U = {u1,...,Uy} eine in I" gelegene Basis von Vj. Dann

ist 'g = Zuy @ - & Zil,, ein vollstindiges Gitter von V. Wir zeigen zunichst, dass der Index
(" : Tp) endlich ist. 7; € T durchlaufe ein Représentantensystem fiir die Nebenklassen von I'/T'y. Da
I'g vollstandig in Vj ist, tiberdecken die Verschiebungen ®y + v mit v € I'g und der Grundmasche @
von I'g den Vektorraum Vjy. Daher kénnen wir

Vi = Wi+ Y0 mit g; € Po,vi0 €0 C W

schreiben. Da die pu; = 7; — vio € I' in der beschrankten Menge ®q liegen und isolierte Punkte
sind, muss ihre Anzahl endlich sein. Es sei also ¢ = (I" : T'g) < oo. Dann ist qI' C Ty, also I' C
%I’o = Z(%ﬂ’l) G- Z(%)ﬂ’m. Nach Satz 6.1.6 besitzt I' eine Z-Basis v1,...,0, € V mit » < n und
=%y ®---®7Zv,, d. h. I ist ein Gitter in V. O

LEMMA 6.5.3

Es sei V' ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Fin Gitter I' in 'V ist genau dann vollstdndig, wenn
es eine beschrinkte Teilmenge M C 'V gibt, deren sdimtliche Verschiebungen M + ~v mit v € T' den
ganzen Raum V iiberdecken.

BEWEIS

Ist I' = Zt1 @ - -+ ® ZU, vollstindig, so kann man M = & fiir die Grundmasche ® = {z19} + -+ +
ZTpUy | 2; € [0,1)} wihlen. Es sei andererseits M eine beschrinkte Teilmenge von V', deren Verschie-
bungen um v € I' den ganzen Raum V {iberdecken. Es sei V der von I' aufgespannte Unterraum von
V. Wir zeigen, dass V =V} ist. Es sei dazu v € V beliebig. Wegen

V= J+9)
~yel
konnen wir fiir jedes d € N schreiben: dv = ag + 4 mit ag € M und 74 € I' C V. Da M beschrénkt
ist gilt
lim ~ag = 0.
oo 4
Wegen der Abgeschlossenheit von V4 in V' folgt
1 1 1
v = lim — lim =v4 = lim = .
U im —ag + lim 7d Jm =g e W

d—oo d d—o00

47



Es sei nun V ein Euklidischer Vektorraum der Dimension 7, d. h. ein Raum mit einem inneren Produkt.
Wir erinnern an den Begriff des inneren Produkts aus der Linearen Algebra:

DEFINITION 6.5.3
Es sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (:|-) : V x V — R heifit inneres Produkt, wenn sie
folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) (Z|y) = (y)) fir alle Z,7 € V (Symmetrie),
(ii) <)\1f1 + )\2.%2‘[&) =\ <f1’37> + A9 <f2‘g> fir \; eR (Linearitéit),
(iit) (ZZ) > 0 fiir alle £ € V, und (Z|Z) = 0 genau dann, wenn Z = 0 ist (Positiv-Definitheit).

Eine Menge B = {é1,...,€,} mit n = dim(V) von Vektoren heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn
gilt:

0 sonst

(@l = {1 falls i=j

Fiir Vektorrdume iiber C tritt an die Stelle des Euklidischen Vektorraums der Begriff des unitéren
Vektorraums. Das innere Produkt erfiillt wiederum die Eigenschaften (ii) und (iii) von Definition 6.5.3,
wihrend (i) zu ersetzen ist durch

(@)= (&) = @7) .
Auf jedem Euklidischen Vektorraum V' ldsst sich das Volumen einfithren. Wir verzichten auf die
Definition und erwihnen nur die folgenden Eigenschaften: Der zu einer Orthonormalbasis {é1,...,é,}

gehorende Wiirfel
W = {Za]‘é} | aj; € [0,1]}

erhilt das Volumen 1, und das zu den Vektoren

n
’D}' = Z al-jej
j=1
gehorende Parallelepiped

o = {Zajﬁj|aje[0,1]}

erhélt das Volumen |det(A)| mit der Matrix A = (a;;). Wegen

({0l ) 15i<n = > aijan (Ela) | = | ajan | = AAT
ks i il

ik ik

gilt auch

vol(®) = /| det((([7)))]
woraus die Unabhéngigkeit von der Wahl der ONB ersichtlich wird. Die Abbildung vol(-), die bestimm-

ten Teilmengen von V' ein Volumen vol(M) > 0 zuordnet, ist daher fiir den Euklidischen Vektorraum
V' schlechthin definiert. Dieses Volumen besitzt zwei wichtige Eigenschaften:

Endliche Additivitét:
Seien My, ..., Mj, disjunkte Teilmengen von V, so ist vol(|J M;) = > vol(M;).

Translationsinvarianz:
Fiir ¥ € V ist vol(¥ + M) = vol(M).

DEFINITION 6.5.4

Es sei V ein Euklidischer Vektorraum mit dim(V) = n und I' ein vollsténdiges Gitter in V' mit
Grundmasche ®. Das Volumen des Gitters I' ist vol(I") = vol(®).
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BEMERKUNG 6.5.1
Das Volumen vol(I") ist unabhéngig von der Wahl der Grundmasche, da der Ubergang von einer
Gitterbasis zu einer anderen durch eine Matrix mit Determinante £1 vermittelt wird.

DEFINITION 6.5.5

Es sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Teilmenge X C V heifit zentralsymmetrisch, wenn gilt: ¥ €
X & -7 € X. X CV heiit konvex, falls mit z,y € X auch jede Konvexkombination ty + (1 —t)z fiir
t € 0,1] in X liegt. Das ist gleichbedeutend damit, dass zu zwei Punkten auch die Verbindungsstrecke
der Punkte in der Menge enthalten ist.

Wir kommen nun zum zentralen Satz iiber Gitter:

SATZ 6.5.4 (Gitterpunktsatz von Minkowski)
Es sei I' CV ein vollstandiges Gitter in einem Euklidischen Vektorraum der Dimension n und X eine
zentralsymmetrische und konvexe Teilmenge von V. Gilt

vol(X) > 2" -vol(T),

so enthdlt X mindestens einen von Null verschiedenen Gitterpunkt v € T'.

BEWEIS

Wir betrachten die Mengen M, = %X + v fiir v € I'. Annahme: die Mengen M, sind paarweise
disjunkt. Es sei ® die Grundmasche von I'. Dann sind auch die Durchschnitte ® N M, paarweise
disjunkt, und wegen der endlichen Additivitéat folgt

vol(®) = Z vol(® N M) .
~yel
Aus ®N M, entsteht durch Translation mit —y die Menge (® —~)N %X. Die Mengen ® — v iiberdecken
V und damit auch %X . Daher gilt

vol(®) > " vol ((@—7)0%X> = vol (%X) = Q%VOI(X),

yel’

ein Widerspruch. Die Annahme ist also falsch, es gibt 71,72 € T’ mit (%X + )N (%X +72) # 0. Es
sei %ml 4+ = %x 49 fiir 1,29 € X. Dann ist vy = v —y9 = %.%'2 — %ml der Mittelpunkte der Strecke
von a9 nach —z ein Element der konvexen Menge X. Es folgt v € X NT. O

6.6. Minkowski-Theorie

Wir wollen nun die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie der Gitter auf die Theorie der alge-
braischen Zahlkorper anwenden. Dazu sollen zunéchst die Punkte eines algebraischen Zahlkorpers K
mit [K : Q] = n mit Punkten des R™ identifiziert werden. Dazu verwenden wir eine Konstruktion,
die derjenigen dhnelt, die in Abschnitt 6.3 zu Definition der Diskriminanten entwickelt wurde. Dort
wurde eine Korpererweiterung K(6)/K betrachtet und n Isomorphismen o; durch Fortsetzung der
Zuordnungen 6 — 6; bestimmt, wobei die #; die Nullstelle des Minimalpolynoms von ¢ iiber K in
einem Zerfallungskorper von K sind. In der jetzigen Situation sei K = Q(6) ein beliebiger Zahlkorper.
Anstelle des Zerfillungskorpers des Minimalpolynoms von 6 kann jetzt der Korper C der komplexen
Zahlen genommen werden. Es sei

me(X) = (X —61)--- (X —0y)
der lineare Zerfall des Minimalpolynoms in C[X] mit Konjugierten 6; € C.

DEFINITION 6.6.1
Unter einer Einbettung 7 von K in C versteht man einen Ringmonomorphismus 7: K — C.

49



SATZ 6.6.1
Es sei K = Q(0) mit [K : Q] = n. Dann gibt es genau n Einbettungen 7; von Q(#) in C. Sie sind
bestimmt durch T; : 0 +— 0;, wobei die 0; die Konjugierten von 6 sind.

BEWEIS
Das folgt aus Satz 3.3.1. O

DEFINITION 6.6.2
Die Einbettung 7; heifit reell, falls 6; € R ist. Zwei nicht reelle Einbettungen 7,7 mit 7(0) = 0; und
7(0) = 6; heiflen ein Paar konjugiert komplexer Einbettungen.

Die Anzahl der reellen Einbettungen bezeichnen wir mit r, die Anzahl der Paare komplex konjugierter
Einbettungen mit s.

BEISPIEL 6.6.1
Es sei K = Q(f) mit 6 = v/2. Es ist

mo(X) = X4 =2 = (X = V2)(X — (—V2)(X - V2i)(X — (~V2i) .
Dann sind zwei reelle Einbettungen gegeben durch
V2= V2
T V2 —V2
und das einzige Paar komplex konjugierter Einbettungen durch
T3 V2 - V2
T4 : V2 — —v/2i
mit 74 = T3.
Um die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie der Gitter ins Spiel bringen zu kénnen, benutzen wir

nun diese Einbettungen um die Elemente von K mit Punkten des R™ zu identifizieren. Wir definieren
zunéchst einen Vektorraum iiber C:

DEFINITION 6.6.3
Unter K¢ verstehen wir

KCZHC,

wobei 7 iiber die Einbettungen von K in C lduft (die Reihenfolge ist zunéchst beliebig). Das innere
Produkt (-|-) auf K¢ ist definiert durch

(@) = 377 -

Mittels der Abbildung j : K — K¢, a — (7(a)), werden Elemente von K auf Punkte aus K¢ = C"
abgebildet.

BEISPIEL 6.6.2
Es sei K = Q(v/2) und a = ag + a1v2 + a2(v2)? + a3(v/2)? mit a; € Q beliebig in K mit den

Bezeichnungen aus Beispiel 6.6.1. Dann ist

i(a) = (11(a), ™2(a), 73(a), 3(a)) = (a0 + av2 o+ aa(V2)? +  az(vV2)? )
j(a) = (n1(a), m2(a), 73(a), 73(a)) ag " ai\% i az({‘ﬁ)Q i ai({‘/ﬁ)?’ |
ap + av2-i — a(V2)? — a3(V2)?3?-i

ag — a1\4/§-i —

Das Bild j(K) der Abbildung j trifft einen reellen Untervektorraum von K¢, den so genannten
Minkowski-Raum, den wir im Folgenden betrachten.

=)
)
—~
Qy
[\
S—
N
+
=)
w
—~
Qv
[\
—
w
S—
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DEFINITION 6.6.4
Essei F': K¢ — Kc, (a;) — (ar) die komponentenweise Konjugation auf K¢ und

Kr = {(ar)- | F((ar)) = (ar)}

der R-Untervektorraum von K¢, der unter F' invariant bleibt. K heiit Minkowski-Raum.

SATZ 6.6.2
Die FEinschrinkung des inneren Produkts (-|-) von K¢ x K¢ auf Kg X Ky ist ein inneres Produkt auf
Kr, das Kgr zu einem Euklidischen Vektorraum macht.

BEWEIS
Durch Nachrechnen. O
Explizit ldsst sich der Minkowski-Raum Kgr wie folgt beschreiben: Es seien g1, ..., g, die reellen Ein-
bettungen von K, und n1,m,...,ns,7s die Paare komplexer Einbettungen. Dann ist
Kr = {(zT)EHC|zQER, Zn:Z_n} .
T
SATZ 6.6.3

Die Abbildung
fi Kp— ][R = R

definiert iber (z;) — (x,) mit
To = 2 , Ty = Re(zy) , =5 = Im(z)

ist ein Isomorphismus von R-Vektorridumen. Dieser tberfihrt das innere Produkt (-|-) auf Kg in das
innere Produkt (Z|j) = Y arzryr auf R"T25 wobei o, = 1 fiir reelle T ist und o, = 2 fiir kompleze T,
d. h. es gilt ((wr)|()) = (77) falls f((w,)) = & und f((2+)) = § ist.

BEWEIS
Durch Nachrechnen. O

SATZ 6.6.4
Ist a # (0) ein ganzes Ideal von Ok, so istI' = j(a) ein vollstindiges Gitter im Minkowski- Raum Kgr
mit dem Grundmaschenvolumen

VOI(F) = 4/ ‘d}(’ . (OK : Cl) .

BEWEIS
(ohne Beweis) O

Die folgende Tatsache wird auch als Grundlemma fiir globale Kérper bezeichnet:

SATZ 6.6.5
Es sei a # (0) ein ganzes Ideal von K, und es seien ¢, > 0 durch die Einbettungen T parametrisierte
reelle Zahlen mit ¢, = ¢z fir die komplexen FEinbettungen und

[[e > 4 (Ox:a), A= <%>\/@

Dann gibt es ein a € a mit a # 0 und |7(a)| < ¢, fir alle 7.
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BEWEIS
Die Menge X = {(z;) € Kr | |2:| < ¢;} ist zentralsymmetrisch und konvex. Ihr Volumen vol(X)
ergibt sich iiber die Abbildung f: Kr — [[, R als das 2°-fache des Lebesgue-Inhalts des Quaders

f(X) = {(wT) € HR\ |z,] < cp s x%—l—m% <0727} .

T

Es ist also

reell

vol(X) = 2+ vola (f(X)) = 2°-J[2¢ o [[ (xcd) = 2% 7 -] e

komplex

Anwendung von Satz 6.6.5 ergibt

2 S
vol(X) = 2"*5x® <—> V0Idk|(Ok :a) = 2"vol(T) .
T
Damit existiert nach dem Gitterpunktsatz ein Gitterpunkt j(a) € X mit a # 0 und a € a. O

BEMERKUNG 6.6.1
Satz 6.6.3 ist grundlegend fiir den Beweis der Endlichkeit der Klassenzahl hx = |Clg| eines Zahlkorpers.

6.7. Der Dirichletsche Einheitensatz - Uberblick

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper. Der Dirichletsche Einheitensatz macht eine Aussage iiber die
Gruppe O7, der Einheiten des Rings Ok der ganzen Zahlen in K.

DEFINITION 6.7.1
Unter p(K) versteht man die Gruppe der Einheitswurzeln in K.

SATZ 6.7.1 (Einheitensatz von Dirichlet)

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper. Die Gruppe u(K) ist eine endliche zyklische Gruppe. Die
FEinheitengruppe OF, von O ist das direkte Produkt der endlichen zyklischen Gruppe p(K) und einem
freien Z-Modul vom Rang r 4+ s — 1, d. h. es gibt Finheiten €1,...,¢; € O mitt =1+ s — 1, die so
genannten Grundeinheiten, so dass sich jede Finheit € aus OF eindeutig in der Form

€ = C.eil...eft
mit einer Einheitswurzel ¢ € p(K) und Exponenten e; € Z schreiben ldsst.

BEISPIEL 6.7.1

Es sei K = Q(\/i) Die Einbettungen 71 : v2 — v2 und 7 : v/2 — —/2 sind reell, es ist also r = 2
und s = 0 bzw. r+s—1 = 1. Man kann zeigen, dass O} = {£(1++/2)* | k € Z} ist. Nun sei K = Q(6)
mit einer Nullstelle § € C des Polynoms

F(X) = X3—4X —1 = (X —601)(X —02)(X — 63).
Dieses Polynom besitzt drei reelle Nullstellen, es gibt daher drei reelle Einbettungen 7; : 8 — 6;, also

r =3 und s = 0, bzw. ¢t = 2. Man kann zeigen, dass O}, = {£e]'€5* | e1,e2 € Z} ist mit ¢; = 6 und
€0 =2+0 (esist 0-(0+2)-(0—2)=0%—40=1).

Beweisidee zum Einheitensatz:
Um die Gittertheorie auf die multiplikative Struktur O} anwenden zu koénnen kombiniert man die
Abbildung j : K* — K¢ = [[, C* aus dem vorigen Abschnitt mit der logarithmischen Abbildung

l: Kc— H]R , (21,005 2zn) = (Inzg], ..o Inz,]) .
T
Ferner betrachtet man die auf den Minkowski-Raum {iibertragenen Norm-/Spurabbildungen
N: Kg—R" | (21,...,2n) HHZZ' und S: Kgr =R, (z1,...,2) HZZZ'.
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Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

K —t Kk —L LR
W B s
Q* C* ] R

Durch Einschrankung auf Untergruppen erhélt man ein Diagramm

K —— kg — LRy
W W |s
v F T F

Hierbei ist ([[. R)* = {(z:) | - = zz} der unter F fixe Teilraum. Das Bild der Einheitengruppe O3
unter j liegt in der Norm-Eins-Fléche N1 = {(21,...,2n) € K§ | [[2; = 1}. Das Bild von N; unter
[ ist die Spur-Null-Hyperebene Sy = {(z1,...,2,) € ([[,R)" | > z; = 0}. Mit den Methoden der
vorigen Abschnitte zeigt man, dass (I o0 j)(O}) ein vollstidndiges Gitter des (r + s — 1)-dimensionalen
reellen Vektorraums Sy ist. Andererseits liegen die Einheitswurzeln p(K) im Kern der Abbildung [ o 7,
womit die Behauptung aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen folgt.

BEISPIEL 6.7.2
Fiir K = Q(v/2) ist O} = {£(1+ v2)* | k € Z}. Es ist

j(ao + a1v2) = (a0 + a1v2, a0 — a1v/2)
(loj)(a0+a1\/§) = (ln|a0+a1\/§|’1n]a0_a1\/§|)
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Anhang

Die Inhalte des Anhangs sind nicht priifungsrelevant fiir den Vorlesungszyklus Algebra I/II.

7. Norm, Spur, Hauptpolynom
7.1. Definition tiber Lineare Algebra

Im Folgenden sei L/K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n, nach Definition ist L dann ein
n-dimensionaler K-Vektorraum. Zu einem Element « in L bezeichne

_JL — L
HE VCRNCt
die Multiplikation mit a. Es sei End g (L) der Ring der K-Vektorraumendomorphismen von L, versehen

mit der Addition (¢+¢")(8) = ©(8)+¢’(5) und der Multiplikation (¢o¢)(8) = ¢(¢'(3)). Man rechnet
leicht nach, dass die Endomorphismen damit tatséchlich einen Ring bilden, und die Zuordnung

> — L — Endg(V)
S la = va
ein Monomorphismus von Ringen ist. Fiir eine fest gewéhlte Basis B = {f1,...,0,} von L iiber K
besitzt jedes ¢ € Endg (L) bzgl. B genau eine Darstellungsmatrix A = (a;;) € K (n.m) " diese ist durch
die Wirkung von ¢ auf den Basiselementen festgelegt:

p(Bi) = Y aiifB; -
j=1

Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. B sei mit M(y) bezeichnet. Die Zuordnungskette

L — Endg(L) — K®n
a Pa = M(va)

definiert einen Ringmonomorphismus von L in den Matrizenring K ™. Die Zuordnung ® ist nicht
surjektiv, denn die K-Dimension von K™ bzw. Endg (L) ist n?, die Dimension von L ist aber nur
n. Werden die Abbildungen auf die Einheitengruppen der betrachteten Ringe eingeschrénkt, so erhélt
man die Kette

L* — Autg(L) — GL(n,K)

a e Pa = M(pa)
von Gruppenmonomorphismen, die ebenfalls nicht surjektiv ist.

DEFINITION 7.1.1
Norm, Spur und Hauptpolynom eines Elements o € L iiber K sind gegeben durch

Ny(@) = det(M(a)
Spyrla) = S(M(a))
fa(X) = fM(a)(X)

mit der Spurabbildung S : K (nn) _, K, (a;j) — a1+ - + apy und dem charakteristischen Polynom
fa(X) = det(E,X — A) fiir Matrizen.
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Wie in der Linearen Algebra sind diese Kenngréfien unabhéngig von der Wahl der K-Basis B von L.
Finschrénkung auf die zu den Ringoperationen in L gehérenden Gruppen liefert Ketten

NL/K : (L*7) - (AutK(L)7O) - (GL(an)v) - (K*7)

SL/K : (L, +) - (EndK(L)7+) - (K(nm)v +) - (K, +)

von Gruppenhomomorphismen. Da die Darstellungsmatrix von ¢, fiir ein a € K aus dem Grundkorper
die Form

a 0 .. 0
0 a --- 0
Mlga) = 1.0
00 .-+ ga

besitzt folgt N i (a) = a", Sp/x(a) = na und fo(X) = (X — a)". Man sieht, dass Norm, Spur und
Hauptpolynom von der betrachteten Korpererweiterung abhéngen, und dass das Hauptpolynom nicht
notwendig das Minimalpolynom des jeweiligen Elements ist.

7.2. Definition iiber Einbettungen

Wieder sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Ist L/K galoissch, so kénnen Norm, Spur und
Hauptpolynom auch iiber

Nygla) = [lo(e)

Sprla) = Y. o(a)

fo(X) = TI(X —o(a))

definiert werden (vgl. Definition 5.5.1), wobei Summen/Produkte iiber die 0 € G(L/K) laufen. Ist
die Erweiterung nicht galoissch, so entstehen zwei Probleme: K-Isomorphismen von L besitzen nicht
notwendig Bilder in L, und die Isomorphismen kénnen nur in Spezialféllen (z.B. im Falle der Existenz
eines primitiven Elements) explizit angegeben werden. Im Fall einer allgemeinen endlichen Erweiterung
konnen statt dessen injektive Ringhomomorphismen (genannt Einbettungen) benutzt werden, die L
in einen umfassenden Korper einbetten:

DEFINITION 7.2.1
Ein algebraischer Abschluss K’ eines Koérper K ist ein Oberkorper von K, in dem alle Polynome
f(X) € K[X] linear zerfallen, und der minimal mit dieser Eigenschaft ist.

Fiir die endlichen Korper F, gibt es einen algebraischen Abschluss: die unendliche Vereinigung aller
Fyn. Der algebraische Abschluss Q von Q wurde in einer Ubungsaufgabe in Algebra I vorgestellt. Fiir
allgemeine Korper ist die Existenz eines Abschlusses nicht unmittelbar nachzuweisen, und tatséchlich
ist der Beweis fiir Q nur deshalb einfach, weil die explizite Konstruktion der Mengen R und C still-
schweigend iibergangen wurde. Der allgemeine Satz ist durchaus nicht trivial:

SATZ 7.2.1
Zu jedem Korper K gibt es einen algebraischen Abschluss K von K, und jeder weitere Abschluss von
K ist zu K isomorph.

BEWEIS
(sieche Abschnitt 3.4, Korollare 7 und 10 aus Algebra von R. Bosch) U

Daher spricht man auch von dem algebraischen Abschluss von K (Schreibweise: K).

DEFINITION 7.2.2 .
Eine Einbettung zur Korpererweiterung L/K ist eine Abbildung o : L — K, die ein K-linearer
injektiver Ringhomomorphismus ist.
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BEISPIEL 7.2.1

Ist die endliche Erweiterung L/K einfach mit primitivem Element 6 € L, so bilden alle Einbettun-
gen o den Korper K schon in den Zerfallungskorper Z des Minimalpolynoms von 6 iiber K ab,
der ein Teilkorper des zugehorigen Abschlusses ist. In diesem Fall sind die Einbettungen eindeutig
parametrisiert durch die Zuordnungen 6 — 6; des primitiven Elements zu seinen Konjugierten im
Zerfallungskorper.

Es bezeichne Hom}((L,F) stets die Menge der Einbettungen zur endlichen Kérpererweiterung L/K.
Im Galoisfall bildet sie die Galoisgruppe, da dann alle Einbettungen wieder in L abbilden, und damit
K-Automorphismen ¢ : L — L sind.

DEFINITION 7.2.3
Es sei L/K endlich und separabel. Norm, Spur und Hauptpolynom eines Elements o € L sind

Npg(e) = Ilo(@)
Spkla) = >lo(a)
fa(X) = TI(X —o())

wobei o iiber die Einbettungen in Hom (L, K) lauft.

Diese Definitionen stimmen fiir separable Erweiterungen mit der Definition iiber die Darstellungsma-
trix iiberein, vgl. Abschnitt 4.7 Satz 4 aus Algebra von R. Bosch.

7.3. Hilberts Satz 90

SATZz 7.3.1 (HS90 multiplikativ)
Ist L/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G = (o) so gilt fir jedes o € L:

B

NL/K(CM):l <~ EIBELQZO_(B)

BEWEIS
Es sei a = 3-o(3)~! fiir ein 8 € L*. Da die Norm multiplikativ aber o-invariant ist, folgt

Nijk(a) = NL/K(ﬁ)'NL/K(ﬂ)_l =1.

Sei nun umgekehrt o € L beliebig mit Ny, /i (o) = 1 und n = [L : K] = ord(c). Aufgrund der linearen
Unabhéngigkeit verschiedener Charaktere (Satz 5.3.2) ist die Zuordnung

v = 0'(7) +act(y) +act(@)e?(y) + -+ ao(a)o? (@) - 0" (a)o" T ()
als Abbildung L* — L nicht die Nullabbildung. Also gibt es v € L* mit
B = 0’(v) +ad'(y) +ac'(a)o’(y) + - +ao(a)o?(a) - 0" *(a)a" T (v) # 0.
Anwenden von o und Multiplikation mit « ergibt
a-o(B) = ao(y) +ac(a)o®(y) + - +ao(a)-- 0" Ha)o"(v) =
wegen ¢” = id und ac(a)--- 0" H(a) = Np/k(a) = 1. Daraus folgt a = 3 - a(B)~ 1. O

Mit einem dhnlichen Verfahren zeigt man

SATz 7.3.2 (HS90 additiv)
Ist L/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G = (o) so gilt fiir jedes o € L:

Spgla) =0 & FBel: a=3-0(0).
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8. Endlichkeit der Klassenzahl

Die Analyse der algebraischen Zahlkorper zergliedert sich in die Analyse der Einheitengruppe (diese
wird durch den Einheitensatz von Dirichlet gegeben) und die Idealstruktur in O k. Das Zielobjekt dieser
Analyse ist die Idealklassengruppe Clg = Jk/Pk. Die zentrale Erkenntnis dieses Aufgabenfeldes ist

Sarz 8.0.3
Fiir jeden Zahlkorper ist die Klassengruppe endlich.

Zum Beweis dieses Satzes ist einige Vorbereitung nétig:

DEFINITION 8.0.1
Die Norm eines ganzen Ideals a <4 O ist der Gruppenindex N (a) = (Ok : a).

Durch Quotientenbildung ist die Norm auch fiir gebrochene Ideale definiert. Die Namensgebung ist da-
durch bedingt, dass fiir Hauptideale a = («) stets N(a) = |N(«/)| gilt. Durch diese Definition wird der
Normbegriff von O auf den iibergeordneten Bereich der Ideale ausgeweitet. Wie fiir Kérperelemente
ist auch die Idealnorm multiplikativ.

LEMMA 8.0.4
Es gibt eine Konstante ¢, die nur vom Zahlkorper K abhdingt, so dass in jeder Idealklasse mindestens
ein ganzes Ideal b mit N(b) < c liegt.

BEWEIS
Sei C € Clg eine Idealklasse und a ein ganzes Ideal in der dazu inversen Klasse C ~!. Satz 6.6.5 besagt,
dass es in a mindestens ein von Null verschiedenes Element a gibt, dessen Norm die Schranke

(2) - viad v

nicht {ibersteigt. Wir setzen a’ = (o) und b = o’ -a~!. Dann gilt N(b) < N(a)-(2)*\/|dk|-N(a)" ! =c
mit der Schranke ¢ = (2)%y/|dk|. Das Ideal b liegt in der Klasse [a~!] = C, da es sich von a~! nur

um das Hauptideal a’ unterscheidet. Es ist auch ganz, denn es ist wegen a’ C a eine Teilmenge von
-1
aan -+ = Ok. O

LEMMA 8.0.5
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es nur endlich viele ganze Ideale, deren Norm durch c beschrdnkt ist.

BEWEIS

Es ist N(B) = (Ok : P) fiir ein Primideal P die Elementanzahl des Kérpers Oy /9B, also p/ fiir
ein f > 1. Fiir jede Primzahl p ist (p) = Py --- P, fiir endlich viele Primideale P;. Es gibt aber
andererseits nur endlich viele Primzahlen, fiir die p/ unter ¢ liegen kann, woraus folgt, dass nur endlich
viele Primideale eine durch ¢ beschrinkte Norm besitzen. Fiir 8|a ist aber N () < N(a), also gibt es
auch nur endlich viele ganze Ideale {iberhaupt unter der Normschranke c. O

BEWEIS DER ENDLICHKEIT DER KLASSENZAHL

Fiir die Schranke ¢ aus dem ersten Lemma gibt es fiir jede Idealklasse ein ganzes Ideal unter dieser
Schranke darin, aber nach dem zweiten Lemma kann es insgesamt nur endlich viele solche Ideale
geben, also gibt es auch nur endlich viele Idealklassen, da Ideale aus verschiedenen Klassen verschieden
sind. O

DEFINITION 8.0.2
Die Zahl hg = [JKk : Pk < oo heifit Klassenzahl von K.

Die Klassenzahl ist das Ma8B fiir die Zunahme der Komplexitit beim Ubergang von Zahlen zu Idealen.
Fiir hg = 1 ist Ok ein Hauptidealring, d. h. es stimmen die Elemente @ € K* mit den Idealen a € Jgx
bis auf Einheiten iiberein. Ansonsten besteht Jx aus hx Kopien der Hauptidealgruppe.
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