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• Funktionsobjekte sind Objekte, die bei einem Funktionsaufruf zulässig
sind, etwa indem der operator() für sie definiert ist.
(Siehe ISO 14882-2017, Abschnitt 23.14.)

• Viele Algorithmen der STL akzeptieren solche Funktionsobjekte, um
aus einer Menge von Objekten (repräsentiert durch Iteratoren) Objekte
herauszufiltern oder eine Menge von Objekten zu transformieren.

• Es ist in vielen Fällen nicht notwendig, extra Klassen für
Funktionsobjekte zu definieren, da es bereits eine Reihe vorgefertigter
Funktionsobjekte gibt und auch Funktionsobjekte entsprechend des
λ-Kalküls mit Lambda-Ausdrücken frei konstruiert werden können.
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transform.cpp

template<typename T>

class SquareIt: public std::function<T(T)> {

public:

T operator()(T x) const noexcept { return x * x; }

};

• Die von std::function abgeleitete Klasse SquareIt bietet einen das
Quadrat seiner Argumente zurückliefernden Funktions-Operator an.

• Die zum ISO-Standard gehörende Template-Klasse function dient
dazu, die zugehörigen Typen leichter zugänglich zu machen und/oder
Funktionen zu verpacken:

template<typename R, typename... ArgTypes>

class function<R(ArgTypes...)> {

public:

typedef R result_type;

typedef T1 argument_type; // defined in case of a unary function

typedef T1 first_argument_type; // in case of a binary function

typedef T1 second_argument_type; // in case of a binary function

// ...

R operator()(ArgTypes...) const;

}
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transform.cpp

int main() {

std::list<int> ints;

for (int i = 1; i <= 10; ++i) {

ints.push_back(i);

}

std::list<int> squares;

std::transform(ints.begin(), ints.end(),

std::back_inserter(squares), SquareIt<int>());

for (int val: squares) {

std::cout << val << std::endl;

}

}

• std::transform gehört zu den in der STL definierten Operatoren, die
auf durch Iteratoren spezifizierten Sequenzen arbeiten.

• Die ersten beiden Parameter von std::transform spezifizieren die zu
transformierende Sequenz, der dritte Parameter den Iterator, der die
Resultate entgegen nimmt und beim vierten Parameter wird das
Funktionsobjekt angegeben, das die gewünschte Abbildung durchführt.
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transform.cpp

std::transform(ints.begin(), ints.end(),

std::back_inserter(squares), SquareIt<int>());

• Wenn die Sequenz-Operatoren der STL einen Iterator für die Ausgabe
erhalten, dann gehen sie davon aus, dass hinter dem Ausgabe-Operator
bereits Objekte existieren.

• std::transform selbst fügt also keine Objekte irgendwo ein, sondern
nimmt Zuweisungen vor.

• Funktionen wie std::back_inserter erzeugen einen speziellen Iterator
für einen Container, der neue Objekte einfügt (hier immer an das Ende
der Sequenz).

• Bei std::transform wäre auch eine direkte Ersetzung möglich gewesen
der ursprünglichen Objekte:

transform.cpp

std::transform(ints.begin(), ints.end(), ints.begin(), SquareIt<int>());
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• Das Lambda-Kalkül geht auf Alonzo Church und Stephen Kleene
zurück, die in den 30er-Jahren damit ein formales System für
berechenbare Funktionen entwickelten.

• Zu den wichtigsten Arbeiten aus dieser Zeit gehört der Aufsatz von
Alonzo Church: An Unsolvable Problem of Elementary Number

Theory, Americal Journal of Mathematics, Band 58, Nr. 2 (April
1936), S. 345–363.

• Diese Arbeit zeigt, dass es keine berechenbare Funktion gibt, die die
Äquivalenz zweier Ausdrücke des Lambda-Kalküls feststellen kann.

• Die Turing-Maschine und das Lambda-Kalkül sind in Bezug auf die
Berechenbarkeit äquivalent.

• Das Lambda-Kalkül wurde von funktionalen Programmiersprachen
übernommen (etwa von Lisp und Scheme) und wird auch gerne zur
formalen Beschreibung der Semantik einer Programmiersprache
verwendet (denotationelle Semantik).



Lambda-Kalkül in C++ 291

Da in C++ Funktionsobjekte wegen der entsprechenden
STL-Algorithmen recht beliebt sind, gab es mehrere Ansätze,
Lambda-Ausdrücke in C++ einzuführen:

◮ boost::lambda von Jaakko Järvi, entwickelt von 1999 bis 2004

◮ boost::phoenix von Joel de Guzman und Dan Marsden, entwickelt
von 2002 bis 2005

◮ Integration von Lambda-Ausdrücken in den C++-Standard
ISO-14882-2012.
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Church gibt eine rekursive Definition für Lambda-Ausdrücke, die in eine
Grammatik übertragen werden kann:

〈formula〉 −→ 〈variable〉

−→ „λ“ 〈variable〉 „[“ 〈formula〉 „]“

−→ „{“ 〈formula〉 „}“ „(“ 〈formula〉 „)“

Bei Variablen werden Namen verwendet wie beispielsweise x oder y .



Vereinfachte Schreibweise 293

Später hat sich folgende vereinfachte Grammatik für Lambda-Ausdrücke
durchgesetzt:

〈formula〉 −→ 〈variable〉

−→ „λ“ 〈variable〉 „.“ 〈formula〉

−→ „(“ 〈formula〉 „)“ 〈formula〉

Beispiel:

◮ λf .λx .(f )(f )x
(Traditionelle Schreibweise: λf [λx [{f } ({f } (x))]])
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Variablen sind in einem Lambda-Ausdruck entweder frei oder gebunden:

◮ Bei „λ“ 〈variable〉 „[“ 〈formula〉 „]“ ist die hinter λ genannte
Variable innerhalb der 〈formula〉 gebunden.

◮ Es liegt eine Blockstruktur vor mit entsprechendem lexikalisch
bestimmten Sichtbereichen.

◮ Um die Lesbarkeit zu erhöhen und die textuell definierten
Konvertierungen zu vereinfachen, wird normalerweise davon
ausgegangen, dass Variablennamen eindeutig sind.

◮ Variablen, die nicht gebunden sind, sind frei.
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Der Textersetzungs-Ausdruck Sx
NM | ersetzt x global in M durch N.

Hierbei ist x eine Variable.

Beispiele:

◮ Sx
y λx .x | = λy .y

◮ Sx
λx .x λy . (x) (x) y | = λy . (λx .x) (λx .x) y

Textersetzungen sollten dabei keine Variablenbindungen brechen.
Gegebenenfalls sind zuerst Variablennamen zu ersetzen. Das zweite
Beispiel war zulässig, weil x nicht gebunden war und die im Ersatztext
gebundene Variable x nicht in Konflikt zu bestehenden gebundenen
Variablen steht.
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• α-Äquivalenz: In einem Lambda-Ausdruck dürfen überall Konstrukte
der Form λx .M durch λy .Sx

y M | ersetzt werden, vorausgesetzt, dass y

innerhalb von M nicht vorkommt.

• Beispiel: λx .x ist α-äquivalent zu λy .y

• In λx .λy .(y)x darf y nicht durch x ersetzt werden, da x bereits
vorkommt.
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• Es dürfen überall Konstrukte der Form (λx .M) N durch Sx
NM | ersetzt

werden, vorausgesetzt, dass die in M gebundenen Variablen sich von
den freien Variablen in N unterscheiden.

• Wenn die Voraussetzung nicht erfüllt ist, könnte zuvor bei M oder N

eine α-äquivalente Variante gesucht werden, die den Konflikt
vermeidet.

• Beispiel:

(λx .λy .(y)x)y → (λx .λa.(a)x)y

→ λa.(a)y

• Die β-Reduktion kann mit der Auswertung eines Funktionsaufrufs
verglichen werden, bei der der formale Parameter x durch den
aktuellen Parameter N ersetzt wird.



β-Reduktionen 298

• β-Reduktionen (mit ggf. notwendigen α-äquivalenten Ersetzungen)
können nacheinander durchgeführt werden, bis sich keine β-Reduktion
anwenden lässt.

• Nicht jeder „Funktionsaufruf“ lässt sich dabei auflösen. Beispiel: (a)b,
wobei a eine ungebundene Variable ist.

• Der Prozess kann halten, muss aber nicht.

• Bei folgenden Beispiel führt die β-Reduktion zum identischen
Lambda-Ausdruck, wodurch der Prozess nicht hält:

(λx .(x)x)λx .(x)x → (λx .(x)x)λx .(x)x
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Wenn mehrere β-Reduktionen zur Anwendung kommen können, welche
ist dann zu nehmen?

◮ Satz von Church und Rosser (1936): Wenn zwei Prozesse mit dem
gleichen Lambda-Ausdruck beginnen und sie beide terminieren,
dann haben beide das identische Resultat. Die β-Reduktionen sind
somit konfluent.

◮ Es kann jedoch passieren, dass die Reihenfolge, in der Kandidaten
für β-Reduktionen ausgesucht werden, entscheidet, ob der Prozess
terminiert oder nicht. Beispiel:

(λx .a)(λx .(x)x)λy .(y)y

Dieser Ausdruck kann zu a reduziert werden, wenn die am weitesten
links stehende Möglichkeit zu einer β-Reduktion gewählt wird.
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• Wenn immer die am weitestens links stehende Möglichkeit zu einer
β-Reduktion angewendet wird, dann handelt es sich um eine
Auswertung in der Normal-Ordnung (normal-order evaluation oder
auch lazy evaluation).

• Wenn der Prozess terminieren kann, dann terminiert auch die
Auswertung in der Normal-Ordnung.
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• Da der einfache ungetypte Lambda-Kalkül nur Funktionen als
Datentypen kennt, werden skalare Werte durch Funktionen
repräsentiert. Hierzu haben sich einige Konventionen gebildet.

• Die Boolean-Werte true und false werden durch Funktionen
repräsentiert, die von zwei gegebenen Parametern einen aussuchen:

True = Lx.Ly.x

False = Lx.Ly.y

• (Die Syntax entspricht der eines kleinen Lambda-Kalkül-Interpreters,
bei dem aus Gründen der Einfachheit λ durch L repräsentiert wird und
Lambda-Ausdrücke über Namen referenziert werden können (hier True

und False).
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• Mit den Definitionen für True und False ergibt sich die Definition einer
bedingten Anweisung:

If-then-else = La.Lb.Lc.((a)b)c

• Der erste Parameter (hier a) ist die Bedingung. Wenn sie wahr ist,
wird b ausgewählt, ansonsten c.

(((La.Lb.Lc.((a)b)c)Lx.Ly.x)this)that

---> ((Lb.Lc.((Lx.Ly.x)b)c)this)that

---> (Lc.((Lx.Ly.x)this)c)that

---> ((Lx.Ly.x)this)that

---> (Ly.this)that

---> this



Natürliche Zahlen im Lambda-Kalkül 303

• Die natürliche Zahl n kann dadurch repräsentiert werden, dass eine
beliebige Funktion f n-fach aufgerufen wird. Die Zahl n repräsentiert
dann die n-te Potenz einer Funktion. Entsprechend werden natürliche
Zahlen als Funktionen definiert, die zwei Parameter erwarten: die
anzuwendende Funktion f und der Parameter, der dieser Funktion
beim ersten Aufruf zugeführt wird:

0 = Lf.Lx.x

1 = Lf.Lx.(f)x

2 = Lf.Lx.(f)(f)x

3 = Lf.Lx.(f)(f)(f)x

> ((3)Lf.(f)hello)Lx.x

((Lf.Lx.(f)(f)(f)x)Lf.(f)hello)Lx.x

---> (Lx.(Lf.(f)hello)(Lf.(f)hello)(Lf.(f)hello)x)Lx.x

---> (Lf.(f)hello)(Lf.(f)hello)(Lf.(f)hello)Lx.x

---> ((Lf.(f)hello)(Lf.(f)hello)Lx.x)hello

---> (((Lf.(f)hello)Lx.x)hello)hello

---> (((Lx.x)hello)hello)hello

---> ((hello)hello)hello
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• Wiederhole x n-mal:

Repeat = Ln.Lx.((n)Lg.(g)x)Ly.y

• Erhöhe n um 1:

Succ = Ln.Lf.Lx.(f)((n)f)x

(Es ist zu beachten, dass 3 und (Succ)2 nicht identisch aussehen, aber
in der Funktionalität des Wiederholens äquivalent sind.)

• Verkleinere n um 1:

Pred = Ln.(((n)Lp.Lz.((z)(Succ)(p)True)

(p)True)Lz.((z)0)0)False

(Das funktioniert nicht für negative Zahlen.)
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• Arithmetische Operationen:

+ = Lm.Ln.Lf.Lx.((m)f)((n)f)x

* = Lm.Ln.Lf.(m)(n)f

• Test, ob eine n 0 ist:

Zero? = Ln.((n)(True)False)True



Rekursion im Lambda-Kalkül 306

• Ein naiver Versuch, eine rekursive Funktion zur Berechnung der
Fakultät von n könnte so aussehen:

F = Ln.(((If-then-else)(Zero?)n)1)((*)n)(F)(Pred)n

• Das ist jedoch nicht zulässig, da dies nicht textuell expandiert werden
kann.

• Glücklicherweise lässt sich das Problem mit dem sogenannten
Fixpunkt-Operator Y lösen:

Y = Ly. (Lx.(y)(x)x) Lx.(y)(x)x
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• Es gilt (Y )f → (f )(Y )f .

• Es ist dabei zu beachten, dass der Y -Operator nur in Verbindung mit
einer Auswertung in der Normal-Ordnung funktioniert.

• Mit dem Y -Operator lässt sich nun F definieren:

F = (Y)Lf.Ln.(((If-then-else)(Zero?)n)1)((*)n)(f)(Pred)n

• > ((Repeat)(F)3)hi

[..]

---> (((((hi)hi)hi)hi)hi)hi

1114 reductions performed.
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Es gibt zwei wesentliche Punkte, weswegen Lambda-Ausdrücke auch in
nicht-funktionalen Programmiersprachen (wie etwa C++) interessant
sind:

◮ Anonyme Funktionen können lokal konstruiert und übergeben
werden. Ein Beispiel dafür wäre das Sortierkriterium bei sort. Die
lokal definierte anonyme Funktion kann dabei auch die Variablen
der sie umgebenden Funktion sehen (closure).

◮ Funktionen können aus anderen Funktionen abgeleitet werden.
Beispielsweise kann eine Funktion mit zwei Argumenten in eine
Funktion abgebildet werden, bei der der eine Parameter fest
vorgegeben und nur noch der andere variabel ist (currying).

Grundsätzlich kann das alles auch konventionell formuliert werden durch

explizite Klassendefinitionen. Aber dann wird der Code umfangreicher,

umständlicher (etwa durch die explizite Übergabe der lokal sichtbaren

Variablen) und schwerer lesbarer (zusammenhängender Code wird

auseinandergerissen). Allerdings können Lambda-Ausdrücke auch zur

Unlesbarkeit beitragen.
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transform2.cpp

int main() {

std::list<int> ints;

for (int i = 1; i <= 10; ++i) {

ints.push_back(i);

}

std::list<int> squares;

std::transform(ints.begin(), ints.end(),

std::back_inserter(squares), [](int val) { return val*val; });

for (int val: squares) {

std::cout << val << std::endl;

}

}

• Mit Lambda-Ausdrücken werden implizit unbenannte Klassen erzeugt
und temporäre Objekte instantiiert.

• In diesem Beispiel ist [](int val){ return val∗val; } der
Lambda-Ausdruck, der ein temporäres unäres Funktionsobjekt erzeugt,
das sein Argument quadriert.
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〈lambda-expression〉 −→ 〈lambda-introducer〉 [ 〈lambda-declarator〉 ]

〈compound-statement〉

〈lambda-introducer〉 −→ „[“ [ 〈lambda-capture〉 ] „]“

〈lambda-capture〉 −→ 〈capture-default〉

−→ 〈capture-list〉

−→ 〈capture-default〉 „,“ 〈capture-list〉

〈capture-default〉 −→ „&“ | „=“

〈capture-list〉 −→ 〈capture〉 [ „...“ ]

−→ 〈capture-list〉 „,“ 〈capture〉 [ „...“ ]
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〈capture〉 −→ 〈simple-capture〉

−→ 〈init-capture〉

〈simple-capture〉 −→ 〈identifier〉

−→ „&“ 〈identifier〉

−→ this

−→ „∗“ this

〈init-capture〉 −→ 〈identifier〉 〈initializer〉

−→ „&“ 〈identifier〉 〈initializer〉

〈lambda-declarator〉 −→ „(“ 〈parameter-declaration-clause〉 „)“

[ 〈decl-specifier-seq〉 ] [ 〈noexcept-specifier〉 ]

[ 〈attribute-specifier-seq〉 ]

[ 〈trailing-return-type〉 ]

• Die 〈init-capture〉 kommt mit dem C++14-Standard hinzu.
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• Lambda-Ausdrücke, die in eine Funktion eingebettet sind, „sehen“ die
lokalen Variablen aus den umgebenden Blöcken.

• In vielen funktionalen Programmiersprachen überleben die lokalen
Variablen selbst dann, wenn der sie umgebende Block verlassen wird,
weil es noch überlebende Funktionsobjekte gibt, die darauf verweisen.
Dies benötigt zur Implementierung sogenannte cactus stacks.

• Da für C++ der Aufwand für diese Implementierung zu hoch ist und
auch die Übersetzung normalen Programmtexts ohne
Lamda-Ausdrücke verteuern würde, fiel die Entscheidung, einen
alternativen Mechanismus zu entwickeln, der über lambda-capture

spezifiziert wird.
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template<typename T>

auto create_multiplier(T factor) {

return [=](T val) { return factor*val; };

}

int main() {

auto multiplier = create_multiplier(7);

for (int i = 1; i < 10; ++i) {

std::cout << multiplier(i) << std::endl;

}

}

• create_multiplier ist eine Template-Funktion, die ein mit einem
vorgegebenen Faktor multiplizierendes Funktionsobjekt erzeugt und
zurückliefert.

• Die lambda-capture [=] legt fest, dass die aus der Umgebung
referenzierten Variablen beim Erzeugen des Funktionsobjekts kopiert
werden.

• Hinweis: In dieser Form geht es nur ab C++14, bei C++11 wäre es
notwendig, den Return-Typ explizit hinzuschreiben. Um das zu
erreichen, wäre eine Verpackung in std::function notwendig.
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template<typename T>

class Anonymous {

public:

Anonymous(const T& factor) : factor(factor) {}

T operator()(T val) const {

return factor*val;

}

private:

T factor;

};

template<typename T>

auto create_multiplier(T factor) {

return Anonymous<T>(factor);

}

• Der Lambda-Ausdruck führt implizit zu einer Erzeugung einer
unbenannten Klasse (hier einfach Anonymous genannt).

• Jeder aus der Umgebung referenzierte Variable, die kopiert wird, findet
sich als gleichnamige Variable der Klasse wieder, die bei der
Konstruktion übergeben wird.
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template<typename T>

auto create_counter(T val) {

auto p = std::make_shared<T>(val);

auto incr = [=]() { return ++*p; };

auto decr = [=]() { return --*p; };

auto getval = [=]() { return *p; };

return std::make_tuple(incr, decr, getval);

}

• In funktionsorientierten Sprachen werden gerne die gemeinsamen
Variablen aus der Hülle benutzt, um private Variablen für eine Reihe
von Funktionsobjekten zu haben, die wie objekt-orientierte Methoden
arbeiten.

• Das ist auch in C++ möglich mit Hilfe von std::shared_ptr.

• Aber normalerweise ist es einfacher, eine entsprechende Klasse zu
schreiben.
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int main() {

auto [incr, decr, getval] = create_counter(0);

char ch;

while (std::cin >> ch) {

switch (ch) {

case ’+’: incr(); break;

case ’-’: decr(); break;

default: break;

}

}

std::cout << getval() << std::endl;

}

• create_counter erzeugt ein Tupel (Datenstruktur aus
#include <tuple>) und beginnend mit C++17 kann so ein Tupel mit
Hilfe einer sogenannten structured binding declaration an mehrere
Variablen zugewiesen werden, ohne den Typ benennen zu müssen.

• Danach bleibt die gemeinsame private Variable solange bestehen, bis
diese von shared_ptr freigegeben wird, d.h. sobald die letzte Referenz
darauf verschwindet.
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std::vector<int> values(10);

int count = 0;

std::generate(values.begin(), values.end(), [&]() { return ++count; });

• Alternativ können Variablen nicht kopiert, sondern per impliziter
Referenz benutzt werden.

• Dann darf das Funktionsobjekt aber nicht länger leben bzw. benutzt
werden, als die entsprechenden Variablen noch leben. Das liegt in der
Verantwortung des Programmierers.

• std::generate steht über #include <algorithm> zur Verfügung und
weist die von dem Funktionsobjekt erzeugten Werte sukzessiv allen
referenzierten Werten zwischen dem ersten Iterator (inklusive) und
dem zweiten Iterator (exklusive) zu.
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