RANDELEMENTEMETHODE (REM)
EINE EINFUHRUNG

CHRISTOPH ERATH

1. EINLEITUNG

Um die Anzahl und damit die Kosten experimentiellen Versuche moglichst niedrig zu hal-
ten, versucht man ein (physikalisches) Problem mit einem mathematischen Modell zu be-
schreiben. Viele physikalische Probleme lassen sich durch Systeme linearer bzw. nichtlinearer
Differential- oder Integralgleichungen beschreiben. Analytische Losungen lassen sich dabei
nur in wenigen Spezialfillen finden. In der Praxis erfordern Losungen daher numerische
Ansitze. Die Simulation soll dabei moglichst effektiv (Zeit) sein und zu hinreichend genauen
und zuverléssigen Losungen fiihren. Je nach mathematischen Modell des (z.B. physikalischen)
Modells stehen uns verschiedene numerische Diskretisierungsverfahren zur Verfiigung. Nu-
merische Verfahren sind z.B. die Finite Differenzen Methode (FDM), die Finite Volumen
Methode (FVM), die Finite Elemente Methode und die hier betrachtete Randelementeme-
thode (BEM, engl. Boundary element Method). Jede dieser Methoden hat ihre Vor- und
Nachteile, so spielen z.B. in der Festkérperphysik FDM und FVM eine untergeordnete Rolle.
Die BEM unterscheidet sich beziiglich der Diskretisierung wesentlich von den drei anderen
numerischen Verfahren. Wihrend bei FDM, FVM und FEM das ganze zu betrachtende Ge-
biet diskretisiert wird, wird bei der BEM nur der Rand betrachtet. Je nach Komplexitét des
Gebietes kann dies zu erheblichen Zeitersparnissen fiithren, da dadurch die Verwaltung des
Netzes einfacher wird. Ein entscheidender Vorteil der BEM ist auch, dass auch Auflenraum-
probleme (z.B. Schallausbreitung auflerhalb eines Flugzeuges), bei denen partielle Differenti-
algleichungen in unbeschriankten Gebieten behandelt werden, behandelt werden kénnen. Bei
FDM, FVM und FEM basiert die Diskretisierung auf einem endlichen Teilraum. Ein Nachteil
der REM ist unter anderem, dass von einem Problem die Fundamentallésung bekannt sein
muf.

2. DARSTELLUNGSFORMEL

In diesem Abschnitt stellen wir die Darstellungsformel fiir das Laplace Problem —Au =
f vor. Die Hauptaussage dabei ist, dass die Losung eindeutig durch die Cauchy-Daten
(u,0u/On) am Rand I' = 9O dargestellt werden kann. Dabei sei Q@ C R? d = 2,3 ein
beschrénktes Lipschitz-Gebiet, d.h., () ist ein beschrinktes Gebiet, €2 liegt lokal nur auf ei-
ner Seite des Randes I' = 02 und I ist beziiglich einer beliebigen Zerlegung stiickweise durch
eine Lipschitz-stetige Funktion darstellbar.



Wir definieren zunéchst die sogennante Fundamentallosung fiir den Laplace-Operator (auch
Newton-Kern):

—Lloglz|, fiird=2
2.1 G(z) = 2 ’ 7
(21) ) {ﬁ%, fir d = 3.
G(2) heifit auch Fundamentallosung des Laplace-Operators.
Lemma 2.1. (i) Es gilt G € C*°(R¥N{0} mit der ersten und zweiten partiellen Ableitung
0G(z) 1z PG(z) 1 dulz|* — 2252 ,
d=2: =-_"0 d = / 1<3,k<2
0z; 27 |2|? b 0zj0z, 2w |2|* =hE=s
0G(2) 1z PG(2) 1 dulz|* — 3252 ,
d=3: =—-—_L d =—- ! 1<j,k<3
0z; 47 |23 o 0zj0z, 4w |2|° =SE=
(ii) Fir z # 0 gilt —AG(z) = 0.
Dabei ist 0, das Kronecker-Symbol.
Beweis. (i) ist elementares nachrechen. (ii) folgt direkt aus (i). O

2.1. Die Darstellungsformel.

Satz 2.2. Es sei ) C R4 ein_beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit dem Rand I' := 0§) und
u € C*(Q) mit f:=—Au € C*(Q). Dann gilt fiir alle x €

(22) u(x) = / Gl — o) f(y)dy + / Gl y)ainyu@) ds, - / j—gymx ~yyuly) ds,,

wobet n, die dufere Normale bei y € I' bezeichnet.

ABBILDUNG 2.1. Das Gebiet ). fiir den Beweis der Darstellungsformel von
Satz 2.2.

Beweis. Wir beweisen die Darstellungsformel nur fiir den Fall d = 2. Ausgangspunkt ist die
zweite Greensche Formel, die wir fiir u und v(y) := —5- log |2 — y| anwenden:

(2.3) /(vAu —ulAv)dy = / (v% — u@) ds, fiir u, v € C*(2).
Q r



Oder in kompakterer Schreibweise
(2.4) (Au, v)g — (u, Av)g = (Ou/On, v)r — (u, Ov/On)r.

Da v fiir z € Q in y = 2 nicht stetig ist, also nicht in C?(Q), kénnen wir (2.4) nicht ohne
weiteres anwenden. Wir ,schneiden die Singularitdt y = x aus und betrachten (2.4) auf
Q. := Q\B(x,¢) fiir ¢ > 0, da v € C*(R?\{z}) (Lemma (2.1)). B(x,¢) ist dabei eine Kugel
mit Mittelpunkt x und Radius €. Da x im Inneren von 2 liegt, finden wir immer ein € > 0, so
dass B(x,e) C Q. Mit I', := 99, ¢ilt I'. =T'U S(z,¢), (S(z,¢) = OB(x,¢), TN S(z,e) = 0)

und wir erhalten
(Au, v)a. — (u, Av)g, = (Ou/On, v)r + (Ou/On, V)s(z.e) — (U, Ov/On)r — (u, Ov/ON) 5@z .,

wobei n in Bezug auf I'. nach auflen gerichtet ist.

Schritt 1. Es gilt (Au, v)q. =3 (Au, v)q.
Wir berechnen zuerst mittels Polarkoordinaten und partieller Integration

2m 5 €
/ (log\x—y\)Zdy:/ (log\x|)2dy:/ /(logr)2rdrdg0:27r/ r(logr)? dr
B(z) B(0,e) o Jo 0
2 c €
(logr)2]0 —/ rlogrdr}
+

s
<21
—27r{2 e*(loge)?® — —logr /——dr

e—0

:7r<52(10g6) —e?loge + 2) —=0.

Beachte, dass lim,_.o, 2" (logz)™ = 0 fiir n, m € N. Aus der Hélderungleichung folgt

—0
/( ) |Aulog(a —y)| dy < || Aull 2B 1 1og |2 — Yl r2(Be)y — O
B(x,e

Schritt 2. Es gilt (u, Av)q. 28 0. Dies folgt direkt aus Lemma 2.1 (Av(y) =0).

e—0

Schritt 3. Es gilt (Ju/0n, v)g.) — 0.
Fiir ein y € S(z,¢) gilt |z — y| = ¢ und somit v(y) = —loge/(27). Mit Hilfe der partiellen
Integration bekommen wir

ou 1 loge ou log e
— — —1 —ylds, = ——— —ds = —— Aud
/S(x,a) 8n 2 8 ‘x y| Sy 2T 8n § 2T B(x €) way
1
(2.5) oge |B(z, e |][ Audy = —5 loga][ Audy
T (z,€) B(x,e)

Das Minusvorzeichen féllt deshalb weg, da bei der partiellen Integration der Normalvektor
n nach auflen zeigen muf. Unser n ist der Normalvektor, der beziiglich (). nach auflen zeigt,

also zeigt er insbesondere in B(z, ) hinein, wir miissen daher —n nehmen. Es gilt fiir jeden
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Lebesgue-Punkt z
lim Audy = Au(z)
e—0 B(z,e)
und daher folgt in (2.5)
du 1

l ! ds, = 0.

e—0

Schritt 4. Es gilt (u, 0v/0n)g(,e) —= u(x).
Da
Oy 1
A | I
on, og |z —y |x—y|2(y T) - n,
erhalten wir
1 d, 1
I In, 81T TYl= —2) - ny,ds,.
27 S(w’s)u(y)any oglr —y| ore? /S(w’e)u(y)(y z) - n, ds,

Wir setzen f(y) := u(y)(y — x) und wenden den GauBschen Integralsatz !

1 19) 1 1
—5= u(y)z2-loglr —yl = — / f(y)-n,ds :—/ div f dy
2T S(z,e) 0ny 277'52 S(z,e) v v 277'52 B(z,e)
1 1
=53 \% —x)dy+ — 2 dy,
272 o u(y) - (y —x)dy + 5 o u(y) dy

da div f(y) = Vu(y) - (y — ) + 2u(y). Das Minus erscheint wieder aufgrund der entgegenge-
setzten Rlchtung (nach innen gerichtet bzgl. B (SL’ ¢)) von n. Es gilt fiir die beiden Integrale

— d ’ < \V4 . d
2me? ‘/ Bee) T)dy| < 5 B(m)| u(y)] I(y< z)| dy
€ e—0
<sf  vatlay=2o.
2 JB(z,e)
und
:7'('52
1 2|B(z,¢)|
X, € cms0
- 2 dy = 212\ =) d '
2me? B(w,e) uly) dy 2me? Blre) — u(z)
Alle Schritte zusammen ergeben dann die Darstellungsformel (2.2). 0

Die Darstellungsformel 1ét sich auch unter schwéicheren Bedingungen beweisen:

Satz 2.3. Es sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz Gebiet mit dem Rand I' := 0Q und
u € HYQ) mit f = —Au € L*(Q) (im distributionellen Sinne). Dann gilt fiir fast alle
€ Q (2.2), u bzw. du/On werden als Spur in HY/*(T') bzw. Normalenableitung in H~/?(T)
verstanden/ersetzt.

L[ divgde = [ g-nds fir g € C(Q) NC(Q).



2.2. Fundamentallésung.

Definition 2.4. Unter einer Fundamentallosung oder Greenschen Funktion des Laplace-
Operators verstehen wir eine (formale) Losung v, der Distributionsgleichung

(2.6) —0,A() =6, in D'(RY)
D(R?) := C(RY) sei der Raum der Testfunktionen (unendlich oft differenzierbar mit kompak-
tem Triger) und D(RY)" die Gesamtheit aller Distributionen. Wenn wir mit 6, die Dirac-

Distribution mit Triger x (d.h. 6,(p) = p(x) fiir alle ¢ € D(R?)) bezeichnen, dann inter-
pretieren wir die Schreibweise als

- [ nlacdy=a(e) (o€ DY)

Wenn nun u = ¢ € D(Q2), dann folgt aus der Darstellungsformel - da alle Randintegrale
verschwinden - schlicht

1
o) = 5= [ logle — ylaev) dy
T Jo

Das ist die ausgeschriebene Form der Gleichung (2.6) fiir v, := —5=log |z — -|. Damit ist
—5-log |z — -| eine Fundamentalldsung zum Laplace-Operator.

3. INTEGRALOPERATOREN: EINFACH- UND DOPPELSCHICHTPOTENTIAL

Im folgenden werden wir nur noch den zweidimensionalen Fall (d = 2) betrachten. Die
Darstellungsformel lautet fiir —Au = f und x € Q)

(@) = —— [ Joga =)t )dy——/loga:—y)ngu sy + 5 /a log(x — y)uly) ds,,

2T y

Die Darstellungsformel 1é3t sich als Summe von drei linearen Integraloperatoren verstehen,
die wir folgendermaflen definieren:

e das Newton-Potential von f:Q — R
(Nf)() = ——/log|:c “ylf)dy  firz e R,

e das Einfachschichtpotential (engl. single layer potenial) von ¢ : I' — R
Vo)(w)i= —5- [Tole—ylow)dy fir s € RAT

e das Doppelschichtpotential (engl. double layer potential) von ¢ : ' — R

1
(Ko)a) = ~5 [ Gtogle —yloly)dy  firr € BT
Wir kénnen die Darstellungsformel deshalb als Operatorgleichung schreiben:

Korollar 3.1. Fiir u € C%(Q) gilt
u= N(—Au)+ V(0u/0on) — K(u) in Q.

3.1. Newton Potential. Fiir ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet Q C R?* und f € L>(Q)
ist das Newton-Potential N(f) : R? — R stetig.
5



Korollar 3.2. Firu e D(Q) gilt u= N(—Au) = —A(Nu).

3.2. Einfachschicht- Doppelschichtpotential. Wir beschreiben in diesem Abschnitt ein
paar Eigenschaften fiir das Einfachschichtpotential (V ¢)(x) und das Doppelschichtpotential

(K¢)(x).

Satz 3.3. Fir ¢ € L'(Q) gilt V¢ € C*(R?\T') und —A(Vp) = 0 in R)\T. Fir ¢ € L=(Q)
gilt zusdtzlich V¢ € C(R?).

Das Einfachschichtpotential (V¢) ld8t sich also von  und R?\Q auf ' stetig fortsetzen,
wobei die Fortsetzungen gleich sind und wir schreiben deshalb fiir o € T’

(Vo) (o) = lim (V6)(a)

Das Doppelschichtpotential (K1))(x) laBt sich auch von Q bzw. R*\Q auf I' fortsetzen.

0.5

ABBILDUNG 3.1. Beispiel eines Einfachschichtpotentials mit ¢ := X[o,1xo0-

Satz 3.4. Ist Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und ¢ € L®(T), dann ist K¢ €
C>®(R2\I') beschrinkt und es gilt —A(K) =0 in R*\T.
Ist T ein stiickweise C*>—Rand, so existiert der Cauchy-Hauptwert

0
(Kv)(x) = lim —— /F o B oyl ) dy

e—=0y 27 ) 8ny

fiir alle x € T'. Fir jeden Punkt xy € I', in dem 1 stetig ist, treten folgende Springe auf
lim (K4)(x) = (Ko)(w0) = 5-v(x0)  firz €9,
lim (K9)(@) = (K¥)(20) + 3-t(x0)  fiirw € R\,

wobei o der Innenwinkel bei xq ist.

Anmerkung 1. Hat I" in xy eine Normale (d.h. xo ist kein Eckpunkt), dann ist a« = .

Diese Tatsache spielt z.B. bei der Kollokationsmethode (vergleiche Kapitel 6), je nach dem,

wo man die Kollokationspunkte wdihlt, eine Rolle!
6
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ABBILDUNG 3.2. Beispiel des Doppelschichtpotentials, wobei 1 eine Hutfunk-
tion auf conv{(0,0);(1,0); (1,1)}.

3.3. Adjungiertes (duales) Doppelschichtpotential und hypersingulidrer Opera-
tor. Mit Hilfe der Normalenableitung 2 (V¢) bzw. 2% (K@) des Einfachschichtpotentials
bzw. Doppelschichtpotentials definieren wir zwei neue Integraloperatoren:

e das adjungierte (duale) Doppelschichtpotential von ¢ : I' — R

0 ]
SeVo)a) = (Ko)e) =~ [ 5

e den hypersinguldren Integraloperator vony: I'— R

SRUEOw) = Wo)a) = —goi [ logle—ylvdy  fir s cRAT

Fiir das adjungierte Doppelschichtpotential gilt &hnliches wie fiir das Doppelschichtpotential:

ylo(y) dy fiir z € R*\I'

Satz 3.5. Ist Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und ¢ € L>(T'), dann ist K*¢ €
Co(R2\I") beschrinkt und es gilt —A(K*¢) =0 in R?\T.
Ist T ein stiickweise C2—Rand, so existiert der Cauchy-Hauptwert

1 0
K*¢)(x) := lim——/ * log |z — y|o(y) dy
o)) = oy o I\(B(zo.c) Ia | o

fir alle x € T'. Fiir jeden Punkt xo € I', in dem ¢ stetig ist, treten folgende Spriinge auf
. % * « ..
lim (K*¢)(z) = (K7¢)(20) — 5-¢(z0)  firz €,

T—T0 2
Jim (K°0)(x) = (K*9)(x0) + 5-6(ao)  fiir o € R\Q

wobei a der Innenwinkel bei xq ist.

Der Operator K* ist L? adjungiert zu K in dem Sinne, dass fiir glatte Funktionen ¢ und v
gilt
(K¢, ¥)rawy = (¢, K™Y)r2r)

Beim hypersinguldren Integraloperator gilt fiir x € I’
7



ABBILDUNG 3.3. Beispiel des adjungierten Doppelschichtpotentials mit ¢ := X[o,1]x0-

Wie) = g [ Sietoglo = sluto)dy

wobei (W¢) (o) in x stetig ist. Insbesondere springt 2 (K1)(z) nicht!

ABBILDUNG 3.4. Beispiel des hypersinguléren Integraloperators, wobei ¢ eine
Hutfunktion auf conv{(0,0); (1,0);(1,1)} ist.

4. AUSSENRAUMPROBLEME

In unbeschriinkten Gebieten miissen wir eine Bedingung bei ,,Unendlich® fordern. Es sei
Q C R? (Innenraum) wieder ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet, dann heifit . := R?\Q
Auflenraum. Eine typische Randbedingung bei oo ist die Abklingbedingung

| l|1m {u(z) — blog(z)} = a,

wobei a,b € R frei wihlbar sind. Die Darstellungsformel lautet fir z € Q. und Av =10

1 0
v(x) = py /Flog(x — y)n—v y)ds, — / n log(x — y)v(y) ds, + a
Y

Y

= —V(0v/0n) + K (v) + a.



Wir betrachten folgendes Problem (in der starken Formulierung), wobei 2 C R? (Innenraum)
ein Lipschitz-Gebiet sei, mit €2, bezeichnen wir den Auflenraum. Mit I' = 02 notieren wir
den Kopplungsrand, a,b € R:

(4.1) —Au=f inQ

(4.2) Av=0 inQ,

(4.3) | llim {v(z) —blog(z)} =a

(4.4) u=wv aufl
ou  Ov

Satz 4.1. Die Cauchy-Daten des Auflenraumproblems bezeichnen wir mit (v € H} (Q.))

§ ) o ( v ) 1/2 —1/2
4.6 = HY*(T)x H r
(46) (5)=( oujim L HA) X )
Wenn v (4.2) und (4.3) erfillt gilt

. ()= ) (5)-(5)

Und umgekehrt, fir (€,¢) € HY2(T') x H~Y*(T) existiert eine Funktion v € H}_(S.), die
(4.2) und (4.3) erfillt, dann und nur dann wenn (4.7) erfillt wird und es gilt die Darstel-
lungsformel

1 1 0
v(z) = 7 /F o(z)log|x — z|ds, — %/Fg(z)ﬁn log |z —z|ds, +a  firz € Q..

Das System (4.7) wird auch als Calderon-System bezeichnet.

5. DIE SYMMSCHE INTEGRALGLEICHUNG

Fiir ein Problem der Form

—Au=f in )
u=gq auf I’
g—Z:k‘ auf I’

mit f € L*(Q), g € HY(T'), and k € L*(T") bekommen wir mit Hilfe der Darstellungsformel
(2.2) w in €. In der Regel sind die ,,Cauchy-Daten® nicht vollstdndig, deshalb muf} ein Teil
approximiert werden. Wir stellen im folgenden die Losung des reinen Dirichlet Problems mit
der Randelementemethode vor.

5.1. Das reine Dirichlet Problem. Die schwache Losung u des Dirichlet Problems
—Au =0 in
u=g auf 'p =T



fiir ein glatt berandetes, beschréinktes Lipschitz-Gebiet €2 C R und g € HY2(T) := {u|r|u €
H'(Q)} liegt in H'(Q).
Die Darstellungsformel gibt uns eine Formel zu Berechnung von u in € an,

(5.1) u=V(¢) - K(u)

fiir fast alle z € ). Mit ¢ bezeichnen wir dabei die unbekannte Normalenableitung

Rand I'.

Im folgenden sei 2 C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit stiickweise C>—Rand. Dann
ou

sind ¢ = 5% und g in L*>°(T"). Wenn wir x in der Darstellungsformel (5.1) gegen I' streben

lassen, folgt mit der Stetigkeit des Einfachschichtpotentials ‘7¢ und der Sprungrelation des
Doppelschichtpotential

ou

%am

u(z) = g(z) = (Vo) (z) — (K — %)g)(z) fiir fast alle z € T'.
Daraus erhalten wir

1
Vo= (K+ §)g fast iiberall auf I'.

Mit p := (K +1)g € H'/*(T) erhalten wir folgendes Problem: Gesucht ist ¢ € /(') mit
(5.2) Vo =p

welche auch als Symmsche Integralgleichung bzw. Integralgleichung erster Art bezeichnet
wird.

5.2. Diskretisierung. Aus Gleichung (6.1) suchen wir nun ¢, welches wir mit Hilfe eines
Galerkin-Verfahrens approximieren wollen: Finde ein ¢ € H~/2(I") mit

a(p,n) = /F(ng)n ds, = /Fpn ds, fiir alle n € H~Y2(T).

Wie bei der FEM, wird das zu betrachtende Gebiet unterteilt, wir betrachten also eine
Partition 7 des Randes I' in Bogenstiicke I'y, ..., I",. Auf jedem Element I'; betrachten wir
Ansatzfunktionen, z.B. Polynome und bezeichen den diskreten Raum mit S;,. Fiir S C
H~'2(T") lautet das diskrete Problem: Finde ein ¢;, € S;, mit

(5.3) /F(ngh)(x)@bh(x) ds, = /Fp(x)wh(x) ds, (vy, € Sp).

Es sei pq, ..., 1, eine Basis des endlich dimensionalen Raums S, und
on(z) = ajp;(z).
j=1
Dann fiihrt (5.3) zu einem &dquivalenten Gleichungssystem
Soy [Vi@wnds, = [ plopmds. k=10
=1 /T r

das als n x n—linearen Gleichungssystem Ao = b mit der Steifkeitsmatrix A € R™*"

1
A= =5 [ [ 1ogle = slus(o) dsypn(o) ds,
™ JrJr
10



und der rechten Seite b € R”
b= /p(a:)uk ds,
r

Anmerkung 2. Die Steifkeitsmatriz A ist offensichtlich vollbesetzt und symmetrisch. Fiir
das Laplace-Problem in 2D konnen die Integrale noch analytisch berechnet werden, vielfach
fiihrt kein Weg diber umfangreiche numerische Verfahren zur Berechnung dieser Integrale
vorbei. Wavelets oder H—Matrizen, die im nddchsten Vortrag vorgestellt werden, bilden eine
Maglichkeit, Integrale dieser Art effizient zu berechnen.

6. KOLLOKATIONSVERFAHREN

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass fiir die Symmsche Integralgleichung
(6.1) (Vo)(x) = p(z) fir alle x € T’

eine Néherungslsung ¢p,(r) = > 7, ajij(x) in einem endlichdimensionalen (diskreten) An-
satzraum S, gefunden werden kann. Sicherlich werden wir nicht erreichen, dass V ¢y, = p fiir
alle Punkte des Randes erfiillt wird. Ist der Rand I' wieder in n—Teilstiicke I'y, ..., ', unter-
teilt, und wéhlen wir n verschieden Stellen x4, ..., x, - Kollokationsstellen, z.B. jeweils in der
Mitte oder am Rand von I'; - aus. Wir kénnen fordern, dass die Symmsche Integralgleichung
an den Stellen, also

(Vo)) = play) i j=1,....n,
erfiillt sein soll. Dadurch erhalten wir moéglicherweise eine Néherung ¢y, die sich fiir wach-

sendes n der exakten Losung ¢ nédhert.
Wir wollen diesen Sachverhalt nochmals genauer aufschreiben:

o = 2?21 a;p; sein eine Ndherungslosung im Ansatzraum Sy, mit der Basis {y4, . . ., f1,, } und
x1,...,x, die Kollokationsstellen. Dann lautet das Problem: Wir suchen die Naherungslosung
on € Sy, fiir

(Von)(zj) = plz;)  firj=1,...,n,

gilt. Das 1d3t sich auch folgendermaflen schreiben:

1 .
—Q—/loglxj—y\¢h(y)dy=p(xj) fiir j =1,...,n
T Jr

1 a _
—o- [logle =l Y awnl) dy = ple) g =1
r k=1

n

1 o
Zak[—%lloglxj—y\uk(y)dy} =plz;)  frj=1....n

k=1

Eine entscheidene Rolle spielt dabei die Definition von p. Wiahrend wir beim Galerkinver-
fahren p := (K + 1)g (fast iiberall) wéhlten, miissen wir beim Kollokationsverfahren

p(z;) = <(K + (1 — %))9) (x;)

wéhlen, denn ist z.B. z; ein Eckpunkt, dann ist o der Innenwinkel bei x;, besitzt I" bei z;

eine Normale, dann ist & = 7 und wir erhalten p := (K + 3)g.
11



Beim Galerkinverfahren, das z.B. in Abschnitt 5.2 eingesetzt wurde, sind Ansatz- und Tes-
traum gleich. Mit Hilfe der ) —Distribution kann gezeigt werden, dass das Kollokatoinsverfah-
ren einen Testraum hat, der von den d— Distributionen der Kollokationspunkte aufgespannt
wird. Somit lassen sichl das Kollokationsverfahren, als auch das Galerkinverfahren als Pro-
jektionsverfahren in der folgenden Form auffassen:

Gesucht wird ¢;, € Sp, mit

<v¢h7 n) == <p7 77) ful” alle t I~ Th

wobei fiir das Galerkinverfahren Ty, = Sy, (Von, ) = (Von, n) 2wy und (p,n) = (p, )2
gilt. Fiir das Kollokationsverfahren ist 7}, der Raum, d— Distributionen der Kollokations-
punkte aufgespannt wird, und (Ver, )3, (Vén) = Ven(a) baw. p.n) = 65, (p) = pla;).
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