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Diskretisierung - Allgemein

Diskretisierung

o Ein kontinuierliches Problem wird in endlich vielen Punkten
betrachtet

o Ziel: kontinuierliche Probleme in endlicher Zeit und mit
endlichem Speicherplatz bearbeiten zu kénnen
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Diskretisierung von Differentialgleichungen

Methode der Finiten Differenzen:

@ Rechengitter

@ Ableitungen werden durch Differenzenquotienten approximiert
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Diskretisierung im Eindimensionalen

e Das Intervall [a, b] € R wird in n Teilintervalle zerlegt:
ox

a=x T To Tiq T; Tit1 b=,

o Ableitung der Funktion:

du im u(x + dx) — u(x)
dx  6x—0 ox

o diskreter Differenzenoperator:

[jﬂ Cu(x+ 5;3 — u(x)
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Diskrete Differenzenoperatoren

@ rechtsseitige Differenz:

[j“] " u(xip1) — u(x)

@ linksseitige Differenz:
du I _u(xi) — u(xio1)
dx I-_ Ox

o zentrale Differenz:

[ji]z _ U(Xi+1)ngU(Xi—1)

i
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Diskretisierungsfehler

e Taylor-Formel: (Entwicklungspunkt a)

1K), (0
() = 3 D gy S gy
k=0

o rechtsseitige Differenz: (Entwicklungspunkt x)

u(x + 0x) = u(x) + ' (x)dx + %u”(x)(éx)2 - %u’”({)(éx)3
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Diskretisierungsfehler

e Taylor-Formel: (Entwicklungspunkt a)

=1 )5 ()
LI(X) _ Z ( )(x—a)k—i— (g) (X_a)n

n!

o rechtsseitige Differenz: (Entwicklungspunkt x)

u(x + 0x) = u(x) + ' (x)dx + %u”(x)(éx)2 + %u"'(§)(5x)3

u(x + 6x) — u(x) = u'(x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u"’(&)(éx)3
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Diskretisierungsfehler

e Taylor-Formel: (Entwicklungspunkt a)

1K), (0
() = 3 D gy S
k=0

o rechtsseitige Differenz: (Entwicklungspunkt x)

u(x + 0x) = u(x) + ' (x)dx + %u”(x)(éx)2 + %u"'(§)(5x)3

u(x 4 0x) — u(x) — %u”(x)(dx)2 - %u”'({)(éx)3 = u'(x)dx
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Diskretisierungsfehler

e Taylor-Formel: (Entwicklungspunkt a)

@ rechtsseitige Differenz: (Entwicklungspunkt x)
u(x + 0x) = u(x) + ' (x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u'"(f)(éx)3

u(x + 0x) — u(x)

/ —
= u'(x) = S

— 0(dx)
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Diskretisierungsfehler

zentrale Differenz: (Entwicklungspunkt x)
u(x + 6x) = u(x) + u'(x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u’”(ﬁl)(éx)3 (1)

u(x — 6x) = u(x) — o (x)ox + %u”(x)(&x)z _ %u"’({z)(dx)3 (2)
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Diskretisierungsfehler

zentrale Differenz: (Entwicklungspunkt x)
u(x + 6x) = u(x) + u'(x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u’”(ﬁl)(éx)3 (1)

u(x — 6x) = u(x) — o (x)ox + %u”(x)(&x)z _ %u"’({z)(dx)3 (2)
(1) = (2):
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Diskretisierungsfehler

zentrale Differenz: (Entwicklungspunkt x)
u(x + 6x) = u(x) + u'(x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u’”(ﬁl)(éx)3 (1)

u(x — 6x) = u(x) — o (x)ox + %u”(x)(&x)z _ %u"’({z)(dx)3 (2)
(1) = (2):
u(x 4 6x) — u(x — 6x) = 20/ (x)dx + O((6x)*)
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Diskretisierungsfehler

zentrale Differenz: (Entwicklungspunkt x)
u(x + 6x) = u(x) + u'(x)dx + %u"(x)(éx)2 + %u’”(ﬁl)(éx)3 (1)

u(x — 6x) = u(x) — o (x)ox + %u”(x)(&x)z _ %u"’({z)(dx)3 (2)
(1) = (2):
u(x 4 6x) — u(x — 6x) = 20/ (x)dx + O((6x)*)
u(x + 0x) — u(x — 0x)

= u'(x) = 25 — O((6x)?)
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Approximation der 2. Ableitung

u(x+0x) = u(x)+u'(x )5X+2u (x)(6x)*+ ¢ U'”( )(5><)3+%um(éz)(i;X)4 (3)

(x0x) = ()= (<) 3 u” () ()~ g ()Ox) 4 ™ (€0)(53)* (4)
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Approximation der 2. Ableitung

u(x+0x) = u(x)+u'(x )5X+2u (x)(6x)*+ ¢ U'”( )(5><)3+%um(éz)(i;X)4 (3)

(x0x) = ()= (<) 3 u” () ()~ g ()Ox) 4 ™ (€0)(53)* (4)
(3) + (4):

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung - Allgemein

Approximation der 2. Ableitung

53) = u(x) +ul (o2 () u” () (50> 0™ (€5)(5)* (3)
(x0x) = ()= (<) 3 u” () ()~ g ()Ox) 4 ™ (€0)(53)* (4)
(3) + (4):

u(x 4 6x) + u(x — 0x) = 2u(x) + u"(x)(6x)? + O((5x)*)
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Diskretisierung - Allgemein

Approximation der 2. Ableitung

u(x+0x) = u(x)+u'(x )5X+2u (x)(6x)*+ ¢ U'”( )(5><)3+%um(éz)(i;X)4 (3)

(x0x) = ()= (<) 3 u” () ()~ g ()Ox) 4 ™ (€0)(53)* (4)
(3) + (4):
u(x 4 6x) + u(x — 0x) = 2u(x) + u"(x)(6x)? + O((5x)*)

u(x + 0x) — 2u(x) + u(x — dx)

((5X)2 - O(((SX) )

= u"(x) =
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Approximation der 2. Ableitung

[i‘;]l _ u(xig1) — 2(;)(:;2) + u(xi_1)
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

_@ + k%
dx? dx

Dirichlet-Randbedingungen:

_ (5>1<)2 (U(Xi+1)2u(Xi)+u(Xi1))+2<l;x(U(Xi+1)“(Xil)) = f(xi)

fuiri=1,...,a— 6x
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

Wir verwenden statt u(x;) = u; und f(x;) = f;

or
_

a = Zo 1 T2 Ti—1 T Tit1 b=z,
fiiri=1: — 5t (U2 — 2u + o) + 55 (U1 — wo) =f
firi=2: 75—}(2(U372U2+u1)+£(u3—u1) =f

firi=n—1: —ghs(un— 20,1+ 0n2) + g (o — tr2) = Fooa
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

Wir verwenden statt u(x;) = u; und f(x;) = f;

S
o=z wm  m T owm mn b=z,
firi=1: — 503 (12 — 2u1 + up) + 5 (U1 — up) =f
firi=2: — gz (U3 = 202 + 1) + 55 (U3 — ) =h
firi=n—1: —5%(up—2up_1+ tn-2) + 55 (Un — Un—2) = fp_1
sl Ai=f |
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

d%u du
-+ k—=f
dx? + dx

Beispiel:

1
/! H . 1 . —
u'(x) = ——=sinmx; x€(0,1); k=0
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

d%u du
-+ k—=f
dx? + dx

Beispiel:

1
/! H . 1 . —
u'(x) = ——=sinmx; x€(0,1); k=0

= %sinﬂx: fi u(0)=0; u(l)=0
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

firi=1: ﬁ(uo—2u1+u2): f
fUrI:2 . 5)(%(“1*2[]2+U3): f2
firi=n-1: ﬁ(un_z —2up_1+ Un) = f,_1
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Diskretisierung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

firi=1: ﬁ(uo—2ul+u2)= fi
firi=2: &%(ulf2U2+u3)= f2
firi=n—-1: 5i2(un_2 —2up_1+ up) = foq
12 _12 ? ... 0 i i
- 1 0 5 us _ 7[2
dx? 1 : B
1 -2 Up—1 fo1
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Stabilitatsprobleme

d2u kdu

ki

@ Losung: 'upwind-Diskretisierung’

1. Fall k<0 : rechtsseitige Differenz
2. Fall k>0 : linksseitige Differenz

@ Problem: geringere Approximationsgiite

o Kompromiss: Mittelung aus einseitiger und zentraler Differenz

7 - upwind—Differenz + (1 — «) - zentrale Differenz; ~ € [0, 1]
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Stabilitatsprobleme

@ Alternative zur upwind-Diskretisierung:
Donor-Cell-Diskretisierung

@ Unterschied:

Uj—1 k; Us; kit1 Ui+1

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung - Allgemein

Diskretisierung im Zweidimensionalen

Das Gebiet Q wird von einem Gitter tiberdeckt

7=0

i=0 i=1 i=2

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

o Versetztes Gitter (staggered grid):

Jj=2 . ° .
p p P

j=1 ° ° °
p p p

j=0 . . °
P p P

i=0 i=1 =2

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

o Versetztes Gitter (staggered grid):

J=2 ° ° °
p p p

=U =L‘ =U

j=1 ° ° °
p p p

=1 =7/‘ =1

j=0 . . °
P p P

i=0 i=1 =2
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

o Versetztes Gitter (staggered grid):

j=2 ., ’. ., ’. .,
- L -
j=1 ., s ., .. .,
=1 =7} =1
j=0 ., s, ., s, .,
i=0 i=1 =2
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

o Vorteil eines versetzten Gitters:
o Nicht versetztes Gitter:

Ui—1 U Uit Ui42 Ui4-3
Pi-1 DPi Pi+1 Pi+2 Pi+3
1 -1 1 -1 1
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

o Vorteil eines versetzten Gitters:
o Nicht versetztes Gitter:

Uj—1 Uj Uj41 Ui4-2 Ui+3
Pi—1 Pi Pi+1 Pi+2 Pi+3
1 -1 1 -1 1

o Versetztes Gitter:

Uj—1 Uj Ui+1 Ui+2 Ui+3

Di—1 Pi Pit+1 Pit+2
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

@ Versetztes Gitter mit Randschicht
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

@ Versetztes Gitter mit Randschicht
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

@ Versetztes Gitter mit Randschicht
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Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

@ Versetztes Gitter mit Randschicht
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Randbedingungen

o Haftbedingungen
Geschwindigkeit des Fluids am Rand ist O
Rand Fluid

Vi

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Randbedingungen

o Haftbedingungen
Geschwindigkeit des Fluids am Rand ist O
Rand Fluid

Vi
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Randbedingungen

o Haftbedingungen
Geschwindigkeit des Fluids am Rand ist O
Rand Fluid

Vi
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Randbedingungen

@ Rutschbedingungen
Keine Reibungsverluste am Rand
Rand Fluid

Vi
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Randbedingungen

@ Rutschbedingungen
Keine Reibungsverluste am Rand
Rand Fluid

Vi
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Randbedingungen

@ Rutschbedingungen

Keine Reibungsverluste am Rand
Rand Fluid

Vi

ov Vi—Va
5 =0

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Randbedingungen

o Ausstrémbedingungen

o Einstrombedingungen
Einstri)’m%dingung Ausstrombedingung

FlieRrichtung
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Diskretisierung der Kontinuitatsgleichung

o Kontinuitatsgleichung:

ox Oy
du _ ujj—ui—ij  [Ov _Vij T Vij-1
Ox|i1; 1 ox oyl oy
2 2 2
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

@ Diskretisierung der diffusen Terme:

du Op 1 o(u?) ()
a+a R7<0X2+8y>_ ox Oy + 8«

ov , 9p 1 (0% 5%v a(v?)  d(uv)
a—'_@ :Rie<(X2+i')y> dy ~ Ox + 8y
Laplace Operator: Ry Hu
Au=—s+53
Ox Ay
@ Approximation der 2. Ableitung im Zweidimensionalen:
[‘92“] _ Uity — 2ui + Uiy
Ox? i dx2
Pu _ o Uijg1 —2uij+ Ui
dy? N dy?
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

@ Diskretisierung der Ableitungen des Drucks:

ou Op 2 2 o) 0
“r 1(%4_279_ w?) _ (”V)—l-gx

a + Ox ~ Re Ox ay
ov  0Jp 1 (82 o2 a(v3)  a(uv)
atay, :m<875+375)— gy~ ox &

@ Approximation:

[ap} _ Piv1j—Pij
Ox i1l ox
[&3} _ Pij+1— Pij
dy i+3j+1 - oy
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

@ Diskretisierung der konvektiven Terme:

ou Op 1 a(u?)  d(uv)
5 tox R (BETEE) -0 e
ov  0p 1 (82 , 82\ 0 O(w)
ot T oy *E(*ﬂsz)— oy’ T ox T8
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

7‘.i..7+1 ) )
@ Approximation:
u)] _ 1 ( (vij + vit1y) (uij + uij1)
5 JURRE U N dy |:; oy 2 2
I (Vij—1 4 Vit1j-1) Uij—1 + ujj )
(] -
2 2

Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

Ui, j+1 . .
? o Approximation:

[a(uzq _1(<uu+w+u>2
R ox |, ox :

(]
Uil—1,5 ij Wilt-1,5
Vij—1 Viglj-1 2
Ui—1j + Ujj )
U“.]—l 2
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Stabilitatsprobleme

e Mittelung (v € [0, 1]):

v - Donor—Cell — Diskretisierung + (1 — ) - zentrale Differenz

o Wir erhalten:

ow)]  _ 1 ((vij+vieay) (wij+uijen)  (vijo1+vigaja) (uij1 + uij)
9y lij Oy 2 2 2 2

+

1 (vigHvivag| (i —wijea)  Vig—1 +visagoa (uijo1 — uiy)
Sy 2 2 2 2
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

@ Ebenso erhalten wir

{3(112)] 1 (Ui,j + Ui+1,j)2 B (Ui—l,j + Ui,j)2
ox 1;; T 6x 2 2

!

+v

L (uig A+ i) (g = vivay)  Juicay +uig] (uieay — uig)
2 2 2 2

2
[8(uv)] : {%_Vy] werden analog diskretisiert
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Diskretisierung der Impulsgleichungen

@ Diskretisierung der Zeitableitung:

6J+@ _1< az> a(w?)  (uv)

ot dOx  Re ox2 + dy2 Ox ay + 8«
dv  0Op 1 a(v2) ()
ot tay — <6x2+ )_ oy — ox T8

e Zeitintervall [0, te,g] wird in n gleich groRe Teilintervalle zerlegt
@ Approximation:

8” (n+1) U(n+1) — u(n)
[&} St
oy 1) B y(nt1) _ (n)
[é)t] B ot
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Die Zeitschleife

Die Zeitschleife

du
ot

] (n+1)

L) ()

ot

Nach u("t1) aufgelost:

It R B [

au (n+1)
o
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Die Zeitschleife

ou Op
ot " ox
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Die Zeitschleife

Die Zeitschleife

ox dy Ex Ox

ou 1 <a2u a2u)_a(u2) a(uv) Op
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Die Zeitschleife

Der Algorithmus

(n+1)
umt) = (") 4 5t [au}

ot

1 [(0%u O%u a(u?)  o(uv) op
(n+1) _ (n) ot | — [ =— _ —5t—=—
- um |:Re <8X2 + Oy? ) Ox Oy +gx:| Ox

F(n)

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen



Die Zeitschleife

Der Algorithmus

(n+1)
umt) = (") 4 5t [au}

ot

1 2 2 2 =
) = ) st [Fe (Q N 8%u ) o(u?)  9(uv) +gx} 5t@

Ox2  Oy2 Ox Oy Ox
F(n)
Analog erhalten wir:
1 (8% 0%v A(uv) 9(v?) op
(1) y(m) 4 g¢ vy _ _ _st2P
v + [ <8X2 + 8y2> Ox Oy + gy} Ox
G(n)
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Die Zeitschleife

Die Zeitschleife

u(n+1) — F(n) 5tap
Ox
VD) — Gn) _ 5 OP
dy
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Die Zeitschleife

Die Zeitschleife

p

ox
VD) — Gn) _ 5 OP

S+ Z ) gy

4

u(n+1) — F(n) o 5t8pg;+1)

v(n+1) — G(n) _ 5t8pg;-1)

Karina Leathley, Bernadette Mayer
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Die Zeitschleife

Die Zeitschleife

i v,
ox Oy
1 1
S _ o) &ap("* ) Snt) _ c(n) _ &39!?('”r )

ox '
In Kontinuitatsgleichung eingesetzt:

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
Qu O 0 (F(") - &apax )+8 (G(”) _5e2P ) =0

Ox dy Ox
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Die Poissongleichung fiir den Druck

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
LML (F(”) 2P )+8 (G(”) 5P ) =0

Ox dy Ox Ox dy dy
Nach 82”("“) g(";” aufgeldst:
a2p(n+1) N azp(nJrl) B 1 3/:(") N 8G(")
O0x? dy2 6t \ Ox dy
Ap f

Poissongleichung:
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Die Poissongleichung fiir den Druck

92p(nt1) 92 p(n+1) 1 [oF(n  agG)
Ox? + oy2 ot 8x+8y
Ap f
e Randbedingung
o,
on

@ Problem: keine eindeutige Lésung:
plmtY) 4 ¢

= zusitzliche Bedingung an den Druck z.B. [ p=0
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Die Poissongleichung fiir den Druck

@ Die diskrete Poissongleichung fiir den Druck

1 1 1 1 1 1
P11} = 2007 + pi"7) . piiy = 2p07 + plo D)

dx? Jy?

fir i =1, e, imax; J = 1, ors jrmax

— Ap="F (z.B. mit GauB-Seidel-Verfahren I5sen)
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Stabilitdtsbedingungen

o Fehler durch:

o Diskretisierung
e Algorithmus

o Stabilitdtsbedingungen an 0t

Re (1 . 1\7'
(5t<2<6x2+6y2> ; 5t<\umaX]5x; ot < ‘Vmaxyéy
Courant-Friedrichs-Levi-Bedingungen
(CFL-Bedingungen)
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Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit!

Karina Leathley, Bernadette Mayer Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen
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