Zahlendarstellung

Zahlen und ithre Darstellung in Diqgitalrechnern

Grundstrukturen: Speicherorganisation und Zahlenmengen

» Linear organisierter Speicher
zu einer Adresse gehdrt ein Speicher mit 32 Bit-Zellen (1 \Wort
Joreit*)

bit

adresse Linearer Speicher

LSB
16 15

Halbwort  byte




Grundstrukturen: Speicherorganisation und Zahlenmengen

» Zahlenmengen (N1 71701 RI ©)
natdrliche Zahlen
= natdrliche Zahlen und negative ganze Zahlen
= und gebrochene zahlen
reelle Zahlen = und irrationale Zahlen
= reelle Zahlen und ,echt imaginare“ Zahlen



Ganzzahlendarstellung -
. e i
» Basis-Zahlendarstellung: zahl = a & XD
=0
die Basis b 3 2 ist aus den natUrlichen Zahlen
die Ziffer a, ist aus den naturlichen Zahlen
die Darstellung ist eindeutig

Beispiel: (1024),, = 10103 + 00102 + 2¢101 + 4+10°

gebrauchliche Zahlenbasen:
2 (Binar-System)
8 (Oktal-System)
10 (Dezimal-System)
16 (Hexadezimal-System)

/ mit b: shift der Zahl-Ziffernfolge um 1 Stelle nach



Ganzzahlendarstellung

» Konvertierung zwischen zwei Basen:

n
O

zahl = a X' =ab"+a _b" ' +...+ab+a,
=0

zahl :(---(§1b+ah_l)>b+...)>43+aO

Basis b ® Basis 10
Eingabe: b, Feld a[0..k]
Ausgabe: Dezimalzahl

Basis 10 ® Basis b
Eingabe: Dezimalzahl, neue Basis b
Ausgabe: Feld a[0..k] (neue Ziffernfolge)
zruckwarts: von rechts nach links

| 1= 0;

af[i] := 0;

VWH LE zahl >0 DO
a[i] := zahl MOD b;
zahl := zahl DIV b;
i =i +1

END;



Ganzzahlendarstellung

» Konvertierung zwischen zwei Basen: (contd)
Beispiel: (236); ® (?),
Schritt 1: (236); ® Dezimalzahl
n=2:

(236), = ((0-8 + 2)-8 + 3)-8 + 6 = 158 = (158),,

Schritt 2: Dezimalzahl ® (?),

b=3
(158)44: 158/3 =52 Rest 2
5213 = Rest
/3 = Rest
/3 =1 Rest 2
1/3 = Rest

also: (158),, = ((((0-3+ 1):3+2)3+2):3+1)3+2=(12212),
wobei: (...)=52,(...)=17,(...)=5,(...)=1,



Ganzzahlendarstellung

» Spezialfall: Konvertierung zwischen Basen 2 ® 2
von rechts nach links: Zusammenfassen von jewells k benachbar-
ten Ziffern
Beispiel mit der Zahl (300),, : Die Darstellung zur Basis b=2 soll in
die zur Basis b=8 umgewandelt werden, d.h.

(100101100), =1x2° + 02" + 0%2° +132° + 02" + 1>2° +1>2° + 02" + 0%2°
10010100 = (12° + 02" + 052°) 2° H(122 + 02" +1°) x2° + [P0
100101000 = 48> +/558" + HB8Y = (454),

» Spezialfall: Konvertierung zwischen Basen 2 ® 2 :
selbst nachdenken!



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)
» Allgemeines

Die Anzahl der darstellbaren Zahlen ist beschrankt!
(abhangig von der Wortlange)

Wortlange = 8bit ® N = 28 = 256 versch. 0/1-Kombinationen
® 256 verschiedene Zahlen darstellbar, z.B. 0 ... 255 (=N - 1)

, besitzt lediglich ein Addierwerk,
kein Subtrahierwerk; letztlich heisst das, auch Multiplikationen und
Divisionen muss das Addierwerk erledigen!

Frage: Kann man sich im Bereich der Dezimalzahlen einen
Algorithmus vorstellen, der mittels Addition eine Subtraktion
durchfuhrt?

ldee: falls x > 0, dann nix: X® X
falls . dann:



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung

Vorzeichen und Betrag (,,signed magnitude®)

das fallt einem sofort ein:
nehme das Bit ganz links als Vorzeichen: 0 « +;1« —
die restlichen Bits stellen den Betrag der Zahl dar.

Beispiel: Wortlange n =4 Bit ® N =24 = 16 versch. 0/1-Kombinationen
® 16 verschiedene Zahlen darstellbar, bisher (kardinal) O ... 15 (= N - 1),
jetzt (integer) -7 ... +7, also -(2"1- 1) ... +(2"1-1)

Problem 1:

es gibt zwei Nullen: +0 « 0000; -0 « 1000

also: Zahl aber unterscheidbare(!) Bitfolgen
Problem 2:

Bei dieser Darstellung ist eine Addierwerk und ein Subtrahierwerk
notwendig; es gibt keinen Algorithmus der Subtraktion per Addition
erledigt fur diese Darstellung.

Problem 3:
Es ist eine Logik erforderlich zur Entscheidung ob Addition oder
Subtraktion auszuftihren (4 Vorzeichenfalle)



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung (contd)
Einer-Komplement (One‘s Complement)
gebildet durch stellenweises Invertieren der Originalzahl: 0 ® 1,1 ® O

addiert man zur Originalzahl ihr Einer-Komplement (= Invertierte) so
ergibt sich immer eine Folge von Einsen.

Eine Folge von Einsen ist nichts anderes als (die Invertierte der) Null,
also -0 (+0 « Folge von Nullen), d.h. man hat zur Originalzahl deren
,Negatives addiert®”.

Beispiel: Wortlange n =4 Bit ® N = 24 = 16 versch. 0/1-Kombinationen
® 16 verschiedene Zahlen darstellbar, bisher (kardinal) O ... 15 (= N - 1),
jetzt (integer) -7 ... +7, also -(2"1- 1) ... +(2"1-1)

Problem 1 besteht noch:

es gibt zwei Nullen: +0 « 0000; -0 « 1111

also: Zahl aber unterscheidbare(!) Bitfolgen

Problem 2 ist gel6st:
Bei dieser Darstellung genlgt ein Addierwerk; Subtraktion bedeutet
Addition des Negativen.

Problem 3 (Logik) stellt sich nicht mehr.

Problem 4: durch beschrankten Zahlenbereich -7
.. .. +7 gel6st. b Bit ganz links: 1 « negative Zahl, 0 « positive Zahl



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung (contd)
Zweier-Komplement (Two's Complement)
gebildet durch das Einer-Komplement mit nachfolgender Addition von 1

addiert man zur Originalzahl ihr Zweier-Komplement (= Invertierte + 1) so
ergibt sich immer eine 1 mit nachfolgenden Nullen;

Streicht man die fuhrende 1, so sind die nachfolgenden Nullen nichts
anderes als Null, man hat zur Originalzahl deren ,Negatives addiert".

Beispiel: Wortlange n =4 Bit ® N =24 = 16 versch. 0/1-Kombinationen
® 16 verschiedene Zahlen darstellbar, bisher (kardinal) O ... 15 (= N - 1),
jetzt (integer) -8 ... +7, also -(2"1) ... +(2"1-1)

Problem 1 besteht nicht mehr: 0000 « 0; 1111 « -1

Problem 2 ist gel6st:
Bei dieser Darstellung genlgt ein Addierwerk; Subtraktion bedeutet
Addition des Negativen.

Problem 3 (Logik) stellt sich nicht mehr.

Problem 4; durch beschrankten Zahlenbereich -8
.. .. +7 gelost. b



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung (contd)
Zweier-Komplement (contad)

tbrigens: Im Zweier-Komplement stimmt die Dualdarstellung von -5 mit
dervon 24-5=16-5= 11 Uberein:

(5)10 = (0101),

Zweier-Komplement von (5),,: (1010), + 1 =(1011), = (11),,

Beispiel mit Dezimalzahlen (b = 10):

Es sein=2® N =10? =100 verschiedene Dezimalzahlen, entweder kar-
dinal 0 ... 99 (= N - 1) oder (integer) -50 ... +49, also -5-10"1 ... +5.10"1 -1
Originalzahl sei (z.B.): 23

lhr Zehner-Komplement: 102 - 23 = 77 . 77 ist nicht im Zahlenbereich -50 ...
+49; 77 ist die Darstellung von -23 im Zehner-Komplement (x<O: ).

addiert man zur Originalzah! ihr Zehner-Komplement, so ergibt sich immer
eine 1 mit nachfolgenden Nullen (hier 100);

Streicht man die fuhrende 1, so sind die nachfolgenden Nullen nichts anderes
als Null, man hat zur Originalzahl deren ,Negatives addiert”, also eine
Darstellung von -23.

p Statt (z.B) 36 - 23 = 13 kann man auch rechnen: 36 + 77 = 113
P Statt (z.B) 14 - 23 =- 9 kann man auch rechnen: 14 + 77 = 91 =100-9



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung (contd)
Zweier-Komplement (contad)
haufigst genutzte rechnerinterne Darstellung negativer ganzer Zahlen.

Beispiel mit Dualzahlen (b = 2):

Dual zu berechnen: 85 - 103 = -18

Essein=8® N =28 = 256 verschiedene Dezimalzahlen: -128 ... +127
Aus der Subtraktion -103 soll eine Addition werden:

Originalzahl ist: (103),, = (01100111),

Ihr Zweier-Komplement: 10011000 + 1 = 10011001.

Subtraktion ® Addition: 10011001 = 11101110

P Keine Streichung der fuhrenden 1, die 1 ganz links zeigt ein negatives
Ergebnis, d.h. Ergebnis liegt als Zweier-Komplement vor
P Ubersetzung = Bildung Zweier-Kkomplement:
11101110 ® 00010001 +1 = 00010010 = (18),,
P Das negative Ergebnis lautet -18



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» 4 Moglichkeiten der Darstellung (contd)
Exzess 2"
der darstellbare Zahlenbereich (positive und negative

Halbachse) wird auf die positive Halbachse abgebildet
exzess-zahl = zahl + 2n-1

Beispiel mit n = 8, d.h. Exzess = ,Shift* = 281 = 27
— (-3);0® -3+ 128 = (125),, = (01111101),

Die Darstellungen sind mit denjenigen der Zweier-Komplement-
Darstellung bis auf das invertierte linke Bit (,Vorzeichen®) identisch



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)
> Vergleich der 4 Systeme (n=4)

Dual Vorz./Betrag Einer-Kompl. Zweier-Kompl. Exzess
0000 0 -8
0001 +1 +1 +1 -7
0010 + 2 +2 +2 — 6
0011 +3 +3 +3 -5
0100 +4 +4 +4 —4
0101 +5 +5 +5 -3
0110 + 6 + 6 + 6 -2
0111 +7 +7 +7 -1
1000 -7 -8 0
1001 -1 -6 -7 +1
1010 -2 -5 -6 + 2
1011 -3 —4 -5 +3
1100 —4 -3 -4 +4
1101 -5 -2 -3 +5
1110 -6 -1 -2 + 6

1111 -7 ~1 +7



Negative Zahlen im Binarsystem (Dualsystem)

» Zahlenring (n=8) fir und Zweier-Komplement
\ BereichsUberschreitung,
wird angezeigt durch das
‘;' Carrybit C
\OOOOOOOO 00000000

11111111 00000001 11111111 00000001

11111110 00000010, f11111110 ) 00000010

10000001 01111111 10000001 o111t

10000000

1 0000000\

/
Bereichsiberschreitung, __—"

wird angezeigt durch das
Overflowbit V




Gleitkommazahlen: Darstellung und Arithmetik

Gleitkommazahlen

» Zahlenmenge /
rationale Zahlen: r = a/b

/ ; >

Zahlenstrahl

reelle Zahlen: Hinzunahme von nicht-rationalen Zahlen: p, e, (2
Die reellen Zahlen in inrer mathematischen Bedeutung stellen ein

dar (jedes beliebig grol3e Intervall auf dem Zahlenstrahl enthalt
unendlich viele Werte)



Gleitkommazahlen

» Zahlenmenge (contd)
Wertebereich REAL (Gleitkommazahlen) im Rechner stellt eine
von Intervallen des
Kontinuums dar. b Diskretisierung

numerische Darstellung ® Verarbeitung von Daten des Typs REAL
nicht exakt (® numerische Mathematik)

Gleitkommazahlen ;/ mathematisch reelle Zahlen
y’ mathematisch rationale Zahlen



0.1 = 1/10 = 1/b ist kleinstm0Og-

Gleitkommazahlen licher Mantissenbetrag!
Warum?
» Zahlendarstellung (Konrad Zuse, 1937) Der nachstkleinere Zahlen-
betrag ware: 0.099 « 10-%°
7a — € wegen normierter Darstellung:
hl m >b 0.099 - 10%°® 0.99 « 101

Das ist unmdglich wegen zwei-

m : Mantisse , -M <m < +M ziffrigem Exponent!

1/b
b : Basis, z.B. 10, aber auch kleine Potenz von 2: 2, 4, 8, 16
e : Exponent, -E £ e £ +E, auch -E, £ e £ +E,
alle Werte M, b, E sind rechnerabhangig

Aufbau:
zahl=+0.a,a,..a,*b®  mit a; ! 0 (normalisierte Darstellung)

und 0 £ a, £ b-1
Beispiel: b = 10, Mantisse m: 3 Ziffern, Exponent e: 2 Ziffern
Mantisse: 1/10 £ |m| < 1 oder O
Exponent: -99 £ e £ +99

darstellbarer Bereich: ~0.999 « 10% ... - 0/I00RELO°
+0800F 10%° ... +0.999 « 10%°
/ mit b: shift der Zahl-Ziffernfolge um 1 Stelle nach

/ oder /



Gleitkommazahlen Die Mantisse ist somit um 1Bit
langer als gedacht, weil a, nicht

.. gespeichert werden muss!
» Normalisierung

Darstellung der Mantisse in 1/b
eine Mantisse mit gesetztem Fuhrungsbit a, heisst normalisiert

zahl =+ 0.8,3,...a,*b®  mit G

durch die Normalisierung wird die Gleitpunktdarstellung eindeutig

» Rechnerinterne Reprasentation
der verfugbare Platz (hier 2 Byte) wird in Felder aufgeteilt

15 8 7 0

Vorzeichen Mantisse

Fur arithmetische Operationen muss bei hardwaremalliger Realisierung
hoher Aufwand betrieben werden, daher

Software-Realisierung
Spezialprozessoren
Leistungsdaten: MIPS, FLOPS



Gleitkommazahlen

» Beispiel einer 3 Byte breiten Zahlendarstellung (Basis b = 2)

12 13 15 16

Vorzeichen Mantisse

Vorzeichen:; 0, also +

Breite: 7 Bit

Exzess 64(=271) - Darstellung
(1010100), = (84)10® 84 - 64 =
b"=2"=1048576

Mantisse m:  Breite: 16 Bit
Darstellung der Mantisse:

m= 6‘1’16 a X! =1+ B+ 1 +107%
j=1 — (1>Q+4 +15078 +1>0™ +1>QO) D~ 16
=272 %
Zahl: zahl = + 27 ¢ 2716 ¢ 2°0 = + 432



Gleitkommazahlen

> Beispiel (cont‘d)
Normalisierung:

zahl =22 1R 2 +1¢ 2 + 03 M +10° % +1x0°%9)
=202 LR+ P +0 T+ 107 +12°°)
=2 (LR T+ DR 2 +0R 1R +12°7)

Vorzeichen: bleibt O, also +

Breite: 7 Bit
Exzess 64(=271) - Darstellung

+ 64 =73® (73)10=(1001001),
Exponent e um 11 dekrementiert

Mantisse m:  Breite: 16 Bit
Mantisse um 11 Bit nach links geschoben

Vorzeichen Mantisse

Zahl bleibt erhalten: zahl =+ 27 ¢ 2527 =+ 432



Gleitkommazahlen

» REAL-Zahlen auf dem Zahlenstrahl
Beispiel: b = 10, Mantisse m: 3 Ziffern, Exponent e: 2 Ziffern

-0.999 . 10% NULL -0.999 . 10%

ausdrickbare

p " ausdrickbare ositive
negative Zahlen negative § positive positive Zahlen P
underflo underflow

overflow
90 000000000 00dO0OVDOIOGILTOLOGOS

negative
overflow

00000009090 0000600060000
| 1 I . | »>
-0.100 + 10% 0 +0.100 « 10°9°

jede REAL-Zahlen der reellen Zahlen;
das Intervall wachst mit zunehmendem Betrag der Zahl, d.h. die
nimmt mit zunehmendem Betrag der Zahl ab.

Eine Abschatzung des Einflusses der Ungleichverteilung der Reprasentanten
auf die rechenoperationen ist nicht trivial.

Behandlung von /underflow, Null, ,undefiniert"?
® IEEE Floating-Point Standard 754 (1985) (siehe A.S. Tanenbaum)



Gleitkommazahlen

> Probleme

Test: (Beispiel mit 4-stelliger Arithmetik)
x =9.900, y = 1.000, z = -0.999
(x+y) +z = 10.90 + (-0.999)

X + (y+z) = 9.900 + 0.001

Test: (Beispiel mit 4-stelliger Arithmetik)
x =1100.,y =-5.000, z = 5.001
(xey) + (x*z) = (-5500) + 5501
X » (y+z) = 1100. » 0.001

Ausloschung

Bei der Subtraktion zweier fast gleich grof3er Werte heben sich die
signifikanten Ziffern auf und die Differenz verliert dadurch an Signifikanz
(z.B. Differenzenquotient)

Uberlaufgefahr
... bei Division durch kleine Werte



Gleitkommazahlen

» Rechnerarithmetik

Xx=m %, y=m X%
Addition
X+y=(m 2> +m )R>
Subtraktion
X-y=(mo2* ™ - m)x">
Multiplikation
XXy = (M, >m, )R>
Division

X, y=(m, m)x*">

falls e £e,

falls e £eg,



