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[1 EinIeitungJ

[

1.1 Monte—CarIo—Methode]

1949, J.v.Neumann und S.Ulam
theor. Grundlagen schon lange vorher bekannt

breite Anwendung erst mit dem Einsatz von DV-Anlagen in den
90-er Jahre(Bildanalyse, -verarbeitung)

Monte-Carlo, Monaco; Spielkasino, Roulette

universelle Methode, weil sie viele Vorgange nachzubilden vermag,
auf deren Ablauf zufallige Faktoren EinfluB nehmen
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[ 1.2 Markov—Ketten]

Definition 1
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige nicht leere
Indexmenge und (.S, S) ein meBb. Raum. Eine Familie {X;, 7« € I} von

Zufallsvariablen mit Werten in S heilBt stochastischer Prozel3 mit
Parameterbereich I und Zustandsraum S.
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Definition 2

Eine Markov-Kette ist ein stochastischer ProzeB {X,, ne€ I :=Z"}
mit abzahl. Zustandsraum S, der die folg. Markovsche Eigenschaft
besitzt: V n,ig,...,0n—1,%,7 € ZT und V Si5, ..., Si,_,,Si,S; €S mit
P(Xo=8iy,.--,Xp=38;,)>0ist

P(Xn+1 =55 | Xo=5ig,--- s Xn-1=5i,_,,Xn = Si)

= P(Xpp1 =55 | Xpn = 54)

= Pij-

I\/Iitpz-jZOund Zpijzl\V/iEI.
jel

Bemerkung 1 Wir betrachten hier nur den endl. Zustandsraum
S = {81,...,Sk}.
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Definition 3

(a) Eine MK heiBt homogen oder Kette mit stationdren
Ubergangswahrscheinlichkeiten pij, wenn Vi, 5 €1
Dij = P(Xn_|_1 = §; | X, = Sz) unabh. von n ist.

(b) pgﬁ) = P(Xpim = 85 | Xn = s;) ist die m-Schritt
Ubergangswahrscheinlichkeit.

(c) Eine WFkt a = (e, ¢ € I) mit a; = P(Xo = s4)
heiBt Start-/Anfangsverteilung.

(d) Anfangsverteilung heiBt stationir, wenn ol = o P, d.h.

Viel o; =) a;pij gilt, wobei P die Ubergangsmatrix ist.

el
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Definition 4

si — s;j|n] heiBt der Zustand s; fiihrt in n Schritten zum Zustand

S;, wenn pg”) > (.

Gibt es ein n > 1, mit s; — s;[n], so sagen wir s; fiihrt zu s; und
schreiben s; — s;.

s; <+ s; bedeutet s; kommuniziert mit s;.

s; heit wesentlich, wenn jeder Zustand s;, zu dem s; fiihrt, auch zu
s; fuhrt.
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Definition 5

MK {X,} oder ihre Ubergangsmatrix P = (p;;) heiBt irreduzibel, wenn
S nur aus einer Klasse besteht, d.h. s; <+ s; V s5;,5; € 5.

Definition 6

(a) Fiir einen Zustand s; mit s; — s; heiBt der ggT der potenziellen
Riickkehrzeiten d(s;) = ggT{n > 1:s; — s;|n]} die Periode von s;.

(b) Gilt nicht s; — s;, so sei d(s;) = 00.
(c) Zustinde mit d(s;) = 1 heiBen aperiodisch.
(d)

Die Kette heiSt aperiodisch, wenn alle Zustande aperiodisch sind,
und periodisch mit Periode d, wenn alle d(s;) = d > 2 sind.
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(1.3 Ergodizitit |

Definition 7

Ein Zustand s; heiBt rekurrent, wenn

P(X, =s; fur oo —wvielen | Xg = s;) = 1 gilt, sonst transient.

MK heiBt rekurrent(transient), wenn jeder Zustand rekurrent(transient)
Ist.

Definition 8

Eine MK {X,,} mit Ubergangsmatrix P = (p;;) heiBt ergodisch, wenn
(@Q)Vjyjel: mj:= nli_)rgopgy) ex.,

(b) m; > 0 und von % unabh.,

(c) (mj) ist WFunktion, d.h. Y m; = 1.
Jel
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Theorem 1 Eine MK {X,,} mit Ubergangsmatrix P = (p;;) ist
ergodisch < P = (p;;) regular ist (d.h. 3ng > 1, so daB alle p,g-lo) > 0
sind).

Beweis: (s. Literatur (4))
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Theorem 2 Sei {X,,} ergodische MK, dann ist 1 = (m1,...,m) die

eindeutige WLGsung von ; = m;p;;,V 5 € I.
iel

Beweis: (s. Literatur (4))

Theorem 3 Sei {X,,} eine MK mit endl. Zustandsraum. Dann gilt:
MK ist ergodisch < MK irreduzibel und aperiodisch ist.

Beweis: (s. Literatur (4))
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Definition 9

Sei {X,,} eine MK mit einem Zustandsraum S = {s1,...,s;} und
Ubergangsmatrix P = (p;;). Die Anfangsverteilung « heiBt reversibel,
wenn V1,5 € I gilt o;p;; = a;pj;.

Eine MK heiBt reversibel, wenn sie eine reversible Anfangsverteilung
besitzt.

Theorem 4 Sei {X,,} eine MK mit dem Zustandsraum
S = {s1,...,s,} und Ubergangsmatrix P. Wenn die Anfangsverteilung
der Kette a reversibel ist, dann ist sie auch stationar.

Beweis: (s. Literatur(2))
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(2 MCMC-Methode

[2.1 Problemstellung}

Gegeben ist eine Verteilung 7 auf dem Zustandsraum S = {s1,..., s }.

Frage: Wie generiert man eine Zufallsvariable X mit der Verteilung 7 7
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[2.2 Beispiel: Das hard—core—ModeIIJ

G = (V, E) - Graph mit einer Menge der Pixel V und einer Menge der
Kanten E. Den Pixeln wird zuf. der Wert 0 bzw. 1 zugewiesen, so dal3
2 benachbarte Pixel nicht gleichzeitig den Wert 1 annehmen konnen.

Konfigurationen aus der Menge {0, 1}V, die dieses erfiillen, nennen wir
zulassig.
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pg - WMaB auf {0,1}Y, so daB fiir £ € {0,1}" mit
Z¢ = {# der zulassigen Konfigurationen} gilt:

(me) = pa(§) =

i fur & zulassig
0

n(&) := {# von “1" in ¢},
X - zuf. Konfig. mit Vert. ug,

En(X)] = > n@uc@) =725 X &)1l sutissigy = ?

£e{0,1}V £e{0,1}V
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[2.3 Ausweg: SimulationJ

e Generierung von ZV X; ~ pug miti € {1,...,N}

N

o = X L, En(X)] fs. fir N oo (SGGZ)
1=1
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{2.4 Erster Versuch(allg.):}
X :=¢yU), mtU~U]I0,1]und ¢ :[0,1] = S

”

s1 fur z€][0,mg,)

i—1 i
b(z) =4 i fur x € [J;lﬂsj, Z Ts.)

J=1

k—1
s, fur x€[) m,,1]
j=1

= X~
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[2.5 Verbesserung: MCM C—MethodeJ

|dee:
Wir konstruieren eine MK (Xg, X1, ...) auf einem WRaum (2, F, P)
mit Zustandsraum S = {s1,...,sx}. Die Kette soll:

e irreduzibel und aperiodisch sein

e und deren stationare Verteilung soll die gewiinschte Verteilung m
sein.
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[2.6 Beispiel: s.o.}

V:{’Ul,..

Lupt, S={£€{0,1}V : £ist zuldssig}, pg.

Fir die Konstruktion der MK bendotigen wir den folg.

Ubergangsmechanismus: zu jedem Zeitpunkt (n + 1) € N:

1
2
3.
4
5

Generiere v € V (gleichvert.)

Werfe eine faire Miinze(Bernoulli)

(Kopf) A (alle Nachbarn von v=0): X,,11(v) :=1
Sonst: X,,411(v) :=0

VweV\{v}: Xpri(w) = X, (w)

Diese MK ist irreduzibel und aperiodisch, uq ist die stat.

Anfangsverteilung dieser Kette.

Universitat Ulm
Abteilung Stochastik

Eleonore Graf
Mai, 2002



2 MCMC-Methode 18

Beweis der Stationaritat:

Sei £,¢ € S. Mit Theorem 4 noch z.z.: ug ist reversibel, d.h.

pG(§)peer = pa (& )pere.

d:= d(&,&") ={ # von Pixeln, in denen £ und & sich unterscheiden}.
Fall 1: d =0: £ = ¢,

Fall 2: d > 2: pg(§)peer = pa (& )pee = 0.

Fall 3: d = 1: pa(€pee = 735 = e (€ )pere. O

Der obige Algorithmus ist ein typischer MCMC-Algorithmus

1) erfiillt sogar die strengere Eigenschaft: die Reversibilitat,

i) gehort in eine spezielle Klasse der MCMC-Algorithmen: Gibbs
Sampler.
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[2.7 Hastings—Metropolis—AIgorithmus:J

Wir generieren eine MK mit einer stationaren Verteilung . Sei 7; = %
k
mit b(j) >0, j5=1,...,k, k groB und B =

J

b; < oo und sei
1

Q = (gi;) eine irreduzible Ubergangsmatrix.
Fir die Konstruktion der MK bendtigen wir folg.

Ubergangsmechanismus: zu jedem Zeitpunkt (n + 1) € N mit X,, = i:
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1. Generiere eine ZVar. Z mit
P(Z:]) :C_Zz'j;j: 1,...,k
2. Wenn Z = 3, dann
g mit W. i

Xpt1 =
) maet  W. (1 — ¢@J)

Diese MK hat P als Ubergangsmatrix mit Dij = Qij®ij, wenn j # i

pii =1 — ). GimPim-
m#i
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Diese MK ist reversibel und damit stat., falls ¢;; wie folgt gewahlt
werden:

¢ij = min {ZZ—SZ, 1} = min {ZZ—Z;;, 1}.

7 ist die stat. Verteilung der Kette.

Beweis der Stationaritat:

Mit Theorem 4 noch z.z.:

TiDij = TiPji V] F# 1

© TidijPij = Tiq5idji  (*)-

() ist erfiillt.

Denn wenn ¢;; = Z2 ist, dann ist ¢;; = 1 und umgekehrt. O

iqij

bij = min{z((gg?f : 1} ist jetzt von B unabh. und 7; ist gleichzeitig

auch die Grenzverteilung (wenn p;; > 0V 1).

Universitat Ulm Eleonore Graf
Abteilung Stochastik Mai, 2002




2 MCMC-Methode

22

[2.8 Eine Version des HM—AIgorithmus:J

Sei m = (my,...,m) WVerteilung auf S = (sq,..

7Sk)-

e Konstruiere G (Graph) mit Pixeln aus S und einer bel. Menge F,

die jedoch folgende Kriterien erfiillen sollte:

— die hervorg. Kette ist irreduzibel,

— jedes Pixel sollte nicht der Endpkt. von zu vielen Kanten sein .

e d; :={ # von Nachb. von s;} und s; ~ s; heiBt: s; ist Nachb. von

s;. P ist die Ubergangsmatrix mit

1 . mid;
( d—imm{#dj,l} wenn
pz'j:% 0 wenn
l 11— > %min{?—g’;,l} wenn
laslNS'i ' '

S ~ 54

87;7483'

SiZSj
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e Ubergangsmechanismus: zu jedem Zeitpunkt (n + 1) € N mit
Xn = S;.

1. Generiere s; (gleichvert. auf der Menge der Nachb. von s;)

s; mit W. min{wjdi 1}

—d.
2. Xn+1 = : 7Tz.dj wid;
s; mait W. (1 — min {ﬁ, 1})
T d;
Diese MK besitzt die stat. Verteilung .
Universitat Ulm Eleonore Graf
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[2.9 Gibbs-SampIer:J

Die meistgenutzte Version des HM-Algorithmus ist der Gibbs-Sampler.
Sei X = (X(1),...,X(k)) ein ZVektor mit WFkt p(x).
Wir wollen einen ZVektor X generieren mit WFkt

T = sy VX € A

Ann: fir ¢, : =1,...,k und die Werte z;, 7 # ¢, konnen wir eine ZVar.

Z generieren mit W.

P(Z =z) = P(X(i) = 21X (j) = 3, j # 1) = ——t¥ s (%)
x€A, X (j)=z,i#i

mity = (x1,...,%i—1,2,Tjx+1,--.,Tk) und

X = (371, ceey Lg—15Lgy L1y - ,Cl}’k).
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Gibbs-Sampler ist eine MK, die zum Zeitpunkt (n + 1) € N folg.
Anweisungen folgt mit X,, = x = (z1,...,%,...,%k) € A:

1.  Generiere eine Koord. i (gleichv.)
2. \V/j#’l Xn+1(j) = Iy

3. Generiere eine ZVar. Z mit W. (**)
4. Wenn Z = z, dann ist

Yy = (xlw"7xi—17'zaxi—|—17---7xk) und
y mit W. ¢y
Xn+1 c= . Y
x mit W. (1 — ¢xy)
wobei ¢xy = min {%, 1} und gxy = 7 f(Y) el
x{dxy

x€A, X (j)=z;,j#i
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Firx € Aund y € A gilt:

Tydyx _ Typ(X) __

Txqxy  Txp(y)

und fir x € Aund y ¢ A(da my, = 0):
Tylyx _ ()

Tx dxy

Tx ISt die stat. Grenzverteilung dieser MK.

eIty
0, Universitat Ulm
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[2.10 Beispiel: ein MCMC-Algorithmus fiir q-CoIouringsJ

Sei G = (V,FE), q > 4, ganzzahlig.

Zuweisung von q versch. Farben/Werten, so dass 2 benachbarte Pixel
versch. Farben besitzen.

Zuf. g-Colouring bedeutet, daBein g-Colouring auf der Menge der fiir G

zulassigen g-Colourings generiert wird (gleichvert).
pa - W-MaB auf {1,...,q}".
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Ein Gibbs-Sampler fiir zuf. g-Colouring ist eine MK, die zu jedem
Zeitpunkt (n + 1) € N folg. Vorschriften folgt:

1. Generiere v € V (gleichvert.)
2. Generiere eine Farbe fiir X,,+1(v) (gleichvert.
auf der Menge der fiir v zul. Farben)

3. YweV\{v} Xpii(w):=X,(w)

Diese Kette ist aperiodisch und hat die stat. Verteilung pg.
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[2.11 Eine Gibbs—SampIer—Variante:J

Anstatt v zuf. zu ermitteln, kdnnen wir uns system. durch V bewegen.
Wenn V = {v1,...,vx}, dann entscheiden wir uns fiir das Pixel

( v1  zum Zeitpunkt 1,k +1,...

v; zum Zeitpunkt i,k +1,...

| Uk zum Zeitpunkt k, 2k, . ..

Diese MK ist aperiodisch und besitzt gewiinschte reversible Verteilung.
Sie ist irreduzibel, wenn das urspriingliche , zuf.-Punkte-Gibbs-Sampler*

irreduzibel ist.
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