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1 Definition der Kovarianzfunktion

Im folgenden gehen wir immer von einer zufélligen abgeschlossenen Menge (ZAM)
aus. Dieses ist eine messbare Abbildung, fiir die gilt:

=:Q—T, (1)

wobei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (IF, ) ein Messraum ist, der
folgendermaBen konstruiert wird:

e [ : Familie aller abgeschlossenen Teilmengen des R4
e KC : Familie aller kompakten Teilmengen des R4

Sei nun F die kleinste o-Algebra iliber [F, die alle Mengen der Form
Fx ={FeFIFNK #0} mitKek (2)

enthalt.
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Die Verteilung (das BildmaB) von = auf F sei
P=z(A)=P(EecA) =P{{w e Q|E(w) € A}),Ac F. (3)

Bemerkung: Eine ZAM wird als stationar bezeichnet, falls Pz = Pz, Vz € RY gilt.

Fiir eine solche stationare ZAM = kénnen wir nun verschiedene KenngroBen
betrachten, wie z.B.

e den Volumenanteil p von = in R4
p=E[EN[0, 1] (4)
e die Kovarianz(funktion) von =
C(h) =Plo€ E,h € E),h € RY. (5)

Bemerkung: Aufgrund der Definition der Kovarianz wird sie manchmal auch als
Zweipunktiiberdeckungswahrscheinlichkeit bezeichnet.
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Es geht hier vor allem um die Kovarianz und ihre Schatzung. Da wir nicht den
gesamten RY betrachten kénnen, fithren wir ein (beliebiges) Beobachtungsfenster W
mit W € KC und |W| > 0 ein. Dann gilt fiir h € R9:

WA (W )|

C(h) = Plo€=E,h €=
(h) (0 )|Wmmumﬂ

fWﬂ(W—l—h) Plo€ E,h € E)dx B me(WJrh) Plx € =2, (x —h) € E)dr
(W N (W + h) (W N (W + h)|

me(W+h) Plx € E,2 € (E+ h))dx B me(W+h) Elgnz4n)(x)dx
(W N (W + h)| (W N (W + h)|

_EENE+h)NWnN (W +h)|
(W N (W + h)|
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Hieraus folgt sofort, dass durch

EN(E+h)NWN (W4 h)|

¢ (W N (W +h)|

(6)

ein erwartungstreuer Schatzer fiir C'(h) gegeben ist. Fiir |[W N (W + h)| = 0 setzen
wir C(h) = 0.
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2 Beispiel fiir den Fall d = 2 (Verschiebung)

e Es sei nun eine (m X n)-Bildmatrix A gegeben. Die Berechnung der

diskretisierten’” Kovarianz fiir einen Vektor h € R? kann analog zum Fall d =1

mit Hilfe der Verschiebungsoperation erfolgen.

e Zur lllustration der Verschiebungsoperation wird die folgende (4 X 6) Matrix A

betrachtet:
as30
a

A — 20
aio
aoo

a31
a1
aiil
ao1

asz2
az2
ai2
ao2

a33
a23
ais
ao3

a34
a24
aiq
ao4

azs
a2s5
ais
aos

So ergibt sich z.B. fiir h = ( 3 ) der folgende Schatzer fiir die Kovarianz:

a23a00 + a24a01 + a25a002 + a33a10 + a34a11 + A35012

6
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3 Bestimmung der Kovarianz mittels Verschiebungs- bzw. Faltungsoperation
Fiihren wir nun die Set-Kovarianz cyy (h) = |W N (W + h)|, h € RY, ein. Dann gilt:
Ch)cw(h) = EEZENn(E+h)NnWn (W + h)

= [ 1=(x)1=4p(x) do

= E/Rd 1=(z)1=(z — h) Yy (w4n)(z) dz
= B[ 1=@lw@ 1=~ Iy @) ds
=:f()
= E/ f(x)f(x — h)dx (Verschiebungsoperation).
R
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Weiterhin ergibt sich mit g(x —x), dass
C(h) cyw (h / f(x)g(h —x)dx (Faltungsoperation)
= E(fxg)(h),

wobei der letzte Ausdruck der Definition der Faltung zweier Funktionen auf dem R4
entspricht und ,,*" das Symbol fiir den Faltungsoperator darstellt.
Zusammengefasst ergibt sich: C(h) - cyy(h) = E(f * g)(h).

Bemerkungen:

e Wir kdnnen nun den Schatzer (AZ’(h) fir die Kovarianz auf zwei Arten berechnen,

zum einen iiber eine Verschiebung, zum anderen iiber eine Faltung.

e Fiir a,b € C" ist die diskrete Faltung a x b = c gegeben durch

7
Ci:Zak'bi—k ,i:O,...,Qn—Q
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4 Beispiel fiir den Fall d = 2 (Faltung)

e Wir betrachten hier zwei (m x n)-Bildmatrizen A und B mit B = A, d.h. die
Eintrage der Matrix B gleichen denen der Matrix A nach einer Spiegelung an
dem Mittelpunkt der Matrix A.

e Zur lllustration der Faltungsoperation werden die folgenden (4 x 6) Matrizen A
und B betrachtet:

a3o a3l a32 a33 a34 ass bos boa bos bo2 bo1 boo
A — | @20 a21 a2 a23 a4 azs B — bis bia b1z bi2 b11 bio
a10 ai11 ai12 ai13 ai4 ais bas bosa bo3 boa b21 bog
apo apl ap2 @o3 a4 Aos bzs b3a b3z b3z b31 b3o

e f(z) =1y (z)1=(z) entspricht den Eintrdgen der Matrix A

e Wegen g(x) = f(—x) gilt fiir die obige Bildstruktur:

T hq n—1 T hq
z—h= - . - +
T2 ho m — 1 ) ha
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e Das Integral geht in folgende Doppelsumme iiber:

m—1+hon—1+hq
Z Z @ij  O(m—1)—ithy,(n—1)—j+hy
i—0 =0

e Fiir h = < g) ergibt sich

(W (W +h)| = (m— |h2|)(n — |h1]) = 6

und

<( 3 )) a23b3s + a24b34 + a25b33 + azzbas + asz4b24 + aszsbas
c .

Bemerkung: Sowohl die Verschiebungsoperation hat Komplexitit O(n?) fiir d = 1,
als auch die Faltung. Im folgenden werden wir eine Méglichkeit aufzeigen, mit deren
Hilfe wir die Faltung schneller berechnen kénnen. Dafiir bendtigen wir den Begriff der
Fourier-Transformation.
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5 Fourier-Transformierte und Faltungssatz

Fiir f: RY — C Lebesgue-integrierbar existiert

F()(= F{EHO) = [ | f@)em 0 do v e R (7)
Rd
und ist die Fourier- Transformierte der Funktion f. Durch
F@)(= FHFYa) = [ FOe o0 Vo € B (8)
Rd

ist die inverse Fourier-Transformierte der Funktion F' : RY — C gegeben.
Bemerkungen:

e Ein Beispiel fiir eine Fourier-Transformierte ist die charakteristische Funktion
einer (absolut stetigen) Zufallsvariablen.

e Die Fourier-Transformation wird unter anderem in der Physik (Ubergang vom
Zeitbereich in den Frequenzbereich), aber auch in der Analysis (Theorie der
partiellen Differentialgleichungen) und in vielen anderen Bereichen verwendet.
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Wir kénnen mit (d-1)-maliger Anwendung des Satzes von Fubini eine d-dimensionale

Fourier- Transformation in d eindimensionale Transformationen uUberfiihren.

F(t) = F(z)e2™ %) gy
Rd

= ) f(xq,... ,xd)e%”'(tlxl+"'+tdxd)d(zv1, ceey )
R

— / (/ f(wl, o ,wd)GQWitlxl da,:l)627ri(t2$2+...—|-tdmd)d($2, o 7$d)
RdA—-1 JR

= / L (/ (/ f(xL o ’xd)e27rit1:v1 d:Ul) 627rit2x2dx2> o 627Titdxddiljd
R R JR

s/

-~

F{fzq }(t1)
= F{. AF{F{far }t1)}(t2) - }(ta)

Bemerkung: Dasselbe kann man auch fiir die inverse Fourier-Transformation zeigen.
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Mit Hilfe der Fourier-Transformation kéonnen wir nun folgenden Faltungssatz
formulieren. Die Fourier-Transformation der Faltung der Funktionen f,g: R — R ist
gleich dem Produkt der Fourier-Transformationen der Funktionen f und g, also

F{fxg)(h)}() = F(t) - G(t),Vh € R. (9)

Beweis: F{f + g(h)}(t) = / ( * g)(h) €2™ith g,

_ / /f h— ) dz) €27tk dp
— //f(a:)g(w) 2Tt (W) g dap
R JR
= F{f}@) - F{g}(t) = F(t) - G(t), Vh eR.

Bemerkung: Analoges kann man fiir Funktionen f, g : R4 — R zeigen.
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6 Diskrete Fourier Transformation (DFT)

Einige Voriiberlegungen zur DFT: Wir haben f : R — R und wollen die
Fourier-Transformierte hiervon. Wir bestimmen N aufeinanderfolgende
Funktionswerte f von f, sodass fr = f(x1) gilt mit zx = k- A und

k=0,1,...,N — 1, wobei A den (gleichbleibenden) Abstand zwischen den

. . . g .o N N
Stiitzpunkten bezeichne. Wir setzen nun noch t; = ~x fuirg=—5,..., 5.

Dann ergibt sich:

F(tj) — /f 27mt i d

Q

2 :A f e27mt T
k=0
N—

— A. Zl 27rz kA
k=0
n—1

— A. Z kaQWikj/N
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6 Diskrete Fourier Transformation (DFT) 14

Bemerkungen:

e Zu einem gegebenen Vektor f = (fo,..., fnv_1) bezeichnet der Vektor
F=(Fy,...,Fx_1) mit

N—1
2mikj/N
Fyj= > fpe®™ i/
k=0

die diskrete Fourier-Transformierte (DFT) von f. Die Indizierung des Vektors F’

kann dabei von j =0,1,..., N — 1 laufen, da F; periodisch in j mit Periode N
ist, d.h. Fj = Fj—l—N .

e Die DFT bildet also einen n-dimensionalen (komplexen) Vektor auf einen
n-dimensionalen komplexen Vektor ab.

e Die inverse DFT unterscheidet sich von der DFT nur geringfiigig: Um aus einem

gegebenen Vektor (Fp, ..., Fn_1) den Vektor (fo,..., fn_1) zuriickzuerhalten,
wende man die folgende Formel an:
1 N —
= —27rzkj/N
by T n
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7 Fast Fourier Transformation (FFT)

Die DFT bringt uns aber auch noch keinen Vorteil in der Berechnung von é'(h) weil
sie, ebenso wie die diskrete Faltung und die diskrete Verschiebung, auch eine
Komplexitit von O(n?) hat. Die Lésung des Problems ist die Fast Fourier
Transformation (FFT), die einen Algorithmus zur Durchfiihrung der DFT mit
Komplexitdt O(nlog(n)) darstellt.

e Eine komplexe Zahl z ist n-te Einheitswurzel, falls z™ = 1. Es gibt im Komplexen

genau n Loésungen der Gleichung 2™ = 1, namlich 20, ..., 2n—1,n Mit
Zhem = e27mk/n .

. T238 =1
Veranschaulichung der rss @ — i
n-ten Einheitswurzeln (n = 8):

—1=uz43 | \ Zog =1

¢ g
\ /

L7.8

ws,sk /./ ’
-\__‘,_/ .
Tgg — —1
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e Mit der Eulerschen Formel kann iiberpriift werden, dass zj, ,, tatsichlich eine
n-te Einheitswurzel ist:

(zn)™ = (e2™R/M) = 27k — cog(2km) + isin(2kr) =144-0 =1

e AuBerdem ergibt sich, dass man alle n-ten Einheitswurzeln als Potenzen von
21,n erhalten kann. Sei z 1= 21, = e2m™/m dann gilt:

— 2o = 0 — (eQTri/n)O — Z?,n ’
-z =2/ =2t
— Zon = e2mi2/n (6271'1'/71)2 — Z%,n ’

e Im Folgenden sei n eine Zweierpotenz. Dann erhidlt man durch Quadrieren der
n-ten Einheitswurzeln gerade die (n/2)-ten Einheitswurzeln (und zwar zweimal).
Sei im Folgenden kK =0,...,(n/2) — 1:

(Zk,n)2 _ e271'7jk:/(n/2) = Zhm/2s

—  2mi((n/2)+k)/(n/2)

271 .627'('?:]6/(7’1,/2) _ e27rik:/(n/2)

(z(n/2)—|—k,n)2

= € = Zk,n/Q .
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7 Fast Fourier Transformation (FFT) 17

Ab sofort sei N immer eine Zweierpotenz und gebe, so wie bisher, die Anzahl der

Stiitzpunkte der betrachteten Funktion f an. Ausserdem setzen wir W := ¢

2mi/N

Mit diesen Vorraussetzungen kénnen wir den Term fiir die DFT folgendermaBen

umformen:
N—1
2miky /N
S W
k=0
N _4 N _
2 2
Z Fope2™i(2R)I/N Z f2k+1627ri(2k+1)j/N
Z f2k€27rikj/(%) I Z Forst o272k /N+2mij /N
k=0 k=0 (e2mi/NYj e2mi2kj/N
N N
?_1 .y N . ?_1 . N
Z Fore2™RI/(5) 4y Z Fopa 1™ RI/(5)
€ J o
FJ + W F]
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7 Fast Fourier Transformation (FFT) 18

Dabei bezeichnet F;(ven) die j-te Komponente der Fourier-Transformierten der
Lange % , die aus den Funktionswerten von f mit geraden Indices gebildet wird, und
F;(dd> analog die mit den ungeraden Indices. Fiir 5 gilt immer noch 0 < j < N — 1.
Aber Ff und FJQ sind periodisch in 7 und zwar mit der Lange % Denn man kann das

urspriingliche F' fiir 0 < 5 < % — 1 wie folgt aufteilen:

F; = Ff + W7 FY (10)
S T W Fy =8 - W, (11)
weil fir
Q2mik(F+0)/(5)  — 2wk /(5 | 2miki/(F) e2mik 2RI/ ()
cos(2m) 11 sim(e2m) 1
und
WA (/N F 4 (riNSRri) /N _ i gamia/N __(o2mi/NYi _ s
gt
gilt
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7 Fast Fourier Transformation (FFT) 19

Diese Erkenntnisse kann man rekursiv weiter auf die FJ‘? und FJQ anwenden und
bekommt so sukzessiv in insgesamt log, (N) Schritten alle mdglichen 2%V
Permutationen fiir die e’s und o’s und damit zusammenhingend einelementige
Transformationen. Diese Transformationen sind aber nichts anderes als Identitdten
(fiir bestimmte fy), weil j = k = 0 gilt und somit

0
Fy = Z fk ) 627mk3/1 — fO ) 627'('10 _ fO . (12)
k=0

Bemerkungen:

e Man kann die sich ergebende rekursive Vorgehensweise auch in eine iterative
Abfolge umwandeln.

e Es gibt viele modifizierte FFTs fiir jeweils spezielle Probleme, die bis zu zweimal
schneller sind als der hier vorgestellte.

Es ergibt sich also folgender Algorithmus:

Simulation und Bildanalyse in JAVA Andreas Ruf

Seminar Juli 2003




7 Fast Fourier Transformation (FFT)

20

e FFT-Algorithmus: Die Komple-
xitdt dieses Algorithmus ergibt
sich aus der Rekursionsgleichung
T(n) = 2 T(n/2) + O(n), de-
ren Losung nach dem Master-
Theorem T'(n) = O(nlogn) ist.

PROCEDURE FFT(N, (fo, ...
IF N =1 THEN RETURN (fo)

ELSE
retven) = (fo, fo, -, fn—2)
roldd) = (f1, fa, o Fnen)
e(ven) ::FFT(N/Q,fe(Ven))
Foldd) .—FFT (N2, po(dd))
zo := 1
z = e?27/N

FOR j := 0 TO (N/2) — 1 DO
Fy = Fe(ven) 4o Fjo(dd)

j

 e(ven)
Einy2y+s = Fj — 20 - I}
20 i= 20 * 2

RETURN (Fy, Fy,...,Fx—_1)

, fN=1))

o(dd)
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8 Vorgehensweise bei Implementierung

Es ergibt sich also folgende Vorgehensweise um z. B. die Kovarianz eines

zweidimensionalen Binarbildes zu schatzen.

A eine (m X n) Matrix, enthalte die diskretisierte Bildstruktur des Binarbildes

Es gelte B = A, d.h. die Eintrige der Matrix B gleichen denen der Matrix A
nach einer Spiegelung an dem Mittelpunkt der Matrix A.

Auffillen von A und B mit Nullen bis 2m — 1 und 2n — 1

Auffiillen von vergroBerten A und B mit Nullen bis zur nachsten Zweierpotenz
f(x) = 1=(x)1y (x) entspricht den Eintragen der Matrix A

zweidimensionale Fourier-Transformation in A und B durch jeweils zwei
eindimensionale DFTs; d.h. transformieren alle Funktionswerte von f(x) in der
ersten Dimension (iterieren iiber alle Spalten), speichern das Ergebnis in A ab
und transformieren, die sich ergebenden Werte in der zweiten Dimension
(iterieren iiber alle Zeilen), wiederum ,,in situ” (A enthilt nun die Werte der
zweidimensionalen Fourier-Transformation von f(x)); gleiches mit B
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8 Vorgehensweise bei Implementierung 22

e Nach dem Faltungssatz gilt, dass die Fourier-Transformierte der Faltung von f
und g, an der Stelle t , dem Produkt der transformierten Funktionen, jeweils an

der Stelle t, entspricht.
e Also A und B komponentenweise multiplizieren und in A abspeichern.

e zweidimensionale inverse Fourier-Transformation auf A anwenden und in A
abspeichern; ergibt die Werte der Faltung ( f * g)(h) fiir alle zulidssigen h € R?

e nicht vergessen, die einzelnen Eintrdge durch |[W N (W + h)| zu teilen
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