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o

Boolesches Modell in 2D
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[1.2 Definition und grundlegende Eigenschaften}

Zwei grundlegende und unabhdngige Bausteine des Booleschen
Modells:

1. Eine Menge von Keimen, die durch einen Poisson-Punktprozess P
mit Intensititsfunktion § = 6(z),z € R? erzeugt werden.

2. Eine Familie {A(z),z € R} von unabhingigen, zufilligen,
nichtleeren, kompakten Teilmengen des R?. Wir bezeichnen die
Menge A(x) als Objekt plaziert im Punkt x und definieren das
Kapazitatsfunktional

T, :=T,(K) = P{A(z) N K # 0}
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Definition 1. Ein Boolesches Modell X ist die Vereinigung aller Objekte

platziert in den Poisson-Keimen
X = U A(x)
zeP
e Problem: Das Boolesche Modell ist im allgemeinen keine

abgeschlossene Menge.

e Abgeschlossenheit ist allerdings garantiert, falls die Menge aller
Punkte in P endlich ist.
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Sei also N(K) die Anzahl der Objekte, die die kompakte Teilmenge K
treffen, mit

N(K) =) 1{kna()-0}
zEP

Durch einfache Rechnung kann man zeigen, dass gilt
w(K) = B(N(K)) = /R 0(2) T, (K )dz < oc
Definition 2. Ein Boolesches Modell ist von endlicher Ordnung, falls gilt
v(K) < oo, VKeK

wobei K die Menge aller kompakten Teilmengen des R? ist.
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Proposition 1. N(K) folgt einer Poisson-Verteilung mit
Erwartungswert v(K)

Der Beweis basiert auf der erzeugenden Funktion und man kann zeigen:

E{s")} = exp{(s — 1) . 0(x)Ty(K)dr} = exp{(s — 1)v(K)}
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Aufgrund von
P{XNK =0} =P{N(K) =0}

gilt:
Folgerung 1. Das Kapazitatfunktional des Booleschen Modéells ist

PIXNK#W =1—-e*H)  KecK
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Algebraische und stereologische Stabiltitseigenschaften:

e die Vereinigung von zwei unabhangigen Booleschen Modellen ist ein
Boolesches Modell

e die Dilatation eines Booleschen Modells mit einer nichtleeren,
kompakten Teilemenge des R? ist ein Boolesches Modell

e der Schnitt eines Booleschen Modells mit einer kompakten
Teilmenge des R? ist ein Boolesches Modell

e der Schnitt eines Booleschen Modells mit einer i-dimensionalen
Ebene ist ein Boolesches Modell
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[1.3 Die unbedingte SimulationJ

e D ist eine nichtleere, kompakte Teilmenge des R
e X N D ist ein Boolesches Modell mit Intensitdtsfunktion 6(.)T (D)

e die Anzahl der Objekte in X N D ist Poisson verteilt mit
Erwartungswert v(D) (vgl. Proposition 1)
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Definition 3. Ein typisches Objekt von X N D ist ein Objekt, dass
"gleichmdsig” aus allen Objekten von X N D ausgewahlt wurde. Sein
Kapazititsfunktional ist:

T(K) = - (119) /R 6@ Te(D N K)dr =

v(DNK)
v(D)

Universitat Ulm M.Knubel
Abteilung Stochastik 21.7.2003




1 Das Boolesche Modell 12

Proposition 2. X N D hat dieselbe Verteilung wie die Vereinigung von
N unabhangigen typischen Objekten, wobei die Zahl N Poisson verteilt
ist mit Erwartungswert v(D).

Beweis: Sei Y so eine Vereinigung. Fiir das Kapazitastfunktional von Y

gilt:
Py £ = 1-3 O

— 11— eap{—v(D)T(K)}

= 1—exp{— - O(x)T, (DN K)dx}

und dies ist genau das Kapazitatsfunktional von X N D.
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Algorithmus zur Simulation eines Booleschen Modells:

1.

2
3.

Sei X =)
Generiere N ~ Poisson(v(D))
Wenn N =0 gebe X aus

Generiere N unabhiangige, typische Objekte A(x;) ~T, i=1,....,.N

. Setze X = Uf\;l A(x;)
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Algorithmus zur Simulation eines typischen Objekts:

1. Generiere z;, P{z; € C} = [, 0(y)T,(D)dy
2. Generiere A~ T, (DN.)/T, (D)
3. Liefere A
Eine andere Alternative:
1. Generiere z;, P{z; € C} = [, 0(y)T,(D)dy
2. Generiere A ~ T, (.)
3. Wenn AN D = () gehe zu 2
4. Liefere AN D
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Ein iterativer Algorithmus zur Simulation eines Booleschen
Modells mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus:

1. Sei ® =10

2. Generiere eine Zufallsvariable U mit Werten 1, —1,0 mit den
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten

v(D) B #P
20v(D) + #®+ 1) 717 2(0(D) + #3)’

3. Wenn U =1, dann generiere A ~ T und setze ® = P U A

p1 = po=1-p1—p_1

4. Wenn U = —1, dann generiere A ~ U(®) und setze ® = &\ A

5. gehe zu 2
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Erzeugung einer Poisson-Verteilung mit Hilfe des Metropolis
Algorithmus.

Sei @ eine Ubergangsmatrix eines Geburts- und Todesprozess mit der
Geburts- und Todeswahrscheinlichkeit ¢ = % Es gilt also () ist
irreduzibel, aperiodisch und symetrisch. Sei nun p unsere zu simulierende

Poisson-Verteilung, dann ist mit

P(LE,y) — Q(way)p(xﬁf)p(y) , T F Y

eine Ubergangsmatrix P definiert. z, y sind Zustinde der Markov-Kette.
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Es gilt nun, da p > 0 fiir alle Zustande der Markov-Kette, dass P
ebenfalls irreduzibel, aperiodisch ist, und ausserdem gilt noch:

> p(@)P(z,y) = > p(y)P(y,z) =p(y) Y Py,z) =p(y)

das heisst also P ist die Ubergangsmatrix einer Markov-Kette mit
Grenzverteilung p.
Sei nun p Poisson verteilt mit Erwarungswert v(D) dann ist leicht zu

sehen, dass
P(z,z+ 1) =p; und P(x,x — 1) =p_1

also erzeugt obiger Algorithmus genau die gewiinschte Verteilung!
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(1.4 Die bedingte Simulation |

Es gilt:
e (y ist eine endliche Teilmenge von X°
e (7 ist eine endliche Teilmenge von X

e (). ist die Menge aller zulassigen Realisierungen der zufalligen
Menge ®, die die Restriktionen Cy und C; erfiillen.
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Algorithmus zur Simulation eines bedingten Booleschen Modells
1. Generiere eine zuldssige Startmenge ® € Q¢

2. Generiere eine Zufallsvariable U mit Werten 1, —1, 0 mit den
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten

_ v(D) B #P
L= vy r#8+1) P17 200(D) + #3)’

3. Wenn U =1, dann generiere A ~T. Wenn AN Cy = 0, dann setze
d=>dUA

po=1-p1—p_1

4. Wenn U = —1, dann generiere A ~ U(®). Wenn C; C ¢\ A ist,
dann setze & = ®\ A

5. gehe zu 2
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Warum erzeugt die Akzeptanz- und Verwerfungsmethode im
obigen Algorithmus genau die Verteilung des bedingten
Booleschen Modells?

Sei nun:

p(A)
p(Q)’

P.(xz,A) = P(z,A) + 1zeay P(z, 0\ Q:), €, A€ A,

Pe(A) = A€ A, (die zu Q. gehorende o — Algebra)

Man kann nun zeigen, dass in unserem Fall P. irreduzibel, aperiodisch
und reversibel ist, und p. invariant beziiglich P, ist.
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Algorithmus zur Generierung einer zuldssigen Startkonfiguration

® € .
1. Setze ® =@ und C = C4
2. Generiere A~ T
3. Wenn ANCy # 0 oder ANC =0, dann gehe zu 2
4. Setze =dUAund C=C\A
5. Wenn C # (), dann gehe zu 2
6. liefere ®
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[1.5 Stationares Boolesches Modell]

e Sei 0 konstante Intensitatsfunktion: 6(z) = 6.

o Alle A(x) £ A+ x, wobei A das typische Korn platziert im Ursprung
ist, sind unabhédngig, identisch verteilt (modulo x).
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Es gilt dann also:
P{A(x)N K #0} = P{A, N K #0} =P{ANK_, #0} =T(K_,)

und das Kapazitatsfunktional von X ergibt sich also zu:

P{XNK #(}=1- exp{—@/ T(K_,)dx}

R4

Proposition 3. Das Kapazitatsfunktional eines stationdren Booleschen
Modells mit Intensitidt 6 und Objekt A ist:

P{XNK#0} =1-¢?PU4OK} g cK
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Beweis

B[ Luok_.syda)
Rd

— B/ 1 icanryde)
Rd

= E{lAe K|}

/R T(K_.)dz
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[2 Das "random token"-ModeII]

[2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften}

Bausteine des "random token’” -Modells

1. Ein stationares Boolesches-Modell X, wobei E|A| < oo, erzeugt

durch einen stationaren Poisson-Punktprozess P.

2. Eine Familie von paarweise unabhingigen Gewichten (¢(z),z € RY)
fiir jedes Objekt in X. Diese Gewichte nehmen nur zwei Werte
namlich 1 und —1 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p = % an.
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Definition 4. Ein "random token”-Modell ist die gewichtete Summe der
Indikatorfunktionen von Objekten platziert an Poisson-Keimen.

Zy) = Y c@)lyeawy  y€ R
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Satz 1. Sei J eine endliche Menge von Indizes. Dann gilt fiir die
charakteristische Funktion von (Z(y;),j € J):

Bleap(i Y w; Z(y;)}} = eap(0 3 [cosux — 1pi}

jed KCJ
wobei
ug = ) Uk, pr= ) (D)4 0V
keK KCLCJ
und

YL = {yl,l c L}

daraus folgt Z(y) nimmt Werte aus Z an , mit positiver
Wahrscheinlichkeit
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(2.2 Simulation |

Die bedingte Simulation von 7 in D mit gegebenen Daten

{Z(c) = z(c),c € C}.

Initialisierungsalgorithmus:

1.
2.
3.

Setze Xo = (. Setze Z(c) = z(c) und Z(c) = z(c) — 2zx(c)
Wenn |Z(c)| = 0,Vc € C, dann liefere X

Waihle ¢ ~ U{c € C|Z(c) # 0}, generiere dann ein Objekt A(x) mit
co € A(x), und setze e(x) = sign(Z(cg))

Wenn |Z(c) — e(x)| < |Z(c)| fiir alle c € C N A(x), dann fiige
(A(x),e(x)) zu Xg und setze ausserdem Z(c) = Z(c) — e(x) fiir alle

ce CNA(x)
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5. Gehe zu 2
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Sei B eine kompakte Teilmenge des R?. Betrachte nun alle

Verschiebungen dieser Menge, die die Beobachtungsstruktur D

schneiden. Algorithmus:

1.
2.

Sei X = X (erzeugt mit dem vorherigen Algorithmus)

Generiere x ~ U(D @ B). Setze Y = {(A(y), e(y) € X|u € B,}

. Generiere N ~ Poisson(6|B|). Generiere eine Menge Z von N

unabhangigen gewichteten Objekten mit Keimen in B,

Wenn » \yyuz €(2)1{cea(e)y = 2(c) fir alle c € C, dann setze
X =(X\Y)UZ

. Gehe zu 2
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[3 Die Boolesche Zufallsfunktion]

[3.1 Defintion und grundlegende Eigenschaften}

Bausteine der Booleschen Zufallsfunktionen:

1. Ein stationares Boolesches Modell X, wobei das erwartete Volumen
von A endlich sein soll, erzeugt von einem stationdren

Poisson-Punktprozess P.

2. Eine Familie von paarweise unabhingigen Gewichten {¢(z),z € R}
fir jedes Objekt in X. Diese Gewichte folgen der gleichen
Verteilung, und nehmen die Werte z; < ... < 2, mit den
Wahrscheinlichkeiten pq, ..., p,, an.
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Definition 5. Die Boolesche Zufallsfunktion weist jedem Punkt y € R?
das maximale Gewicht iiber all die Objekte zu, die y enthalten.

Z(y)= max e(z), falls{reP:ycAlx)}#0, yecR?
xeP,yeA(x)

Z(y) = —o0, sonst
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Alternativ gilt auch:

Z(y) = max z; c R?
(y) {i|lyeX;} Y

wobei X ist die Vereinigung aller Objekte mit Gewicht z;. Dieses X ist
ein stationares Boolesches Modell mit Intensitat der Keinme 6; = 0p;.

Proposition 4. Die Verteilung des Maximums einer Booleschen

Zufallsfunktion iiber eine kompakte Teilmenge K des R® ist gegeben
durch:

P 7 < _ —60; E|A;®K]|
{max Z(y) < 2} {.E}e
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[3.2 Simulation]

Bedingungen:

e Bedingungen:
Z(c) = z(c) fiir alle c in einer endlichen Teilmenge C' des R€.

e Keine Randeffekte:
N(D) ~ Poisson(v(D)) typische Objekte werden im
Beobachtungsfenster D simuliert, v(D) = 0E|D & A|. Jedes
typische Objekt ist D N A(x), A(x) ist mit Verteilungsdichte
g(z) = P{(A+x)ND # 0} gegeben. Dem Objekt D N A(x) ist der

Wert e(x) zugewiesen.
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Algorithmus:
1. Generiere X € (),

2. Generiere eine Zufallsvariable U mit Werten 1, —1, 0 mit den
Wahrscheinlichkeiten:
_ v(D) _ #X
PL=swmy+#x +1) P17 200(D) + #X)’

3. Wenn gilt U = 1, dann generiere ein typisches,gewichtetes Objekt
(A,€).Ist z(c) > e fiirallec € CN A, dann setze X = X U (4, ¢)

po=1=-p1—p_1

4. Wenn gilt U = —1, dann generiere (A, €) ~ U(X). Wenn dann fiir
jedesce ANC ein (Ar,e) € X\(A4,e¢) existiert, so dass z(c) = e,
dann setze X = X'\(4,¢)

5. Gehe zu 2
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Zusammenfasung der Ergebnisse

e Das Boolesche Modell Iasst sich mit Hilfe von Markov-Ketten
simulieren, im Paper von Kendall und Thonnes wird sogar ein
perfekter Simulationsalgorithmus vorgestellt.

e Anstatt der Akzeptanz- und Verwerfungsmethode gibt es noch die
Methode des " Simulated Annealing” zur bedingten Simulation.

e Die Boolesche Zufallsfunktion, lasst sich mit Hilfe von
Markov-Ketten simulieren, ob auch ein perfekter
Simulationsalgorithmus implementiert werden kann ging aus der
benutzten Literatur nicht hervor.
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