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Aufgabe 1

(a) Schreibe ein Programm, dem die Parameter a,b > 0,7 > 0 und t, € (0,7)
tibergeben werden, und das fiir eine Realisierung eines Cox-Prozesses {NV;}
mit Intensitétsprozess {\;} alle Sprungzeitpunkte im Intervall [0, 7] ausgibt.
Dabei sei A\; gegeben durch

\ — Ul, t <ty
T U, t>

und Uy, Us seien unabhéngige Zufallsvariablen mit Uy ~ U|0, a], Uy ~ U|0, b,
die auch von N; unabhéngig sind.

(b) Stelle fiir eine Realisierung des in (a) implementierten Cox-Prozesses die
Werte von N; gemeinsam mit den Werten von \; im Intervall [0,4] fiir
to = 2,a = 0.5,b = 4 graphisch dar.

(c) Berechne fiir die Parameterwerte aus (b) mittels 10.000 Realisierungen die
empirischen Werte des Erwartungswertes [E/N; und der Leerwahrscheinlich-
keit P(NQ — N1 = 0)

Aufgabe 2

Sei {X,,n € Ny} eine homogene Markov-Kette mit Zustandsraum F = {1,2,3}
und Ubergangsmatrix P = (pij), wobei p1a = pag = ps1 = 1 gelte. Die Anfangs-
111

verteilung sei durch o = (3, 3, 3) gegeben.

(a) Zeige, dass die Folge Y,, = 1 — I(X,, = 1) keine Markov-Kette beschreibt.

(b) Sei Y, = Xa,,n > 0. Zeige, dass die Folge {Y,,} eine Markov-Kette ist und
bestimme die zugehorige Ubergangsmatrix.

Aufgabe 3

An einem Ort U sei das Wetter entweder sonnig, neblig oder regnerisch. Das
Wetter dort werde modelliert durch eine Markov-Kette mit den folgenden Uber-
gangswahrscheinlichkeiten:

(6)



morgen wird es...
sonnig neblig regnerisch

sonnig 0.8 0.2 0.0
heute ist es... neblig 0.4 0.4 0.2
regnerisch 0.2 0.6 0.2

Angenommen, der 10. Mai sei sonnig. Berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir die
Wetterzustinde sonnig, neblig und regnerisch am 2. September.

Aufgabe 4
Seien E = {1,...,l} ein endlicher Zustandsraum, D ein beliebiger messbarer Zu-
standsraum, 7y, Zs,... : £ — D eine Folge von unabhingigen und identisch

verteilten Zufallsvariablen, und die Zufallsvariable X, : 2 — FE sei unabhéngig
von 4y, Zs,.... Die Zufallsvariablen Xy, Xs,...: {2 — FE seien durch die Rekur-
sionsgleichung X,, = ¢(X,,_1, Z,) gegeben, wobei ¢ : E x D — FE eine beliebige
messbare Abbildung sei. Zeige: Xo, X1, X, ... ist eine Markov-Kette.

Aufgabe 5

Gegeben sei die Anfangsverteilung o = (o, ..., a;) und die Ubergangsmatrix P =
(pij)ijer mit E = {1,...,1}. Die Folge Zy, Z;, ... sei eine Folge von unabhéngigen
und identisch auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen. Definiere die E-wertige
Zufallsvariable Xy durch:

k-1 k
Xo=k & Zy€ <Za2a]
i=1 i=1

und die Zufallsvariablen X, Xo, ... rekursiv iiber: X, = p(X,,_1,Z,), wobei die
Funktion ¢ : E x [0,1] — E gegeben ist durch

I k-1 k
(i, z) = Zk 1 (Zpij <z< me) )
k=1 j=1 j=1

Zeige, dass die Folge {X,} eine zeitdiskrete, homogene Markov-Kette mit An-
fangsverteilung o und Ubergangsmatrix P ist.

Aufgabe 6*

Es sei { X;,t > 0} ein rechtsstetiger Markov-Prozess mit endlichem Zustandsraum
E, stiickweisen konstanten Pfaden und Anfangsverteilung a. Sei {N;,t > 0} ein
von {X,;} unabhéngiger Poissonprozess mit Intensitit A. Setze Y,, = X fiir jedes
n € N, d. h., Y, gibt den Zustand des Markov-Prozesses { X;} zum n-ten Sprung-
zeitpunkt S, des Poissonprozesses an. Zeige, dass {Y,,,n € N} eine Markov-Kette
ist und bestimme deren Ubergangsmatrix P.



