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Aufgabe 1
Der Lévy-Prozess {Xt, t ≥ 0} sei ein Gamma-Prozess mit Parametern b, p > 0,
das heiÿt, für jedes t ≥ 0 gelte Xt ∼ Γ(b, p t). Zeige, dass {Xt, t ≥ 0} ein
Subordinator ist mit dem Laplace-Exponenten ξ(u) =

∫ ∞
0

(1 − e−uy) ν(dy) für
ν(dy) = p y−1e−bydy, y > 0. (4)

Aufgabe 2
Zeige Theorem 3.6.: Seien X, Y : Ω → R beliebige Zufallsvariablen über (Ω,F , P )
mit

E |X| < ∞ , E |Y | < ∞ , E |XY | < ∞ ,

und sei G ⊂ F eine beliebige Teil�σ�Algebra von F . Dann gilt
1. E (X | {∅, Ω}) = E X, E (X | F) = X,
2. E (aX + bY | G) = a E (X | G) + b E (Y | G) für beliebige a, b ∈ R,
3. E (X | G) ≤ E (Y | G), falls X ≤ Y ,
4. E (XY | G) = Y E (X | G), falls Y eine (G,B(R))�messbare Zufallsvariable

ist,
5. E

(
E (X | G2) | G1

)
= E (X | G1), falls G1 und G2 Teil�σ�Algebren von F

sind mit G1 ⊂ G2,
6. E (X | G) = E X, falls die σ�Algebren G und σ(X) = X−1(B(R)) unab-

hängig sind, d.h., falls P (A ∩ A′) = P (A)P (A′) für beliebige A ∈ G und
A′ ∈ σ(X).

7. E
(
f(X) | G

)
≥ f

(
E (X | G)

)
, falls f : R → R eine konvexe Funktion ist, so

dass E |f(X)| < ∞. (10)

Aufgabe 3
Betrachte die Zufallsvariablen X und Y über demW-Raum ([−1, 1],B([−1, 1]), 1

2
ν)

mit E |X| < ∞. Bestimme für die folgenden Zufallsvariablen jeweils σ(Y ) und
eine Version der bedingten Erwartung E(X |Y ).
(a) Y (ω) = ω5, (3)

(b) Y (ω) = (−1)k für ω ∈ [
k − 3

2
,
k − 2

2
), k = 1, . . . , 4, und Y (1) = 1. (3)


