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1.1 Wiederholung: Kerne

Man wiahlt sich Kerne aus, um ein AhnlichkeitsmaB zu haben, um damit ver-
schiedene Objekte miteinander vergleichen zu konnen. Zunéchst reprasentiert
man die Daten X als Vektoren in einem Raum H mit Skalarprodukt durch die
Abbildung: ® : X — H, 2 — ®(z) = x. Ein Kern k ist ein Ahnlichkeitsmaf in
diesem Merkmal-Raum. %k : X x X — K, iiblicherweise mit X Cc RY, X #
und K = R oder C; dim(X)<< dim(H),(x,x")— k(z,2) == < ®(z), P(2’) > =
< x,x’ > mit dem kanonischen Skalarprodukt < ®(z), ®(z’) > und den Eigen-
schaften Symmetrie: k(z,x') = k(a’, x), positiver Definitheit:

> ¢ k(xi,xj) >0 Ve,¢; € Kund |z = /<, >. DBeispiele fiir

ij=1

1,2
_lz—a’||

Kerne: Gaufy’scher Kern: k(x,z2') = e~ 22 mit ¢ > 0; Polynomialer Kern
der Ordnung d: k(z,2’) =< x,2’ >9. Im Folgenden betrachten wir nur noch
positiv definite Kerne (”Kerne”).

1.2 Auswahl eines Kerns

Suche ein AhnlichkeitsmaB, z.B. Skalarprodukt; wihle dann eine lineare Reprisen-
tation im Funktionenraum H, z. B. Ellipse: X = R?, H = R?, & : (2, 19)
(21,22, 23) := (23, V22129, 23). Ellipse ist linear in (21, 29, 23); wihle passende
Funktion, den Kern, z.B. polynomialer Kern < z,z’ >¢



1.3 Kern-Kompositionen

Summen von Kernen: Die Menge aller Kerne bildet einen konvexen Kegel,
abgeschlossen unter punktweiser Konvergenz: ki, ko Kerne, aq,as > 0

= a1k + asksy ist Kern.

Dies gilt auf Grund von

- Symmetrie: k(x,z') = arki(x, ') + askq(z, ') = arki(x, o) + Qzko(z, 2') =
arky(x, ') + aoks(x, 2') = arki (2, x) + aoks(2', ) = k(2', x)

- Positive Definitheit: Zszl cicik(xi, x;) = 22}:1 cicj(arky(xi, ;) + aoka(z, x5)) =
a1 (323 ik (i, 7)) + 02 (30771 ciika(as, ) = 0

Grenzwerte von Kernen: k; KerneVi € N, lim  k,(z,2') = k(x,2) Vo,2’ € X
= k ist wieder ein Kern

Dies gilt auf Grund von

- Symmetrie: k(x/, x) = limy, .o kp (2, x) = lim,, o by (2, ) = limy, o0 ky(z, ) =
k(z,x")

- Positive Definitheit: > " cicik(zi, z5) = 30
= hmn_,oo Z;’Z’:l cZ@kzn(xz, l’j) Z 0

Punktweises Produkt:ki, ks Kerne = k(x,2’) := ki(x, 2")ko(z, 2') ist Kern

- Beispiel polynomiale Kerne: < z,2’ >% < x,2' >" = < x, 2’ >¥"

- Beispiel Konforme Transformationen: gegeben: Kern k. Konstruiere ks(z, 2') :=
f(x)k(z,2") f(z') mit einer positiven Funktion f. Dabei ist ky := k und ks :=
f(z) f(2'). Diese Transformation ist winkeltreu: cos(Z(®¢(z), ®¢(z")))

_ flx)k(x,x") f(2) _ k(x,x") _ J(® (!
\/f(x)k:(x,x)f(x)\/f(a:’)k(x’,x’)f(a?’) \/k(m,x)\/k(a:’,x’) COS( ( <$)7 (517 ))>

Polynomiale Kerne: Das sind Kerne der Form k(z,2') =< ®(z), ®(2) >4

Solche Kerne konnen approximativ berechnet werden.

Iterierte Kerne: Gegeben sei ein Kern k. Dann definiert man k®(z,2') :=
[ k(z, 2")k(2!, 2")dx"; K (2, 2) == [ kD (2, 2)k(2, 20)dz™. Vorteil von



iterierten Kernen: falls k nicht positiv definit ist, ist £ trotzdem positiv definit

Tensor-Produkte: ki, ky Kerne mit k1 € X7 xXq, ky € XoxX,y. Das Tensor-
Produkt (k1®ks)(x1, 9, ), 25) = ki(x1, ) ko (2, 24) mit x1, 2} € Xjund 9, 2, €
Xy ist wieder Kern auf (X; xXs)x(X;xXs) da Produkt von Kernen.

Direkte Summen: ki, ks Kerne mit k; € XXXy, ky € X9xXy. Die direkte
Summe (k; @ ko)(x1, x9, 27, 25) = ki(x1,2)) + ka2, 25) mit x1,2) € X7 und
To, x5 € Xo ist wieder Kern auf (X3 xXy) X (X7 xXs)

Interpolation zwischen Produkten und Summen von Kernen: Fal-
tungskerne. R(zy,..,zp, ) ist Relation: z1,..,xp erzeugen das Objekt x, z.
B. Teilstrings x; vom String x. kg5 € X3 x X4 ist Kern beziiglich X;. Dann

D
bezeichnet man (ky x ... x kp)(x,2’) == > I ki(za,2)) als R-Faltung von
R d=1
k1, .., kq. Falls die Summe endlich ist, ist die Faltung ein giiltiger Kern. Vorteil
von solchen Kompositionen: Falls man den Input in zwei verschiedene Teile
zerlegen kann, fiir die es giiltige Kerne gibt, konnen diese dann zu einem Kern
fiir den kompletten Input zusammengelegt werden. Beispiel: Stringkerne

Spezialfall der R-Faltung: ANOVA-Kerne: Sei X = SV mit S beliebig.
Mit gegebenen Kernen k) auf S x S, i=1,..,.N und D=1,..,N ist dann

D

kp(z,2') = > [T k“(x,,2;) ANOVA-Kern der Ordnung D.
1<i1<.<ip<N d=1

ANOVA-Kern der Ordnung D=N: Die Summe besteht aus einem Term mit

(i1, ..,ip) = (1,..,N). = k = kM @ ... ® kW) ist das Tensor-Produkt. ANOVA-

Kern der Ordnung D=1: Das Produkt besteht aus einem Faktor. = k =

kD @ . @ kW) ist die direkte Summe. Fiir 1 < D < N erhélt man Kerne

zwischen Tensor-Produkt und direkter Summe



2.1 Bildvergleiche

Ziel: Vergleiche 2 Bilder in Pixeldarstellung miteinander; dabei sind die Graustufen
der Pixel durch natiirliche Zahlen von 0 bis k gegeben.

Betrachte die Bilder x und 2’ in Pixeldarstellung. Berechne ein drittes Bild

(x.x ') als pixelweises Produkt von x und x’. Berechne daraus mit ”pyramidis-
cher” Gewichtung ein viertes Bild mit den Pixeln

zij = 3 wlmax{li =7, |[j = j'}) (z.* 2)wy
i'j

Die Pyramide sorgt dafiir, dass ahnliche Bilder auch dann als ahnlich erkannt
werden, wenn alle entsprechenden Pixel verschieden sind (z. B. Bild 1 ist
aus Bild 2 durch Drehen oder Verschieben entstanden). Wdéhle dabei den
Durchmesser der Pyramide p = 2q + 1; daraus ergibt sich der Parameter
g € Ny. Dann ist die Gewichtungsfunktion gegeben durch: w : Ny — R,
w(n) = max{q —n,0}. Beispiel: q=3 = w(n) = maz{3 —n,0} € {0, 1,2, 3}
Daraus ergeben sich fiir die Berechnung von z;; folgende Clewichte W, zentriert
um (z. % x');;:

0O = 0 =0=0=0=0 =20
I I
I | | I
0 1 2 = 2 = 2 1 0
I | I I | I
0 1 2 3 2 1 0
I | I I | I
0 1 2 = 2 = 2 1 0
I | | |
I I
0 =0 =0=0 =0 =0 =20

Interpretiere die Gewichte als Abbildungen P;; : (z. * 2') — Ny. = Pyramide
mit Durchmesser p und Radius q. Der zugehorige Kern ist dann definiert als

di
ko (z, 2') = %: “iJ ) . dy beriicksichtigt die lokalen Korrelationen in-
nerhalb der Pyramide. ds erlaubt weit entfernte Korrelationen von Ordnung
ds. Dieser Kern entspricht einem Skalarprodukt in einem Raum, in dem das
Problem in polynomieller (in der Bildgroe) Zeit berechnet wird. Dieser Raum
wird von lokal korrelierten Pixeln z;; aufgespannt. Dieser Kern hat die Ordnung
dy * dy. Vorteile dieses Verfahrens: Ein solcher Kern kann in polynomieller Zeit



berechnet werden und dieser Kern hat einen kleineren Fehler als ein polynomi-
aler Kern gleicher Ordnung.

2.2 Vergleich von Texten

Ziel: Vergleiche zwei Texte. Gesucht: Merkmal-Abbildung ®: Text — Raum
mit Skalarprodukt. Erste Ansitze: (i) ®: Text — (0,..,0,1,0,..0)T: i-te Kom-
ponente ist 1, falls Wort i im Text vorkommt, 0 sonst. Skalarprodukt zwischen
2 solche Vektoren ist einfach zu berechnen — giiltiger Kern. (ii) ®: Text —
Menge der Wortpaare innerhalb eines Satzes. (iii) ®: Text — Wortpaare, deren
Worte innerhalb einer bestimmten Nahe zueinander sind. Zentrale Ideen: Ver-
gleiche die Strings durch die Teilstrings, die sie enthalten. Je mehr Teilstrings
zwei Strings haben, desto ahnlicher sind sie. Teilstrings diirfen von anderen
Elementen oder Leerzeichen unterbrochen sein. Notation zu Konstruktion von
Stringkernen: X : endliches Alphabet; " : Menge aller Strings der Lange n;

o
Y= |J X" :Menge aller endlichen Strings; s : String; |s| : Lénge von
n=0

s; s(1),..,s(]s|]) : Elemente von s; st : Verkniipfung von s € ¥* und ¢t € ¥*;
i := (i1,..,7)y) : Index-Sequenz; 1 < 43 < .. < i < [s| : Index-Menge;
u = 5(i) := s(i1), .., 5(i}y|) : Teilsequenz von String s; [(4) := i, — 41+ 1 : Lénge

von Teilsequenz; [(i) langer als u, falls i nicht zusammenhéngend; ¢ : X —
H, := R®": H, aufgespannt von Strings der Linge n; H, hat eine Dimension
fiir jedes Element von ", bezeichnet durch dieses Element. Fiir 0 < A < 1 und

u € ¥ ist die Merkmal-Abbildung gegeben durch: [®,(s)], := > A0 |
i:5(1)=u

Also: suche im String s Teilstrings u der Lange n. u lang = [®,(s)], klein.

Beispiel: s;="bestes”, sy="bester”, u="bes”, n=3. [®3(bestes)]pes = \> +

200 [®3(bester)]pes = A2.®, erzeugt den Kern (ANOVA-Kern der Ordnung 2)

zum Vergleich von zwei Texten s und t durch Teilstrings der Lénge n. k,(s,t) =

o[ Pu(s)lu [Pn(t)]e = > D AL )\ G)

uex" wex™  (i,j):s())=t(j)=u . Fir ¢, > 0, ¢,



monoton wachsend, setzt man k= > ¢k, . Mit dieser Definition erhélt
n

man den normierten String-Kern k(s,t) ;= ———
& ( ) \ k(s,s)k(t,t)
2.3 Untersuchung von DNA-Sequenzen

Als Anwendungsbeispiel von Stringkernen betrachten wir nun DNA-Strings.
Dabei vergleichen wir stets einen DNA-String mit bekannten Eigenschaften mit
einem neuen, unbekannten DNA-String.

Im Genom gibt es Codesequenzen, die Proteine verschliisseln. Solche Code-
sequenzen beginnen mit Nukleotiden-Tripeln. Man bestimmt die Startstellen
solcher Codesequenzen. Ziel: Finde diese Startstellen in einem DNA-String.

Startstellen Startstellen
............ ATG..oooovyaaees ATG.
—_—
Codesequenz Codesequenz

Die Codesequenzen werden charakterisiert durch Abgleichmethode von gleich-
wertigen Proteinen und wesentliche Eigenschaften der Nukleotiden-Sequenz.
Modelliere die Suche nach Startstellen als Klassifikationsproblem: Der String
"ATG” ist ein potentieller Kandidat fiir eine Startstelle. Konstruiere sym-
metrisches Intervall um ATG. entscheide: deutet dieses Intervall auf wahre
Startstelle hin oder nicht? Jedes Nukleotid im Intervall wird reprasentiert
durch: 1, falls Nukleotid bekannt(lesbar); Verteilung beziiglich der 4 Nukleotide
gemafl deren Haufigkeiten in der Sequenz, sonst. SVM bekommt Trainings-
menge (X;,Y;) mit X;: Nukleotidenstrings der Lange 200, um "ATG” zentri-
ert. Y;: TRUE/FALSE Startstelle. Niitzlich fiir Startstellen-Erkennung: filige
biologisches Wissen hinzu. 1. Ansatz: Abhéngigkeiten zwischen entfernten
Positionen sind unwichtig / nicht existent. Bei jeder Sequenz-Position vergle-
ichen wir beide Sequenzen lokal innerhalb eines Intervalls der Lange 2[ + 1
1, falls z; = @}, ; Sum.
0, sonst '

miere "passende” Nukleotide auf, gewichtet mit v;, die von den Grenzen des

um die jeweilige Position: matchy,j(z, ') = {

Intervalls zum Zentrum hin wachsen (wie im Bildvergleich). win,(x,2") =



z
> v matchyyj(x,2") mit v; :==1— |z; — z,|. Potenziere die Summe mit d,
=

l

um lokale Korrelation widerzugeben. win® (z,z’) = .Zl v; matchyy(x,x")
=
Dies fithrt zum Lokalitats-verbessertem Kern: k(z,2') = > wind(x,2)
pESequenz
do
di
l
= > > v matchyj(x, x') . ds berticksichtigt dabei Ko-

j=—I
pESequenz
rrelationen zwischen Intervallen bis zur Ordnung ds. 2. Ansatz: Code-Sequenz
hat Codon-Struktur. Ein Codon ist ein Tripel von benachbarten Nukleoti-
den. Codesequenz um drei Nukleotide verschoben sieht immer noch aus wie
Codesequenz. = zusatzlich zum Zahlen von ”passenden” Nukleotiden an kor-

respondierenden Stellen zahlt man auch ”Treffer”, die um drei Positionen ver-
_ R
L,y = a5 oder xpyj =1, i1y Der

0, sonst
dadurch wie oben erzeugte Kern heisst Codon-verbesserter Kern. Vorteil dieses

Verfahrens: Dieser Kern hat einen kleineren Fehler als ein entsprechendes neu-
ronales Netz und einfache polynomiale Kerne.

: 2
schoben sind. matchz(?lj(x,a:’) —



2.4 Kerne mit bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ziel: Verwende eine gegebene Wahrscheinlichkeitsfunktion p(z|@) der Input-
daten. Kerne mit solchen Zusatzinformationen nennt man natiirliche Kerne.
Familie der Dichtefunktionen p(x|6),0 = (64, ..,0,). Score-Funktion Vj : X —
R"; Vy(z) := Vg In(p(x])). Fisher-Informations-Matrix I := E,[Vy(z) Vy(x)T];
I;; :=E, [aln(p(mw» aln(gfe))} . Mit einer pos. def. Matrix M (natiirliche Matrix)

D,
ist ein natiirlicher Kern gegeben durch: k79 (z,2') := Vp(x)T M~1Vy(2)
= (Voln(p(z|0)))T M~V yin(p(z'|)). Falls M = I, so spricht man vom Fisher-
Kern.

Berechnung eines natiirlichen Kerns:
Nach dem Mercer Theorem gilt: Es existieren Funktionen 1);, so dass gilt

k(z,2")= > ;l— Yi(z) i(a’)

1

7

mit Parametern \; und d;, fur die gilt: d; € {0,1} Vi und ) % < oo . Berech-

nung von ; und A;: berechne (M 2] M _5). Berechne Eigenwerte A; und

Eigenvektoren s; von M~2IM~2). Setze dann Vi(x) = =5 Voln(p(z|0
N/ Ve

und \; := A;. Damit ergibt sich der natiirliche Kern

kit (z,2') = 2 d— i\isZTVgln(p(a:W)) \/LATS?VQZn(p(x’W))



