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1 EINLEITUNG 3

1 Einleitung

In meiner Seminararbeit iiber ,Lineare Klassifikationsmethoden“ will ich
einen Einblick in dieses Teilgebiet der statistischen Lerntheorie und deren
Anwendungen geben. Dabei habe ich mich an dem Buch von T. Hastie, R.
Tibshirani und J. Friedman mit dem Titel ,, The elements of statistical lear-
ning“ aus dem Jahre 2001 orientiert, wobei in diesem Buch mein Thema

,Die linearen Klassifikationsmethoden* im 4. Kapitel behandelt wird.

Diese Seminararbeit ist folgendermaflen aufgebaut: Nach der kleinen
Einfithrung im zweiten Kapitel, das mit der Frage, ,, Was ist eigentlich ,, Klas-
sifikation“?* beginnt, diskutieren wir die einzelnen Verfahren, die fiir die

linearen Klassifikationsmethoden in Betracht kommen.

Im dritten Kapitel sehen wir uns die lineare Regression an. Sie benutzt
die Methode der kleinsten Fehlerquadrate, um eine Funktion aufzustellen,
die die Daten in Klassen einteilt und mit der neue Beobachtungen klassifi-
ziert werden konnen.

Im vierten Kapitel betrachten wir die lineare Diskriminanzanalyse, bei
der die Annahme getroffen wird, dass die Daten in den einzelnen Klassen
normalverteilt sind. Basierend auf dem Bayes-Theorem kann dann wie im

dritten Kapitel eine Klassifikationsfunktion bestimmt werden.

Im fiinften Kapitel dieser Seminarabeit wenden wir unsere Aufmerksam-
keit auf die logistische Regression, bei der die Posterior-Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Klassen als lineare Funktionen der Ausgangsdaten model-
liert werden. Zur Schitzung der Parameter fiir die Klassifikationsfunkti-
on verwendet man, wie bereits bei der linearen Diskriminanzanalyse, die
Maximum-Likelihood-Methode. Da diese Bestimmung bzw. Schitzung der
Parameter hier nicht trivial ist, gehen wir auf diese Berechnung im ersten
Unterkapitel etwas genauer ein und stellen dann im zweiten Unterkapitel
einen Vergleich zur linearen Diskriminanzanalyse mit den Vor- und Nach-

teilen der jeweiligen Verfahren an.

Im sechsten Kapitel liegt unsere Aufmerksamkeit auf der Hyperebenen-
trennung. Zunéchst betrachten wir im ersten Unterkapitel den Perzeptron-
Algorithmus von Rosenblatt. Dieser beruht auf dem Gradientenverfahren
und sucht eine trennende Hyperebene zwischen den Klassen, die den Fehler

zwischen den falsch-klassifizierten Punkten und der Klassifikationsfunktion
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minimiert. Im zweiten Unterkapitel méchten wir, aufbauend auf Unterkapitel
eins, zu einer optimalen Hyperebenentrennung gelangen. Hier wird durch das
Losen eines Optimierungsproblemes die Breite des Trennungsstreifens zwi-
schen den Klassen maximiert. Wir werden am Ende sehen, dass die optimal
trennende Hyperebene dann in der Mitte des Trennungsstreifens liegt.

Die Schlussfolgerungen mit Ergebnissen und kurzer Zusammenfassung

sind dann im siebten Kapitel zu finden.

2 Einfiihrung in die lineare Klassifikation

Beginnen wir nun mit der kleinen Einfithrung und mit der Frage: ,Was
ist eigentlich ,,Klassifikation“?“. Unsere zugrunde liegende Lerntheorie ist
das ,iiberwachte Lernen“. Wir haben Ausgangsdaten X = (Xi,...,X,)
der Dimension p gegeben und erhalten somit die Lerndaten (z;,g;) fiir
i=1,...,N, wobei N die Anzahl der Beobachtungen ist und X (w;) = z;
gilt. Somit stellt z; = (x1,...,2p;) einen p-dimensionalen Vektor dar und
G(x;) = g; eine Variable fiir die Klassenbezeichnung, die durch die Input-
funktion (Klassifikationsfunktion) G(x) auf der diskreten Menge G definiert
ist. G71(+) teilt dann den Ausgangsraum in Regionen ein und jede Region
G~ Y(g;) wird nach der Klasse g; benannt. Wir nehmen nun an, dass die
Dimension von G gleich K ist, dass es also K Klassen gibt und dass wir Ent-
scheidungsgrenzen zwischen diesen Klassen finden kénnen. Diese Entschei-
dungsgrenzen sind abhéngig von der Inputfunktion und sollten in unserem

Fall linear sein.
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Zur Motivation folgende Grafik:

Abbildung 1: lineare Entscheidungsgrenzen durch LDA

Dieses Bild zeigt uns drei Klassen (rot (1), griin (2) und blau (3)) mit den
linearen Entscheidungsgrenzen, die durch die lineare Diskriminanzanalyse
gefunden wurden. Mit Hilfe dieser Entscheidungsgrenzen lassen sich dann
neue Beobachtungen in die entsprechenden Klassen einteilen.

Nun stellt sich aber die Frage, wie man auf diese Entscheidungsgrenzen
bzw. auf die zugehorige Klassifikationsfunktion kommt. Wie bereits oben
erwahnt, gibt es dafiir mehrere Methoden, die wir uns in den néchsten Ka-

piteln ansehen werden.

3 Lineare Regression

In diesem Kapitel betrachten wir nun die lineare Regression. Sie ist ein
statistisches Analyseverfahren, um einen Datensatz der Form (z},v;), i =
1,..., N, durch ein lineare Funktion moglichst genau anzundhern. Hierbei
stellen die z} einen Vektor der Dimension p+1 dar mit x} = (1,27) =

(1, z41,...,2ip). y; ist ein Vektor der Dimension K mit y; = (yi1, ..., ¥ik).
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Somit haben wir folgendes Modell gegeben:

Y=X0G+¢ Dbzw.

Y11 Y1 K 1 11 Ilp ﬂu ﬁu( €11 €1K

YN1 YNK 1 IN1 INp ﬂ(p+1)1 ﬂ<p+1)K EN1 ENK
Y € RNXK, X e RNX(p—‘rl)’ /6 c R(p—l—l)XK’ €c RNXK

Mit Y wird die Ergebnismatrix der N Beobachtungen und der K Klassen
bezeichnet, die Designmatrix X besteht aus p Spalten fiir die Inputs der N
Beobachtungen und einer zusétzlich Anfangsspalte fiir den Intercept, die aus
Einsen besteht. € stellt den Fehler dar, unter dem ( geschétzt werden soll,
so dass die Y-Werte moglichst genau angenommen werden. [ ist also auch
wieder eine Matrix mit p+1 Zeilen (Input und Intercept) und N Spalten fiir
die Beobachtungen. Die Losung fiir § erhélt man mit Hilfe der Methode der

kleinsten Quadrate.

3.1 Lineare Regression einer Indikatormatrix

Wir betrachten nun unsere diskrete Menge G und nehmen an, dass diese
Menge G K Klassen besitzt. Fiir die Ergebnismatrix definieren wir uns K
Klassenindikatoren Y, die 1 sind, wenn G(x)=k ist, und ansonsten 0 sind
(fir s = 1,...,N, k = 1,...,K). Diese Indikatoren werden fiir jedes i zu
einem Vektor Y; = (Yj1,...,Y;x) zusammengefasst und dann wird die Er-
gebnismatrix Y = (Y1,...,Yyx)T der N Beobachtungen aufgestellt. Y ist eine
NxK Matrix, die aus Nullen und Einsen besteht, wobei in jeder Zeile nur

eine Eins stehen darf. Somit erhalten wir folgende Schiitzung':

Y =x(X"X)"'xTy = X33

'ygl. [1], S.81
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3.2 Klassifikation

Um eine neue Beobachtung einer Klasse zuordnen zu kénnen, bestimmen

wir zunéchst den Schitzer B mit
B=(XTX)"'XTY mit X € RV*(+D)

Mit Hilfe dieses Schétzers wird die lineare Entscheidungsfunktion aufgestellt:
Eine neue Beobachtung mit Input x wird dann Kklassifiziert, indem man
zuerst den geschétzten Output

Y =[(1,2)8]" =[(1,z1,...,2,)8]" =

~

Yi

bestimmt, dann die gréfite Komponente von Y bestimmt und schlieBlich mit
G(z) = arg maxkeg?k

klassifiziert.

Um dieses Verfahren zu veranschaulichen, folgt nun ein Beispiel.

3.3 Beispiel: Lineare Regression

Zuerst simulieren wir einen Datensatz mit zwei Klassen aus jeweils 1000

Zufallsvariablen unter folgenden Annahmen:

= (3) (1) - (2)

Wir treffen diese Annahmen, da sie spéter im Beispiel fiir die linea-
ren Diskriminanzanalyse benotigen werden, um diese Klassifikationsmetho-
de mit einem geringeren Aufwand durchfithren zu kénnen. Mit dem soeben
erzeugten Datensatz wird dann die Designmatrix X aufgestellt, wobei die
erste Spalte aus Einsen fiir den Intercept (3 besteht, und die zweite und
dritte Spalte aus den simulierten Daten. Anschliefend wird fiir die 2000 Be-
obachtungen die Matrix Y aufgestellt. Da hier die Daten selbst simuliert

wurden und wir die ersten 1000 Zufallsvariablen fiir die Klasse 1 simuliert
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haben, stehen in den ersten 1000 Eintrdgen der ersten Spalte von Y Ein-
sen und sonst Nullen und da die zweiten 1000 Zufallsvariablen der Klasse 2
angehoren, stehen in den zweiten 1000 Eintrdgen der zweiten Spalte von Y

Einsen und sonst Nullen. Mit diesen Informationen kann dann 3 berechnet

werden.
In Zahlen:
1 271 5.24 1 0
i 064 4.71 1 0 060040
X = ) ' Y = = 06=1-0.07 0.07
1 —0.04 3.44 01
0.10 -0.10
1 031 -8.03 01

Die Entscheidungsgrenze zwischen den beiden Klassen erhalten wir nun
durch das Gleichsetzen der Regressionsgeraden der beiden Klassen, die durch
die B beschrieben werden, da dann }/}1 = }72 gilt und somit eine Zuordnung

sowohl zur ersten als auch zur zweiten Klasse moglich ist:

Bi1 + Ba1x1 + Ba1x2 = P2 + Ba2x1 + 3272

x1 entspricht der zweiten Spalte von X. Nach dem Einsetzen der geschétz-

ten Werte von B 16sen wir nach x5 auf und erhalten die Entscheidungsgerade
r9o=—140.7 21

Die nachfolgende Grafik zeigt uns den Plot der simulierten Daten. Mit
blau wird die Klasse 1 gekennzeichnet, mit rot die Klasse 2, mit schwarz die

Entscheidungsgrenze.
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Abbildung 2: Beispiel: lineare Regression

Fiir die simulierten Ausgangsdaten erhalten wir hier keine Falsch-Klassifi-
zierungen, was jedoch - auch fiir neue Beobachtungen - durchaus vorkommen
kann. Eine neue Beobachtung wird dann aufgrund ihrer Lage - ober- oder
unterhalb der Entscheidungsgrenze - klassifiziert. Liegt sie oberhalb, wird

sie zur Klasse 1 zugeordnet, unterhalb zur Klasse 2.

3.4 Problem bei der linearen Regression

Bei dieser Methode kommt es jedoch zu einem Problem, wenn die Anzahl
der Klassen gleich drei oder grofler ist. Dies wird mit den beiden Grafiken
auf der folgenden Seite veranschaulicht.

Wir sehen dort das Problem mit drei Klassen. Im linken Bild in Abbil-
dung 3 wurde die lineare Regression verwendet und im rechten die lineare
Diskriminanzanalyse. Beide Male wurden die zwei dufleren Klassen perfekt
durch lineare Entscheidungsgrenzen getrennt, allerdings gibt es bei der linea-
ren Regression ein Problem mit der mittleren Klasse. Diese wird komplett

vergessen.
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Linear Regression Linear Discriminant Analysis

Abbildung 3: Lineare Regression vs. Lineare Diskriminanzanalyse

Wieso wird die mittlere Klasse vergessen? Man erstellt zunéchst einen
sogenannten Rugplot der Daten, indem man eine Gerade senkrecht zur Ent-
scheidungsgrenze legt und die Daten auf diese Gerade projiziert (Abbildung
4, Strichmuster auf der x-Achse). Anhand diesem Muster kann dann ab-
gelesen werden, in welchem Bereich welche Klasse anzutreffen sein sollte.
Anschlielend zeichnet man die zu den projizierten Daten gehorenden Re-
gressionsfunktionen (Geraden/Kurven) in das Schaubild ein und kann an-

hand diesen dann feststellen, welche Klasse in welchem Bereich regressiert

wird.
Degree = 1; Error =0.25 Degree = 2; Error = 0.03
10 -—hr‘; —————————————————— 1
\ /
; 1 35!3’
05 F--------1 T ] g
222 EEET e e

= ", 0.0 3 mais (T — — Moy e

00 [----- ,—f A== —1..—\—;——— A

2 2
RTTIT T 1T T MV KO TOAR T SIRETH ATmy T i o L oo mmmn 1y seme oo oy

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Abbildung 4: Ruplot und Regressionsfunktionen

Bei der linearen Regression (links) erhalten wir Geraden. Fiir die mittlere
Klasse 2 erhalten wir die griine Gerade, die nahezu horizontal verlduft und

somit nie dominant ist, aufgrund dessen die Klasse 2 nicht als eigenstéindige
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Klasse erkannt wird. Deswegen werden Beobachtungen der Klasse 2 entweder
zur Klasse 1 oder zur Klasse 3 eingeteilt. Bei der linearen Diskriminanzana-
lyse (rechts) ergeben sich fiir die Regressionsfunktionen Polynome mit Rang
grofer gleich 2, und man sieht, dass nun auch die Kurve fiir die Klasse 2 do-
minant ist, also werden alle drei Klassen erkannt. Somit kann eine deutlich

bessere Klassifikation neuer Beobachtungen erwartet werden.

4 Lineare Diskriminanzanalyse

Aufgrund des Problems, das sich im dritten Kapitel herauskristallisiert hat,
wollen wir uns nun die lineare Diskriminanzanalyse ansehen und erhoffen uns
dadurch eine bessere Performance und auch die Méglichkeit, die Datenmenge
in mehr als zwei Klassen einteilen zu kénnen.

Fiir die lineare Diskriminanzanalyse benétigen wir jedoch weitere An-
nahmen iiber unsere Lerndaten. Zum Einen benétigen wir die bedingte Dich-
te von X der jeweiligen Klasse k, die wir mit f(z|k) bezeichnen, und die
A-Prioriwahrscheinlichkeiten p, der Klasse k, fiir die zusétzlich gelten muss,
dass sie in Summe Eins ergeben, also Zszl pr = 1. Mit diesen Vorausset-
zungen konnen wir dann das Bayes-Theorem anwenden und wir erhalten

folgenden Gleichung:

P(G=klX =2)= —{((:”'k)p’“

> f(lD)pr
Somit koénnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass G=k unter der Be-
dingung, dass die Beobachtung mit Input X=x ist, durch die bedingte Dichte
f(x|k) und die A-Prioriwahrscheinlichkeiten pj darstellen.

Bei der linearen Diskriminanzanalyse nimmt man fiir die Klassendichten
die multivariate Normalverteilung an, mit dem Spezialfall, dass die Kovari-
anzmatrizen fiir alle Klassen gleich sind (X = X Vk). Die bedingte Dichte

sieht also wie folgt aus:

B S
(27)% (det )2

e—%(x—uk)TZ’l(x—uk)

(k) =

Mit pp sind die klassenbedingten Erwartungswerte bezeichnet. Die Kova-

rianzmatrizen und die klassenbedingten Erwartungswerte miissen aus der
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Datenmenge geschétzt werden.

4.1 Klassifikation

Um eine neue Beobachtung einer Klasse zuordnen zu kénnen, miissen wir
hier allerdings noch einige Voriiberlegungen anstellen. Gehen wir nun zu-
néchst von einem paarweisen Vergleich der Klassen aus und beginnen diesen
mit zwei Klassen, die mit k und I bezeichnet werden und anschliefend mit
der Idee, dass eine neue Beobachtung mit Input x vorldufig der Klasse k
zugeordnet wird, wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit der Klasse k grofier

ist als die bedingte Wahrscheinlichkeit der Klasse 1, also wenn
P(G=klX=2)>PG=lX=x)

Andernfalls wird die Beobachtung vorliufig der Klasse 1 zugeordnet. Um
diese Ungleichung in einer linearen Form darstellen zu kénnen, wendet man

den Trick mit dem Logarithmus an:

P(G = k|X = z) P(G = k|X = z)

>0

>1 & log

P(G=1X =1) P(G=1X =2)
P(G =k|X =) fi(x) Dk
lo = lo + log —
E PG =X =) & h) %,
1 —3 (=) TS (m—p)
= e PE 4 og BRI €
T T8 1 o) TS (o)

e 52 ¢ 2

= log Pr log o~ 3 @) TS @—pp) _ log o3 (@) TS @—m)
by

pr 1 . 1 _
= log = — S(z — )" 2w — ) + 5 (& — )" =7 (@ — )

DI 2 2

1
= log % —5 T2 e — 2278y + il B g
I
1
t3 (275 e — 22Tyl S ]

Dk _ 1 _ _ 1 _
= log= -+ $S T e — S S s — TS S 5
1

Pr . . .
= logEHcTE = ) = 5 [0 e — i S )

pr 1 _ _
= IOgE — 5(/% + ) T2 g — ) + T2 g — )
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Der letzte Ausdruck ist linear in x. Diese Gleichung gilt nun fiir alle
Klassenpaare und somit konnen die linearen Entscheidungsgrenzen gefunden

werden, indem man diese =0 setzt:

wobei

B 1 pel
O(w) = a5 — Suk B g + log

die Lineare Diskriminanzfunktion genannt wird.

Beweis:

P(G =k|X =)

PG=ixX=a) "

log

pe 1 - -
log ~ o (b + ) TS (g — ) + TS (g — ) > 0

1 _ _ _ _
log py — logp; — 5[#52 Y = S ) 4 2T g — 2T > 0

1 e B B 1 e B
log pr — 5[k X7 e — g X ] + 2T ST e > logpy — S B+ 2" S

= (5k(l‘) > 5[(1‘)

Mit dieser linearen Diskriminanzfunktion dy(z) kénnen wir dann die

Klassifikationsregel aufstellen:
G(z) = arg max ok(x)

Mit anderen Worten: Man berechnet fiir die neue Beobachtung mit Input
x die Diskriminanzfunktionen jeder einzelnen Klasse und teilt x der Klasse

zu, bei der der Wert der Diskriminanzfunktion am Grofiten ist.

4.2 Beispiel: Lineare Diskriminanzanalyse

Wie im Beispiel fiir die Lineare Regression simulieren wir einen Datensatz
mit zwei Klassen aus jeweils 1000 Zufallsvariablen unter den folgenden An-
nahmen fiir die Kovarianzmatrix und die klassenbedingten Erwartungswerte,

da wir uns somit die Schétzung dieser Gréflen und den damit verbundenen
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Aufwand sparen kénnen.

Annahmen:

= (3) (1) - (2)

logp1 =logps, = 0.5

Mit diesen Daten kénnen wir die linearen Diskriminanzfunktionen der
beiden Klassen aufstellen und erhalten die Entscheidungsgrenze durch das
Gleichsetzen dieser Funktionen, wobei x; wieder die zweite Spalte von X

(aus der Linearen Regression) ist und nach zo aufgelost wird.

Berechnung der Entscheidungsgrenze durch:

P(G=1]X=2) _

log G =2x =2

0 <~ (51(3?) = (52(1‘)

B 1 pe B B
a7 — op X7 m +logpr = 2" S e — Spup B s + log po

OITREREEE]

l\D\H

V() €Y ()
e )Y )
<) () e ) ()0

& 5.6 z9 =—-5.6+44 12
& x9=—-1+0.79

9.6

Die folgende Grafik auf der néchsten Seite zeigt uns den Plot der simu-
lierten Daten. Mit blau wird die Klasse 1 bezeichnet, und mit rot die Klasse

2, mit schwarz die Entscheidungsgrenze.
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Abbildung 5: Beispiel: lineare Diskriminanzanalyse

Fiir die simulierten Daten erhalten wir auch hier wieder keine Falsch-
Klassifizierungen und durch genaues Vergleichen der beiden Plotte (Abbil-
dung 2 und 5) kann man eine Verbesserung der Entscheidungsgrenze bei der
linearen Diskriminanzanalyse sehen. Diese féllt hier nun aber sehr gering aus
und es liegt im Ermessen des einzelnen Beobachters, ob er die Verdnderung
der Geraden als gut oder schlecht bewertet. Dies hidngt mit der Wahl der
Datenmenge zusammen. Aufgrund des hier héheren Aufwandes, da eigent-
lich die Annahmen noch geschétzt werden miissten, wiirde man bei solcher

Datenmengenstruktur die Lineare Regression vorziehen.

4.3 Quadratische Diskriminanzanalyse

Bisher haben wir nur den Spezialfall der multivariatnormalverteilten beding-
ten Dichte angesehen, bei der die Kovarianzmatrizen fiir jede Klasse gleich
sind. Nun wollen wir uns ansehen, was passiert, wenn dies nicht der Fall ist.
Die ¥; sind nun nicht alle gleich und miissen somit fiir jede einzelne Klasse
geschiitzt werden. Durch entsprechende Uberlegungen wie bei der linearen
Diskriminanzanalyse erhalten wir eine nun quadratische Diskriminanzfunk-

tionen

1 1 _
op(z) = —Elogdet Yk — 5(:6 — ) TS (@ — k) + log py.



5 LOGISTISCHE REGRESSION 16

mit der Klassifikationsregel
G(z) = arg max Ok ()

Die jetzigen Entscheidungsgrenzen (6 (z) = d;(x)) sind nun aber nicht mehr
linear in x, sondern quadratisch (siehe den zweiten Term von dy(x)). Dies
entspricht aber nicht einer linearen Losung des Klassifikationsproblems und
somit auch nicht der Losungsmenge meines Seminarthemas. Aufgrund des-

sen werde ich nun hier nicht weiter auf dieses Verfahren eingehen.

5 Logistische Regression

In diesem Kapitel betrachten wir nun ein weiteres Verfahren, mit dem man
lineare Entscheidungsgrenzen fiir die Klassifikation von Daten finden kann.
Nachdem wir das Verfahren vorgestellt haben und uns auch hier ein Bei-
spiel angesehen haben, werden wir uns mit den Vor- und Nachteilen dieses
Verfahrens beschéftigen und einen Vergleich zur eben behandelten linearen
Diskriminanzanalyse anstellen.

Bei diesem sehr verallgemeinerten Verfahren, der logistischen Regression,
wollen wir die Posterior-Wahrscheinlichkeiten P(G = k|X = z) der K Klas-
sen mittels linearer Funktionen in x darstellen. Um das Modell ein bisschen
vereinfacht darzustellen, werden wir im Folgenden die bedingte Wahrschein-
lichkeit mit Py(z;6) = P(G = k|X = z) bezeichnen. Zudem bendtigen wir
wieder die A-Prioriwahrscheinlichkeit p; der Klasse k, die in Summe eins

ergeben muss (335, pr = 1).

5.1 Klassifikation

Um eine neue Beobachtung einer Klasse zuordnen zu kénnen, benétigen wir
wieder eine Entscheidungsgrenze, die wir erneut durch das Gleichsetzen der

bedingten Wahrscheinlichkeiten der Klassen erhalten.
P(G=klX=2)=P(G=1lX =1x)

Das Modell der logistischen Regression erhélt man dann durch den Ver-
gleich der Klassen 1,..., K — 1 mit der Klasse K. Dieses Modell sieht dann
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folgendermafien aus:

Py (x;0)

Og PK(.’E79) /Bk0+ﬁkx V 9 }
T
= Pu(1;0) = e’;p_(lﬂ’“”ﬁkx) — Vk=1..K-1
L+ >3 exp(Bo + 5] x)
1
Py (z;0) =

1+ 75 exp(Bio + BT @)

Um dieses Modell l6sen zu kénnen, muss die Parametermenge 6 = {10,
g, ..., Bk -1)0 ﬁIT(_l} geschiéitzt werden. Durch diese geschéitzten (3’s konnen

dann die linearen Entscheidungsgrenzen aufgestellt werden.

5.2 Berechnung der Parameter der logistischen Regression

Dieses Unterkapitel befasst sich mit der konkreten Berechnung der Para-
meter, die fiir die logistische Regression bendtigt werden. Wie wir sehen
werden, ist diese Berechnung nicht ganz einfach.

Die zugrunde liegende Idee ist, die Parameter, die die bedingte Like-
lihoodfunktion von G bei gegebenem X maximiert, zu finden. Dazu benéti-

gen wir zunéchst die Likelihoodfunktion.

L(0) = [[ P @is0)

Aus dieser Funktion erhalten wir dann die log-Likelihoodfunktion der N

Beobachtungen mit
N
log L(0) = Z log Py, (x;6)
i=1

Wir betrachten hier die log-Likelihoodfunktion, da wir spéter fiir die Maxi-
mierung die Ableitungen bestimmen miissen und dies bekanntlich fiir Sum-
men einfacher als fiir Produkte ist. Zudem spielt beim Maximieren das An-
wenden des Logarithmus keine Rolle, da der Logarithmus eine streng mono-
ton wachsende Funktion auf (0, c0) ist.

Betrachten wir nun zur weiteren Vereinfachung den Spezialfall mit zwei
Klassen, der dann analog auf mehrere Klassen erweitert werden kann. Die

zweil Klassen werden durch den Indikator y; bestimmt, der eins ist, falls der
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Punkt zur Klasse 1 gehort und null, falls er zur Klasse 2 gehort.

1 ,fallsg;=1
Yi =
0 ,falls g, =2

Mit
Pi(z;0) = P(x;0), Py(z;0)=1— P(z:6)

erhalten wir die log-Likelihoodfunktion:

N
log L(B) = > {yilog P(xs;B) + (1 — yi;)log(1 — P 3))}
=1

N

= > (B i — log(1+ 7))

=1

In dieser Funktion entspricht 3 einem Vektor der zu schitzenden Para-
meter mit 5 = (19, /1) und dem Vektor x; mit einem konstantem Term 1 fiir
B10- Da nun diese 3’s geschétzt werden miissen, fiir die die log-Likelihoodfunk-

tion maximal ist, setzen wir den Gradienten

OLgL(B) _ S~ i gy —
T = ;xz(yz —P(ZL‘Z,ﬂ)) =0

gleich Null und erhalten dann p+1 Gleichungen, die nicht-linear in 3 sind.

Dieses Gleichungssystem muss nun gelost werden. Fiir die erste Komponente

von x; wissen wir, dass sie ,,= 1“ fiir (¢ ist, also folgt daraus direkt, dass
N N
> yi=Y Px:i8)
i=1 i=1

Aufgrund dieser Eigenschaft wird das restliche Gleichungssystem {ibersicht-
licher und kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens gelost werden. Fiir dieses
Verfahren benétigt man jedoch noch die zweite Ableitung der log-Likelihood-

funktion, die auch Hessematrix genannt wird.

02 log L(p3) _

N
ziw] P(zi; 8)(1 — P(xi; 3))
395" ;

Um die eigentliche Newton-Iteration durchfiihren zu kénnen, muss zu Beginn
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der Startwert 5% gewihlt werden und im ersten Schritt alle Ableitungen

an diesem Startpunkt ausgewertet werden.

82 log L(B)>_1 dlog L(3)

neu __ palt
S o5

Die weiteren Schritte laufen analog zum ersten Schritt ab, mit dem Unter-
schied, dass das gerade gefundene 57" zu % wird und auch die Ableitun-
gen an diesem ("¢ ausgewertet werden miissen. Das Verfahren konvergiert,
da die log-Likelihoodfunktion konkav ist, allerdings kann das Problem des

sogenannten overshooting auftreten.

5.3 Beispiel: Logistische Regression

Wie beim Beispiel fiir die lineare Regression und die lineare Diskriminanz-
analyse betrachten wir den simulierten Datensatz mit den zwei Klassen aus
jeweils 1000 Zufallsvariablen. Die Matrix X entspricht hier exakt der Matrix
fir X aus der linearen Regression. Fiir den Startwert wihlen wir 5%t = 0.
Fiir die Klasse 1 sind die Eintrédge in Y mit dem Wert Eins versehen, fiir die

Klasse 2 mit Null, also sieht unser Y hier so aus:

T
Y =(1,...,1,0,...,0)
N—— ——
1.Klasse 2.Klasse

Mit diesen Daten konnen wir nun unsere log-Likelihoodfunktion aufstel-
len und die Optimierung in S-Plus durchfithren lassen. Die Losung dieser
Optimierung liefert uns die Schétzer fiir die §’s, die zur Aufstellung der

Entscheidungsgrenze benotigt werden.

(B1, B2, B3)T = (43.2507,39.11790, —27.07334)"
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Somit ergibt sich die Entscheidungsgrenze zu:

PG=1X=2) - -~ -
1OgP(G:2]X: )—ﬂ1+ﬂ2$1+ﬂ39€2—0
@xg——@—@m

Bz B3

& w9 = 1.597539 + 1.444887 21

wobeil mit 1 wieder die zweite Spalte von X bezeichnet wird.

Die nachfolgende Grafik stellt nun den Plot der simulierten Daten dar.
Klasse 1 (rote Kreise), Klasse 2 (schwarze Kreise) und die schwarze Ent-
scheidungsgrenze wurden geplottet. Hier treten nun zum ersten Mal Falsch-
Klassifizierungen auf, die mit der Wahl der simulierten Daten zusammenhén-
gen. Denn wenn wie vorliegend die gemeinsame Dichte der Klassen tatsédchlich
die Dichte einer multivariaten Normalverteilung ist, dann kann es im schlimms-

ten Fall zu einem Effizienzverlust von 30% kommen?.

-15

Abbildung 6: Beispiel: logistische Regression

2vgl. [1], S.105
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5.4 Vergleich von Logistischer Regression und LDA

In diesem Unterkapitel stellen wir nun einen Vergleich zwischen der logisti-

schen Regression und der Linearen Diskriminanzanalyse an.

Zur Erinnerung:

Lineare Diskriminanzanalyse:

P(G = kX =) oo 1 o o
! g Sl 5y
OgP(G:K|X:x) ngK 2<Mk+/“LK) (Nk MK)‘F.T (;,Lk MK)

= ago + oa;fx

Logistische Regression:

P(G = k|X = z)

1
® PG =KX =)

= fBro+ Bl

Wie wir gesehen haben, lassen sich die beiden Verfahren durch sehr dhn-
liche lineare Funktionen ausdriicken, was auf einen Anschein der Gleichheit
der Modelle schlieflen ldsst. Dies ist aber nur ein Trugschluss, denn der we-
sentliche Unterschied dieser Verfahren besteht in der Schéitzung der Para-
meter und der daraus resultierenden Koeffizienten der linearen Funktionen.
Zudem wissen wir, dass das logistische Regressionsmodell allgemeiner sein
muss, da dazu weniger Annahmen notig sind als bei der linearen Diskrimi-
nanzanalyse.

Bei dem logistischen Regressionsmodell verwendet man eine beliebige
Dichtefunktion und maximiert dann die bedingte Likelihoodfunktion. Aus-
reifler haben hier nur eine geringe Gewichtung und beeinflussen die Schitzung
nur sehr wenig.

Bei der linearen Diskriminanzanalyse benotigt man die Dichtefunktion
der multivariaten Normalverteilung und maximiert die log-Likelihoodfunk-
tion. Zusétzlich miissen hier die Erwartungswerte uy, die A-Prioriwahrschein-
lichkeiten pg und die allgemeine Kovarianzmatrix fiir jede Klasse 3 geschéitzt

werden, was einen hoheren Aufwand bedeutet, aber durch die zusétzlichen



6 HYPEREBENENTRENNUNG 22

Informationen kann die Schitzung natiirlich auch genauer werden. Ausrei-
Ber spielen bei der Schitzung der allgemeinen Kovarianzmatrix eine Rol-
le, wodurch die lineare Diskriminanzanalyse nicht robust gegeniiber grofien

Ausreiflern ist.

Aufgrund diesen Tatsachen ist die logistische Regression robuster als die
lineare Diskriminanzanalyse und sollte besonders dann verwendet werden,
wenn man schon vor Anwendung der Verfahren weifl, dass Ausreifler in der
Datenmenge vorhanden sind. Wenn die Hohe des Aufwandes keine Rolle
spielt, und man von nur sehr wenigen und geringfiigigen Ausreiflern ausge-
hen kann, dann bietet sich verstérkt die lineare Diskriminanzanalyse an. In
der Praxis zeigte sich zudem, dass beide Modelle oft sehr #hnliche Ergeb-

nisse liefern.

6 Hyperebenentrennung

In diesem vorletzten Kapitel wird noch die Hyperebenentrennung vorge-
stellt. Bisher haben wir uns nur Datenmengen im zweidimensionalen Fall
angesehen, weshalb uns nun dieses Verfahren als neu erscheint, doch dies ist
nicht ganz der Fall. Die bisherigen Verfahren liefern im mehrdimensionalen
Raum ebenfalls Hyperebenen statt Geraden.

Mit dem Verfahren der Hyperebenentrennung beschreibt man eine Pro-
zedur, die lineare Entscheidungsgrenzen konstruiert, die explizit versuchen,
die Daten so gut wie moglich in verschiedene Klassen aufzuteilen. Sie stellen
eine Basis fiir die ,,Support vector machines* dar, auf die in einem weiteren
Seminar ndher eingegangen wird. Wenn unsere Lerndaten durch Hyperebe-
nen perfekt getrennt werden kénnen, so muss das nicht gleichzeitig bedeuten,
dass die lineare Diskriminanzanalyse und die anderen vorgestellten linearen

Modelle auch eine perfekte Trennung fiir diesen Datensatz liefern.
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Das nachfolgende Bild zeigt uns gerade diesen Fall:

Abbildung 7: lineare Regression und Perzeptron-Algorithmus

Wir haben eine Datenmenge mit zwei Klassen, die griine und die rote
Klasse, gegeben. Die orange Linie zeigt uns die lineare Entscheidungsgrenze,
die durch Anwendung der linearen Regression gefunden wurde. Hierbei sehen
wir, dass ein Punkt falsch-klassifiziert wurde. Die zwei blauen Linien stellen
zwei trennende Hyperebenen dar, die durch den Perzeptron-Algorithmus von
Rosenblatt gefunden wurden, wobei der Algorithmus mit zwei verschiedenen
Startpunkten durchgefithrt wurde. Bei diesem Verfahren wurde jeweils kein
Punkt falsch-klassifiziert.

6.1 Rosenblatt’s Perzeptron-Algorithmus

In diesem Unterkapitel betrachten wir den gerade nebenbei erwihnten Perzep-
tron-Algorithmus von Rosenblatt.

Das Ziel dieses Algorithmus ist es, eine trennende Hyperebene zu fin-
den, indem man die Abstinde der falsch-klassifizierten Punkte zur Ent-
scheidungsgrenze minimiert. Hierfiir kodiert man zunéchst einmal die beiden

Klassen binér, man definiert also ein y; mit

1 , Klasse 1
—1 , Klasse 2

Yi =

Zudem sagt man, ein Punkt x; ist in der Klasse 1 falsch-klassifiziert,
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wenn gilt, x;fﬁ + Bo < 0. Ist ein Punkt z; in Klasse 2 falsch-klassifiziert,
dann gilt entsprechend xiTﬂ + Bp > 0. Somit kann das Ziel dieses Verfahren

definiert werden als Minimierung des Fehlers

D(B,80) = = > wilai B+ Bo)

ieM

, dass ein Punkt x;, der nicht auf der Hyperebene liegt und aus der Menge
M, der Menge der falsch-klassifizierten Punkte, ist.

Aufgrund dieser Zielsetzung und diesen obigen Annahmen beruht nun
der Algorithmus auf der Idee des Gradientenverfahrens mit der zusétzlichen
Bedingung, dass nun die Menge der falsch-klassifizierten Punkte M fest ist.

Zunichst miissen dann die partiellen Ableitungen

D(B3,50) _ - D(B, o) _
0 o3 = ZEZ/V[ YiZi O—F"— 960 ZEZ'AA Yi

gebildet werden, um damit die Iteration

()~ (%) ()

durchfithren zu kénnen, wobei mit p die Lernrate oder die sog. Schrittweite
definiert ist.

Falls die Klassen linear trennbar sind, dann konvergiert der Algorith-
mus in endlichen Schritten gegen eine trennende Hyperebene. Doch falls die
Klassen nicht linear trennbar sind, kann keine eindeutige Losung gefunden

werden.

6.1.1 Problem beim Rosenblatt’s Perzeptron-Algorithmus
Es gibt jedoch auch Probleme mit diesem Algorithmus.
e Falls die Daten trennbar sind, kann es, wie wir in dem einfachen Bei-

spiel schon gesehen haben, mehrere Losungen geben, die vom Startwert

abhéngen.

e Zudem heifit es, der Algorithmus konvergiert in endlichen Schritten,

doch wie grof3 ist ,,endlich“?
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e AufBlerdem kann es ein Problem geben, wenn der Abstand zwischen
den Klassen von vornherein sehr klein ist. Dann kann es sehr lange

dauern, bis die perfekte Entscheidungsgrenze gefunden worden ist.

e Und was passiert, wenn die Daten gar nicht trennbar sind? Dann kann
es dazu kommen, dass der Algorithmus gar nicht konvergiert und Zy-
klen entstehen, dass es also gar keine perfekte Hyperebene gibt, jedoch
der Algorithmus nicht abbricht, sondern immer zwischen mehreren

nicht perfekten Losungen hin und her springt.

6.2 Optimale Hyperebenentrennung

Da wir mit dem Perzeptron-Algorithmus vom Startwert abhéngige Entschei-
dungsgrenzen erhalten, betrachten wir in diesem Unterkapitel nun das Ver-
fahren der optimalen Hyperebenentrennung und erhoffen uns, als Losung
eine Hyperebene zu erhalten, die die Klassen optimal trennt und eine per-
fekte Klassifikation neuer Beobachtungen ermoglicht.

Dieses Verfahren der optimalen Hyperebenentrennung teilt wieder den
Datensatz in zwei Klassen auf und maximiert dabei die Breite des Tren-
nungsstreifen (fat plane), der zwischen den beiden Klassen besteht. Die-
ses Verfahren ist natiirlich nur anwendbar, wenn die Klassen auch wirk-
lich trennbar sind, da sonst kein solcher Trennungsstreifen vorhanden wére.
Durch diese Maximierung der Breite des Trennungsstreifens wird die Per-

formance bei der Klassifizierung verbessert.

N =
I Samples 7]
with positive
label

[ ]
Samples
with negative
® label ®
O ®
®

Abbildung 8: Breite des Trennungsstreifens = fat plane
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Maximierung der Breite des Trennungsstreifens ist gleichzusetzen mit

dem Losen des verallgemeinerten Optimierungsproblems.

g,gﬁf}?ﬁzlc mit NB: y; (2 8+ 89) >C, i=1,...,N
Wir maximieren den Abstand C von der Entscheidungsgrenze, die durch (3
und By definiert ist, zum Punkt x;, der nicht auf der Entscheidungsgrenze
liegt, unter der Nebenbedingung, dass y;(z 3+ 3y) > C. Von der Bedingung
|B]l = 1 kénnen wir uns befreien, indem wir sie in die Nebenbedingung mit
einflieBen lassen. Wir kénnen [|3|| = £ setzen, da die Nebenbedingungen
dann weiterhin erfiillt sind, und da das Maximieren des Abstandes &qui-
valent ist zum Minimieren der Norm von |||, kénnen wir auch folgendes

Minimierungsproblem lésen:

1
win 3 I91 mit NB: (e 54 60) 21, i =1, N
»P0

Man wahlt dann 3, 8y so, dass die Breite des Trennungsstreifens maximal
wird. Wegen der quadratischen Bedingung und den linearen Ungleichungen
sprechen wir hier von einem konvexen Optimierungsproblem, das nun zu

16sen ist.

Dazu stellen wir zunéchst einmal die Lagrangefunktion auf und mini-

mieren diese, indem wir die Ableitungen bilden und gleich Null setzen.

N
. )1 2 T
min Lp = min < — — Ailyi(x; B+ -1
min L M{Quﬂu > Ml 5+ o) ]}

Daraus folgt dann, dass 8 = sz\il Aiy;z; und By = Zf\; Aiy; ist. Setzt man
diese Gleichungen in die Lagrangefunktion Lp ein, so erhilt man das sog.

Wolf-Dual, welches nun zu maximieren ist.

N N N

1

maxLp = max{ g N — 3 E g )\i)\kyiyka:;-rwk} mit: A\; >0
i=1 i=1 k=1

Fiir die Losung miissen zusétzlich die Kuhn-Tucker-Bedingungen
Nilyi(zl B+ Bo) —1] =0 Vi

gelten, anhand derer wir nun entscheiden kénnen, ob x; auf dem Rand des
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Trennungsstreifen liegt (A; > 0) oder nicht (\; = 0).

6.2.1 Klassifikation

Durch die oben beschriebene Maximierung erhélt man die 3’s, mit denen
die optimal trennende Hyperebene f(m) = a:TB + B\Q aufgespannt wird. Neue

Beobachtungen mit Input x werden dann mit

o~

G(z) = sign f(z)
klassifiziert.

6.2.2 Einfaches Beispiel mit 2 Klassen

Greifen wir noch einmal das einfache Beispiel mit zwei Klassen auf, die
griine und die rote Klasse. Die drei blauen Punkte liegen auf dem Rand des
Trennungsstreifens. Der gelbe Bereich stellt den Trennungsstreifen mit ma-
ximaler Breite dar und die blaue Linie die optimal trennende Hyperebene,

die den Trennungsstreifen halbiert.

7 Schlussfolgerungen

In dieser Seminararbeit wurden nun die einzelnen Verfahren der linearen
Klassifikation vorgestellt und diskutiert. Es hat sich herausgestellt, dass je-
des Verfahren Vor- und Nachteile mit sich bringt, die bei der Anwendung

der Lerntheorie geschickt ausgenutzt werden sollen.
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Die lineare Regression kann z.B. nur dann angewendet werden, wenn
man die Datenmenge maximal in zwei Klassen unterscheiden will.

Die lineare Diskriminanzanalyse und die logistische Regression haben ge-
zeigt, dass sie in der Praxis meist sehr d&hnliche Ergebnisse liefern, sich aber
im Aufwand und in den Annahmen, die iiber die Daten notwendig sind, un-
terscheiden. Zudem verschlechtert sich die lineare Diskriminanzanalyse, falls
Ausreifler in den Daten vorhanden sind, aber auch die logistische Regression
verschlechtert sich, wenn die Daten multivariat normalverteilt sind.

Am Ende der Seminararbeit wurde das Verfahren der Hyperebenentren-
nung mit dem Perzeptron-Algorithmus und der optimalen Hyperebenen-
trennung vorgestellt. Diese beiden Verfahren sind allerdings nur anwendbar,
wenn man schon im voraus weif, dass die Daten linear trennbar sind. An-
derenfalls brechen die Verfahren ab bzw. liefern keine eindeutige Losung.
Falls die Daten jedoch linear trennbar sind, wurden in der Praxis sehr gute
Ergebnisse mit diesen Verfahren gefunden, weshalb, aufbauend auf diesen

Verfahren, die ,,Support vector machines“ entwickelt wurden.
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