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Aufgabe 1 Sei A eine nichtleere Menge. Dann heifst eine Familie B von
Teilmengen von A Basis, wenn folgendes gilt:
(i) Fiir jedes z € A existiert ein Basiselement B € B, so dass z € B.

(ii) Falls B1, B2 € B und z € B; N By, dann gibt es ein Basiselement Bs € B,
so dass ¢ € B3 C By N Bs.

(a) Sei B eine Basis. Die von B erzeugte Topologie G ist dann wie folgt defi-
niert: Kine Teilmenge U C A heifst offen, es gilt also U € G, wenn es fiir
jedes z € U ein Basiselement B € B gibt, so dass x € B C U. Zeige, dass
G eine Topologie ist, d.h.

(i) 0, Aeg,
(ii) G ist abgeschlossen beziiglich beliebiger Vereinigungen,
(iii) G ist abgeschlossen beziiglich endlicher Schnitte.

(b) Sei B eine Basis fiir eine Topologie G auf A. Zeige, dass G dann die Familie
aller Vereinigungen von Elementen aus B ist.

(c) Sei (A,G) ein topologischer Raum. Sei ferner A C G eine Familie von
offenen Mengen, so dass fiir jede offene Menge U C A und jedes z € U
eine Menge B € A existiert, so dass z € B C U. Zeige, dass dann A eine
Basis fiir die Topologie G ist.

Aufgabe 2

(a) Betrachte zwei Top~ologien G und G auf eingr Menge A. Dann lleif%t G
feiner als G, wenn G D G. Seien nun B und B Basen fiir G bzw. G. Zeige
die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) G ist feiner als G

(ii) Fiir jedes z € A und jedes B € B mit z € B gibt es ein Basiselement
B e B,sodassz € B C B.



(b) Sei D das System von Teilmengen des IR?, das alle offenen Kugeln mit
rationalen Mittelpunkten und Radien und die leere Menge enthilt. Zeige,
dass

é:{fg{fﬁ%}gyd% By,...,B,Bl,....,B. €D, k>0, m>1}

eine abzdhlbare Basis fiir die Fell-Topologie ist.

Aufgabe 3  Zeige, dass die Schnitt-o-Algebra o({F¢ : C € C}) auf dem
Raum F der abgeschlossenen Teilmengen des R? mit der Borel-o-Algebra o(G)
iibereinstimmt, die von den Elementen der Fell-Topologie G auf F erzeugt
wird.

Aufgabe 4 Eine Folge {zy}nen von Elementen eines metrischen Raumes
(A, p) heikt Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N € IN gibt, so dass
p(Tpn, Tm) < € fiir alle n,m > N.

Zeige, dass der Raum C der kompakten Mengen mit der Hausdorff-Metrik

p(C1,Cq) = min{e : Cy C Cy @ b(o,¢e) und Cy C Cy & b(o,¢)}

vollstandig ist, das heifst, dass jede Cauchy-Folge {Cy, }nen von kompakten Men-
gen gegen einen Grenzwert in C konvergiert.



