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Aufgabe 1

(a) Seien X1 : : : ; Xn : 
 �! IRd Zufallsvektoren.

Zeige, dass � = convfX1; : : : ; Xng eine zufällige kompakte Menge ist.

(b) Sei f�t : t � 0g ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (
;A; P ) mit Werten in IR und stetigen Trajektorien. Das heiÿt

insbesondere, dass die Abbildungen �t : 
 �! IR für alle t � 0 Borel-

messbar sind.

Zeige, dass � = ft � 0 : �t = 0g eine zufällige abgeschlossene Menge ist.

Hinweis: Benutze, dass eine Abbildung � : 
 �! F in den Raum der abgeschlossenen

Teilmengen des IRd genau dann messbar ist, wenn f! : �(!) \ U 6= ;g 2 A für alle

o�enen Teilmengen U � IRd.

Aufgabe 2

(a) Zeige, dass jede nichtleere stationäre zufällige abgeschlossene Menge � fast

sicher unbeschränkt ist.

(b) Sei � eine stationäre zufällige abgeschlossene Menge, so dass

T�(fog) = 1, wobei T�(C) = P (�\C 6= ;) für C 2 C das Kapazitätsfunk-

tional bezeichnet. Zeige, dass dann P (� = IRd) = 1.

Aufgabe 3

(a) Sei � ein lokal endliches und di�uses Maÿ auf B(IRd). Welche zufällige ab-

geschlossene Menge � hat das Kapazitätsfunktional T�(K) = 1� e��(K)?

(b) Sei Y eine auf [0; 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Berechne das Kapazi-

tätsfunktional der zufälligen abgeschlossenen Menge � = fx : f(x) � Y g,
wobei f : IR! [0; 1] eine stetige Funktion ist.

(c) Sei N ein einfaches und lokal endliches zufälliges Zählmaÿ auf B(IRd).
Zeige, dass die Verteilung von N vollständig durch die Leerwahrschein-

lichkeiten P (NC = 0), C 2 C, bestimmt ist.

Aufgabe 4 Sei � eine beliebige zufällige abgeschlossene Menge.

(a) Zeige die folgende Konkavitätseigenschaft des Kapazitätsfunktionals T�:

T�(K1 \K2) + T�(K1 [K2) � T�(K1) + T�(K2); 8K1;K2 2 C:



(b) Zeige, dass � genau dann fast sicher konvex ist, wenn

T�(K1 \K2) + T�(K1 [K2) = T�(K1) + T�(K2)

für alle konvexen und kompakten Mengen K1, K2 � IRd, deren Vereini-

gung K1 [K2 ebenfalls konvex ist.


