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1 Einfuhrung
Bildanalyse

e Mathematisches Ziel: Annaherung des echten Bildes mittels
Realisierungen aus einem gegebenen mathematischen Modell

e Biologisches Ziel: Beantwortung biologischer Fragen, die die Natur
der Zellen und die zeitliche Veranderung ihrer Eigenschaften
betreffen
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2 Bayessche Bildanalyse allgemein
o y = (yi;) gestortes Bild

e Parametervektor X, der ein Bild pu(X) = (u;5(X)) induziert
(Eindeutigkeit)

e A-priori Verteilung mx auf einem Raum E

e L(y|r) Prozess, der die Entstehung der Beobachtung y bei einem
bestimmten zugrunde liegenden Parametervektor x beschreibt
(Storung)

e 7(y) Randdichte fiir die Beobachtung y, wird meist nicht
berucksichtigt
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e Schlussfolgerungen uber das Originalbild aufgrund der a-posteriori

Verteilung 7TX|y(CU\y)

Satz von Bayes (bei gestorten Bildern)

L(ylz)mx (z)
Txy (z]y) = ) o< L(y|z)mx ()
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Storungsarten

Seien Y; und Y, (¢ # j) bedingt unabhangige Pixel fiir ein gegebenes p,
7 die Menge aller Pixel

e GauBsche additive Storung:
Y = u(X) +e, wobei e~ N(0,0°I)

Seien ¢ und X unabhangig, dann ist

L(yi|pi(x)) % exp(— (yi — pi(x))?

)

207
und
(yi— m(w))
L _ L 1 z%:z( 202 )
(ylz) = L{y|p(x (yilpi(x)) = K — exp
€L
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e Binare Storungen: Jedes Einzelpixel wechselt mit
Woahrscheinlichkeit p die Farbe

1—p fallsy; = p(x)

L(yi|pi(z)) =

p falls y; # p1i()
Es gilt
Y Lpymmen X Lyismen
Lylr) = L(ylp(x) = | [ Lilwi(z)) = (1 p)zef -pict
1€l
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Schatzung von Bildern
Mehrere Moglichkeiten wie Bilder nach Ablauf der MCMC Simulation

geschatzt werden konnen

e Maximum-a-posteriori (MAP)-Schatzer: Maximierung der

a-posteriori Verteilung

e Minimum Mean Square Estimate (MMSE): Bildung des Mittelwerts
der Pixel-Werte nach einer bestimmten Anzahl von Schritten;

Schatzung fur das ganze Bild setzt sich daraus zusammen

e Bild nach n-ter lteration
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3 Datengewinnung und a-priori Annahmen

Konfokale fluoreszierende Mikroskopie
e Visualisierung 3-dimensionaler Proben ohne physische Schnitte

e Einstellung eines Laserstrahls auf einen Punkt der mit
fluoreszierendem Farbemittel gefarbten Probe

e Messung und Aufzeichnung zuruckkommender Fluoreszenz
e Aufnahme des Farbemittels von Gewebeart abhangig
e Scannen uber Gitter liefert 2-dimensionalen Schnitt

e Beobachtetes Bild y = (y;;): verzerrt durch Hintergrundrauschen
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Originaldaten

Konfokale mikroskopische Bilder von Zellen (Knorpelwachstum)
Zellen gefarbt, Hintergrund ungefarbt

Skalierung mit Dark Ground Verfahren: Beobachtungswerte
zwischen 179 > 0 und 255

Zellen als elliptische Objekte

Bild ist Teil einer Zeitfolge, die Veranderungen der ZellengroBe und
-form zeigt

Ziel: Erhalt von Schatzungen bestimmter GroBen- und
Formeigenschaften der Zellpopulation in einem bestimmten
Wachstumszustand in verschiedenen Abstanden
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Figure 1: 2-dimensionaler Ausschnitt aus dem Knorpelwachstum
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A-priori Annahmen

e Y;,; unabhangig untereinander
= Storung pixelweise (GauBsche additive Storung)

e Jedes Pixel besitzt zugehorige Intensitat

e Forderung an das Bildmodell: Informationen uber die geeignete
Anzahl von Zellen, Lokalisation, GroBe, Orientierung, Form und
Intensitat (markierte Punktprozesse)

e Vorgehen: Definieren ReferenzmaB3 I' (enthalt Eigenschaften der
Zellenverteilung) und schreiben Gesamtmodell als Dichte bzgl. T’
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Aussagen uiber Objekte und ihre Marken
e Darstellung jedes Objekts als Paar (I,m), wobei [ Lokalisation und
m = (a,b, 0, \) Marke

— Modellieren Zellen als Ellipsen mit Zentrum [, Halb-Achsen der
Lange a und b und mit Winkel 6, den Halb-Achse a mit x-Achse
einschlieBt

— Signalintensitatslevel A

® a, b e Ma:m's — (minaaci37maxaacis)7 0 c (077‘-)7 A€ M)\ —

(miny, maxy)

e meM=M?_ x(0,7)x M,

axis

e [ ist Paar kartesischer Koordinaten im Fenster L mit Flache Ay
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e Fur Zelle 7 schreiben wir Xz = (lz,mz) — (li,ai,bi,ﬁi,)\i)
e Gesamtvektor X = (X1,..., Xn)

e Bezeichnen Klasse aller moglichen Objekte mit ihrer Lokalisation mit
U=LxM
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Annahmen uber das Referenzmodell
e Zellen durfen uberlappen

e /ell-Lokalisationen unterliegen homogenen Poissonprozess mit
Intensitat 1

e Anzahl der Punkte in einem Bereich A besitzt Poissonverteilung mit
Erwartungswert p(A) mit p Lebesgue-MaB

e Annahmen uber die Parameterverteilung
— a,b,0 und X\ unabhangig
—a~ N(pa, &%) und b ~ N(py, £2), aber auf M,,;s beschrankt

— 0 besitzt Dichte 1< 9£+W_1 auf (0, )

— A ~ U(miny, maxy)
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e Dichte der Marke:

e

_C . (a—pa)?+(b—pp)?) | cOS O] + 771 1
2m€? 3 maxy — miny

fX(av baea)\) —
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Referenzmal3
e Sei v WahrscheinlichkeitsmaB der Markenverteilung

e ReferenzmaB als markierter Poissonprozess auf U = L x M mit
IntensitatsmaB = p d v
= Gesamtanzahl der Objekte IV in U besitzt eine Poissonverteilung
mit Erwartungswert u(U) = p(L) = Ay, weiter gilt unter der
Bedingung N = n, dass X, ..., X,, unabhangig sind und

dCCi
fxi(x) = M;E(U))

e Definieren ReferenzmalB3 I'(x,n) als MaB dieses Prozesses auf
E=U"
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e Unter I' gilt

]P)(X c A) _ € M(U)n[{i(U) f f ,u(dwl) ,LLIL(Lc(i(;?;)

e u(U)

_ o L u dxl wldzy), AeUn
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Das a-priori Bildmodell

e Wir setzen a-priori Bildmodell als MaB mit Dichte px(z,n) bzgl. T’
auf E/

px (x,n) = k" Lkeine Uberlappung], (1)

wobei k Konstante und (3 die Gesamtdichte der Zellen naher
bestimmt

e Bedingung: Zellen diirfen nicht iberlappen (Hardcore interaction
model)
= Marken und Lokalisation nicht mehr unabhangig

e Gesamtanzahl der Zellen meist kleiner als Erwartungswert 3p(L) der
Poissonverteilung

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e Mit Dichte px (x,n) gilt

e_/JJ(U>
P(X € A) = - /.../pX(x,n)u(d:cl)...u(dxn), AeU"
. A
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Ausdruck der Bildmodelle als Summe von Lebesgue-Dichten

e Dichte fx(x;) des Referenzprozesses:

fX(Q?) — 1 ¢ e_gg%Kai—,Uua)Q-l-(bi—pdb)z] |COS (92| e 7'('_1 1

Ap 2m&? 3 maxy — min \

(2)

fur l; € L und (ai,bi,ﬁi,)\i) € M, ansonsten fx(ilfz) =0, x; € R67

e ReferenzmaB I'(x,n) besteht aus UntermaBen I'"(x), n =0,1, ...,
wobei I'"(x) Bilder betrifft, die n Zellen beinhalten (6n Parameter)

e Unterdichte von I'"(x) bzgl. Lebesgue-MaB auf R°":

e~ AL AY z
pr(x) = oy HfX(%) furx;, €eU,1=1,....n
' i=1
Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e A-priori Modell besitzt Dichte aus (1) bzgl. T
= Summe von UntermaBen 7'y (x), n = 0,1, ..., wobei 7% (z)
folgende Unterdichte bzgl. des Lebesgue-MaBes auf R%" besitzt:

Px(x) = px(z,n)pp(z)

_ n
e ALA'I’L

= kf" ———L 1] fx(x;)1]keine Uberlappung]
i=1

furx;, elU,1=1,...,n

e Dichte px|y ((z,n)]y) der a-posteriori Bildverteilung bzgl. I' ist
proportional zum Produkt der a-priori Dichten px (x,n) und der
Wahrscheinlichkeit der beobachteten Daten L(y|x)
= a-posteriori Bildverteilung ist Summe der UntermaBe 7'y (2|y)

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch

Seminar Dezember 2003



3 Datengewinnung und a-priori Annahmen 21

mit Unterdichten

Py (2ly) o< px (z,n)pr(z)L(y|z), n=0,1,...
bzgl. des Lebesgue-MaB auf R°"

e Darstellung der n-ten Unterdichte:

—A; An M .
e AL fo(xi)ﬂ[keine Uberlappung]ﬁ(y\x)
i=1

(3)

pX|Y(~T|?J) x [ y

furx;, €U, i=1,....,n
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4 MCMC Simulation und Reversible Jump Algorithmus
MCMC Simulation

e Durchlaufen einer ergodischer Markov-Kette mit stationarer

Verteilung
= Erzeugung von Stichproben
e Verwendete Veranderungsoperationen:
— Verlagerung (Shift): Translation einer Zelle
— Veranderung der Zelle (Resize): Modifikation der Halb-Achsen

einer Zelle

— Rotation (Rotate): Anderung der Orientierung einer Zelle

— Veranderung der Intensitat (Intensity Change)

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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— Geburt (Birth): Hinzufligen einer Zelle

— Tod (Death): Loschen einer Zelle

— Spaltung (Split): Aufteilen einer Zelle in zwei neue

— Verschmelzung (Merge): Vereinigung zweier angrenzender Zellen

ZU einer

e Simulation mittels Reversible Jump Algorithmus (Green (1995))

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Durchfuhrung des Reversible Jump Algorithmus

e Samplen ergodische Markov-Kette mit stationarer Verteilung 7xy,
die sich aus Untermalen 7T§<|Y und Unterdichten p%y auf dem
R%" n =0,1,... aus (3) zusammensetzt

e Bezeichnungen:
— v Veranderung, die Zelle hinzufugt

— ju(x) Wahrscheinlichkeit, dass diese Veranderung im Zustand x
ausgewahlt wird

— ' entgegengesetzte Veranderung

— ju(x") Wahrscheinlichkeit, dass diese Veranderung im Zustand
2’ ausgewahlt wird

— X € R5" Bild mit n Zellen

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e allgemeine Vorgehensweise
— 1. Schritt: Auswahl des Verandungsprozesses (Geburt, Tod,...)
— 2. Schritt: Bestimmung eines moglichen neuen Zustands x’

— 3. Schritt: Bestimmung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit
oy (x, ")

— 4. Schritt: Annahme oder Ablehnung der
Akzeptanzwahrscheinlichkeit «,, (x, ")

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Herleitung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit o, (z, z’)

e Eine Markov-Kette hat eine stationare Verteilung 7y, falls jede
Kombination aus Veranderung und entgegengesetzter Veranderung
die Detailed-Balance-Condition bzgl. 7x |y erfullt:

Beispiel: Geburt-Tod
Fiir A c R und B ¢ R6("T1) muss gelten

P{X € A gefolgt von Geburt fiihrt zu X’ € B} =
P{X € B gefolgt von Tod fiihrt zu X’ € A}

e Sei C, ={u:g(x,u) € B und q(u) > 0}, wobei u eine
Zufallsvariable ist, die aus der Dichte q(u) = fx (u) erzeugt wird
und g(z,u) € R6(+1)

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e Betrachten Paare der Mengen A und B, so dass C,, # @ fur alle
xre€Aund 2’ € B
= Detailed-Balance-Condition ist aquivalent zu

J pr|Y (2|y)ju (2)q(u)ay, (z, g(x,u)) du dx =
AC,

[ PR )i () (0 a(a))

Umwandlung des Doppelintegrals durch Substitution 2’ = g(x, u) in
Intregral Uuber B ergibt

Py ([y) v (7)q(w)ew (z, 2")] | d(cf;) = =0y (@ y)de (2w (2, @)

fur alle z,u und 2’ = g(x,u), wobei | #wlu) | Jacobi-Matrix der
Transformation z' = g(x, u)

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e Gleichung ist erfullt fur

a,(z,2") = min{l, R, } und o/ (2', ) = min{1, R '},

wobel
p_ ERRED
T @)k (zly)a(w) - d(u, z)
Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Konkretes Vorgehen

e Weisen jeder Veranderung gleiche Wahrscheinlichkeit zu

e

fur jede Veranderung, falls n > 2

1
8

Ju(x) =% % fur jede Veranderung auBer Verschmelzung, falls n =1
1

fur eine Geburt, falls n =0

e Falls gegenwartiger Zustand = n Zellen besitzt und eine

Veranderung durch Geburt gewahlt wird, wird eine Zufallsvariable
u= (l,a,b,0,\) definiert

— Erzeugen Wert durch Dichte g(u) = fx (u) aus (2)

— Vorschlag ' = (x4, ..., ,,u) durch neue Zelle x,11 = u

e Veranderung durch Tod loscht letzte Zelle in Liste

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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e Akzeptanzwahrscheinlichkeiten

AGepurt (T, ") = min{1, R, } und aroq(z, ") = min{1, R, '}, wobei

Jroals’) PEL (')
R, = - — X 1
]Geburt(x) pX|Y(CU\y) Q<u)

Einsetzen und Kurzen ergibt

jred(x’) BAL L(y|z')

Rl/ —
]Geburt(x) n+1 £<y|$)

]l[keine Uberlappung In :I:’]
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e Bemerkung: Zelle kann an beliebiger Stelle eingefligt /geloscht

werden

e \erlagerung, Veranderung, Rotation, Intensitatsveranderung analog

(sogar einfacher, da kein Dimensionswechsel)

e Spaltung und Verschmelzung ahnlich (Al-Awadhi 2001, Rue & Hurn
1999)

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Sampler Leistung

- )

o0 O P00 o
P O C O O
L e O P00 e

Figure 2: Bilder nach 25.000 Iterationen mit drei verschiedenen Keimen
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5 Moadifikationen des Standard-Algorithmus

Verbesserung des Geburtsprozesses

e \Verbesserung der Akzeptanzrate durch Auswahl von Punkten mit
hoher Intensitat

e Modifizierter Algorithmus mit pixelweisen Gewichten p;, 1 =1,..,.5

(1 falls Y; < 30
pz'0<<%—9 falls 30 <Y; < 90
21 falls 90 < Y

= p; anstatt ALL im Nenner der Akzeptanzwahrscheinlichkeit fur
eine Geburt
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e Starke Gewichtung fur einen gut gewahlten Geburtsvorschlag, fuhrt
oft zu agepurt = 1 und somit zu automatischer Akzeptanz
= Hohere Akzeptanzrate von Geburten, womit der Anteil an
Iterationen, die eine Geburt vorschlagen, reduziert werden kann
= Erneute Zuteilung der lterationszahl zwischen den verschiedenen
Veranderungen fuhrt zur Erhohung der Anzahl der anderen

Veranderungen

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Figure 3: Bilder nach der Verbesserung des Geburtsprozesses nach 25.000
lterationen
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Relaxierter Modell Sampler

e Bisher:
Vorschlage, in denen sich Zellen uberlappen, werden automatisch
abgelehnt
= Einfihren von Zwischenschritten in MCMC-Simulation
e Vorgehen
— Sei Ey Unterraum von F, in dem keine Zellen tberlappen
— Samplen von der a-posteriori Bildverteilung 7x |y, deren Trager
vollstandig in Ey liegt
— Definieren Verteilung 7 auf E

— Legen zweite Markov-Kette auf E fest, die die
Detailed-Balance-Condition bzgl. 7 erfullt

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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— Definieren modifizierten MCMC Algorithmus mit stationarer
Verteilung mx |y, der Ausfliige nach E\ Ejy nutzt, indem er
Vorschlage 2’ € Ey erzeugt:

x Gegenwartige Zustand x € Ej
x Separater Prozess von Haupt-Markov-Kette mit Vorschlagen in

E bis Zustand 2’ € Ej
x x' Vorschlag fur Haupt-Markov-Kette
« Bel Ablehnung des Vorschlags bleibt die Kette in x

e Akzeptanzwahrscheinlichkeit, die fir die Detailed-Balance-Condition
der Haupt-Markov-Kette bzgl. 7xy benotigt wird:

Py (@) 57 ()
Py @) 57 (@)

2

a(z,r’) = min{1,

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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wobei n und n’ Anzahl der Zellen in Bildern z und x’ und p"(x)
Unterdichte von 7 bzgl. Lebesgue-MaB auf R%"

e Unterdichte von 7 bzgl. des Lebesgue-MaB auf R%":
Schnelles Erreichen des Zustands z’ € Ej
= Setzen die Dichte von 7 proportional zu derjenigen von mx |y im
Zustand = € Ey und bestrafen die Zustande in £\ £y anhand ihres
Zellenuberlappungsgrads

—A; An T 3
© A fxele @ L)),

1=1

P (z) = KB"

n!

wobeli

— v(x) Anzahl der Pixel in z, die von mehr als einer Zelle bedeckt
werden
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— L(y|z) modifizierte Version der Likelihood-Funktion, in der
Intensitat des Pixels gleich der mittleren Intensitat der Pixel ist,
die ihn bedecken

— Konstante v regelt Grad der Bestrafung uiberlappender Zellen
x Falls v klein gewahlt wird, ist die mittlere Dauer der

erfolgreichen Ausfluge groB
x Falls v groB gewahlt wird, ist die mittlere Dauer der Ausfluge

dementsprechend klein

e Schutz vor Durchlauf, indem Kette viel Zeit in Zustanden weit von

Ey verbringt: Maximallange m

e Anwendung des relaxierten Modells auch nur auf ein Unterfenster

moglich

Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Figure 4. Bilder des relaxierten Modells nach 5.000,

lterationen mit v = 150

15.000 und 30.000
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Konstruktion geeigneter Anfangszustande

o Gefahr: Kette arbeitet sich einen Weg durch Gebiete mit extrem

niedriger Wahrscheinlichkeit und verbraucht zur Verfugung stehende
Rechenzeit

e Losung: Start der Markov-Kette an einem Punkt nahe des Teils des
Bildraums, der gesamplet werden soll:

— Anwendung von Thresholding und morphologischen Operationen
— Erzeugung einer Ausgangsapproximation des echten Bildes

— Umwandlung des Bilds in eine Menge von elliptischen Objekten
— Bildung eines legitimen Bildes im Bildraum Ej
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Mathematische Morphologie

e Thresholding: Pixel mit einem beobachteten Wert groBer als eine
vorgegebene Schranke als 'Objekt’, andere Pixel als 'Hintergrund’

e Opening Operator: Erosion und Dilatation

— Sei A die Menge aller Objektpixel, B symmetrisches

strukturierendes Element, B, das mit seinem Bezugspunkt zum
Pixel p verschobene strukturierende Element

— Erosion (Abtragung): A B={p: B, C A}
— Dilatationsschritt (Ausdehnung): A@ B={p: B,N A # @}
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Erzeugung von Ellipsen - Herleitung der Ellipsengleichung

e Menge der 'Objekt’-Mittelpunkte (X,Y’) als Stichprobe einer
bivariaten Normalverteilung mit Erwartungswertvektor (tis, fiy),
Var(X) =0z, Var(Y) = o, und Cov(X,Y) = p ozo;

e Schatzung der Parameter mit Standard-Methoden

e Umriss der Ellipse als Normalverteilung der Form

(z—p®  =w® 20— p)ly—n) _
o2 or 050y
Simulation und Bildanalyse in JAVA S. Eckel und M. Rosch
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Figure 5: Bild nach (a) Thresholding und Anwendung morphologischer
Operationen, (b) Erzeugung von Ellipsen und (c) 20.000 Iterationen
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6 Zusammenfassung

Ausgangsposition: gestortes Bild

Ziel: Erzeugung eines Bilds bzw. zugehorigem Parametervektor, der
aus der Modellklasse stammt

Erzeugung von Bildern mit Hilfe des Reversible Jump Algorithmus,
wobei die Akzeptanzwahrscheinlichkeit der Vorschlage von den
Beobachtungswerten (Intensitaten) abhangt

Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit unter Umstanden
moglich durch Modifikationen des Algorithmus (Veranderung der
Geburtsprozesse, Konstruktion geeigneter Ausgangszustande)
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