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Aufgabe 1 (5 Punkte)  Sei T': R? — IR? eine Borel-messbare Abbildung, so dass
die Urbilder von beschrankten Borelmengen beschrénkt sind, d.h.,

T~Y(B) € By(R?) fiir alle B € By(RY).
Sei {Np, B € B(R%)} ein zufilliges Zihlmak.

(a) Zeige, dass {Np := Np-ypy, B € B(R%)} ein zufilliges Zahlmak auf B(RY)
definiert.

(b) Sei zusitzlich {Ng, B € B(R%)} poissonsch mit IntensititsmaR p. Zeige, dass
dann auch {Np, B € B(IR%)} poissonsch ist und bestimme das Intensititsma.

(c) Sei {Np, B € B(IR%)} ein poissonsches Zihlmafk. Ist dann fiir eine Abbildung
T : R4 — R? auch durch { N}, := Nr(p), B € B(R%)} ein poissonsches Ziahlmaf
definiert? Beweise die Aussage bzw. finde ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 2 (2 Punkte)  Sei {Ng, B € B(R?%)} ein Poissonsches ZihlmaR mit Inten-
sitdtsmafs u. Zeige, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ng, = ki,...,Np, =
kn | Np = k) fiir jedes B € By(IR%) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte
Bi,..., B, € By(RY), so dass U, B; = B, einer Multinomialverteilung geniigen, d.h.,

es gilt

k! :U'kl(Bl)a"'a,u’kn(B’n)

fiir beliebige k1,...,k, > 0,s0dass k =k; +... + kj.

Aufgabe 3 (4 Punkte)  Ein homogener Poissonprozess mit Intensitédt A > 0 soll mit
Hilfe der Akzeptanz- und Verwerfungsmethode auf einer Teilmenge C' des IR? simuliert
werden, die wie folgt definiert ist:

C={(z,y) eR?: z €[0,7],0 <y <sinz}.

Dabei werden die Punkte gleichverteilt in der Menge [0, 7] x [0, 1] vorgeschlagen. Wie
hoch ist die erwartete Anzahl der insgesamt bei der Simulation vorgeschlagenen Punkte?

Aufgabe 4 (6 Punkte)  Sei N ein zufilliges ZihlmaR im IR, Der Operator

In(f) = Eespl= [ | f(a)N(do)



auf der Menge der Borel-messbaren Funktionen f : R — Ry heisst das Laplace-
Funktional von N. Dabei benutzen wir die Schreibweise N (dz) = Ng,. Man kann zeigen,
dass zwei zufillige Ziahlmake N und N’ genau dann die gleiche Verteilung haben, wenn
Ly(f) = Ly/(f) fiir alle stetigen Funktionen f : R — R, die einen kompakten
Trager haben. Eine Funktion f hat einen kompakten Tréiger, wenn die Menge {z :
f(z) > 0} in einem Kompaktum enthalten ist.

Zeige, dass ein Poissonprozess mit Intensitdtsmaf p das Laplace-Funktional

L) = expl= [ (1= /()

hat.

Hilfsmittel

Wald’s Identity
Sei N eine Zufallsvariable, so dass P(N € IN) = 1, und {X,, },ecn eine Folge von unab-
héngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, die unabhéngig ist von N. Es gelte
ferner, dass E|N| und E|X;| endlich sind. Dann ist auch E ‘25:1 X

gilt

endlich und es

N
E Z X; = ENEX;.
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