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Aufgabe 1 (5 Punkte)  Ein Punktprozess kann als eine messbare Abbildung N :
2 — N von einem abstrakten Wahrscheinlicheitsraum (2, F, P) in den Raum N der
lokal endlichen Zdhlmafse mit der o-Algebra

N =0{{N eN:N(B)=k},B e By(R%,k € {0,1,2,...}}

aufgefasst werden. Zeige, das zwei Punktprozesse N(!) und N® genau dann die gleiche
Verteilung haben, wenn

(NO(By),..., NU(By) £ (ND(B),...,ND(By))

fiir alle k € {0,1,2,...}, By,..., By € By(RY).
Hinweise: 1. Zeige zunichst, dass AV so definiert ist, dass fiir alle B € By(R?) die Projektionsabbil-
dungen

m8:N— N, N+— Np

messbar ist.

2. Benutze einen Eindeutigkeitssatz der Mafstheorie wie das folgende Resultat:

Sei G ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra F auf einem Raum Q, d.h. 0(G) = F und aus A, B € G
folge AN B € G. Ferner existiere eine Folge A1, A,... von Mengen aus G, so dass UZO=1 A, = Q. Dann
sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P; und P> auf (£2, F) gleich, wenn

P1 (A) = Pz(A) fir alle A (S Q'

Aufgabe 2 (5 Punkte) Sei {Ng, B € B(R?)} ein stationirer Matern-Cluster-

Prozess mit den Parametern Ao, A(), R > 0 und sei {W,},en eine Folge von Beobach-
tungsfenstern, so dass

lim v9(W),) = oo und lim ve(Wn O (Wa = z))

n—00 n—00 Vo (Wn)

=1

fiir jedes z € IR?.
(a) Bestimme die asymptotische Varianz 02 = lim;, oo Vg(Wn)VarXWn des Schétzers

Nw,

n

Ay = —n
W (W)

fiir die Intensitéit A von {Np} als Funktion von Ag, A() und R.



(b)

Zeige die asymptotische Normalverteiltheit von 4/ LV.ZV”)(/):W — X') durch Ver-

o n
vollstdndigung des letzten Schrittes im Beweis von Theorem 3.12; d.h., fithre die

notwendigen Umformungen der dort gegebenen charakteristischen Funktion mit-
tels Potenzreihenentwicklung durch.

Aufgabe 3 (5 Punkte)  Sei {Np, B € B(R?)} ein stationirer Matern-Cluster-Prozess
mit den Parametern Ao, \(), R > 0.

(a)

(b)

Hinweis: Betrachte lim. o

Zeige, dass der Grenzwert

D(r) = lgiigP(NB(Om) > 1| Np,e) > 0)

in der Definition der Nachster-Nachbar- Abstandsverteilungsfunktion D : [0, 00) —
[0, 1] fiir jedes 7 > 0 existiert.

Zeige, dass D(r) > Hg(r) fiir alle 7 > 0, wobei Hg(r) = P(Npgq,) > 0), 7 >0,
die sphérische Kontaktverteilungsfunktion von {Npg} ist.

P(NpB(0,e)>0)

o2 (B(0) und nutze die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, wobei

unter einer Realisierung des Elternprozesses bedingt wird.

Aufgabe 4 (5 Punkte)  Sei {Np, B € B(IR?)} ein stationirer Matern-Cluster-Prozess
mit den Parametern Mg, A\(), R > 0.

(a)

Zeige, dass die endlich-dimensionalen Wahrscheinlichkeiten von {Np} gegen die

entsprechenden endlich-dimensionalen Wahrscheinlichkeiten eines homogenen Poisson-

Prozesses mit der Intensitat A konvergieren, wenn Ay — 00, AD 5 0und R — 0,
so dass A — X € (0,00). Zeige also, dass fiir n € IN und alle halboffenen
beschrinkten Quader Q1,...,Qn € Q% ki,...,k, € IN unter diesen Vorausset-
zungen

P(]\/vQ1 :kl,---,NQn :kn) —>P(NlQ1 :kla"'aNén :kn),

wobei N’ ein homogener Poisson Prozess mit Intensitit A ist.

Hinweis: Zeige zunichst die punktweise Konvergenz des erzeugenden Funktionals von {Ng}
gegen das erzeugende Funktional des entsprechenden Poisson-Prozesses { N} fiir alle vo-f.ii.
stetigen Funktionen f € H. Schlieffe dann durch spezielle Wahl von f auf die Konvergenz der

gemeinsamen Verteilung von (Ng,,...,Ng,).

Gilt die gleiche Art von Konvergenz auch fiir die Kontaktverteilungsfunktion von
{NB}?

Zeige, dass eine entsprechende Konvergenzaussage fiir die asymptotische Varianz
02 = lim,, oo v2(Wy,)VarAy, nicht richtig ist.



