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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die Vorlesung gibt eine Einfiihrung in einige grundlegende Ansétze der rdumlichen Statistik, die auf Modellen der
stochastischen Geometrie beruhen. Dabei werden Eigenschaften dieser Modelle, Algorithmen zu ihrer Simulation
sowie hierauf aufbauende statistische Methoden diskutiert.

Schwerpunkte der Vorlesung sind die folgenden Modelle:

e Poissonsche Punktprozesse

e Stationare zufillige Mengen, insbesondere

e Stationdre Punktprozesse und deren Palmsche Verteilung

Zufallige Mosaike

Keim-Korn—Modelle

Typische Realisierungen dieser Modelle sind in den Abbildungen 1 — 3 dargestellt.
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Abbildung 1: Poissonscher Punktprozess

Abbildung 2: Poissonsches Geraden—Mosaik

Die bisher vorliegenden Kapitel 1 — 4 des Skriptes betreffen denjenigen Teil der Vorlesung, der im Winter-
semester 2006/07 fir Studenten und Doktoranden der Fakultét fiir Mathematik und Wirtschaftswissenschaften
der Universitat Ulm gehalten wurde.
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Abbildung 3: Boolesches (Keim-Korn—) Modell

Das Hauptanliegen dieser ersten 4 Kapitel ist es, eine Einfiihrung in die Modellierung, Simulation und Statistik
von unregelméfigen Punktmustern zu geben. Dabei werden verschiedene grundlegende Klassen von zufilligen
Punktprozessen zur Illustration der Ergebnisse diskutiert. Insbesondere wird dies fiir homogene und inhomoge-
ne Poissonsche Punktprozesse getan. Dariiber hinaus werden weitergehende Ergebnisse fiir einige ausgewé#hlte
Beispiele von Cox-Prozessen und von Poissonschen Cluster— bzw. Hardcore-Prozessen vorgestellt.

Es ist geplant, die Vorlesungen zur rdumlichen Statistik im Sommersemester 2007 fortzusetzen und dabei weitere
Kapitel des Skriptes zu erarbeiten. Sie werden dann vor allem Fragestellungen zur Modellierung, Simulation und
Statistik fiir markierte Punktprozesse, Keim—Korn-Modelle bzw. zufillige Mosaike betreffen.

Verweise auf die Vorlesungsmanuskripte ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” bzw. ,Wahrscheinlichkeitstheorie” werden
wir mit dem Zusatz ,\WR” bzw. ,WT” vor der Nummer der zitierten Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare
bzw. Formeln kennzeichnen.

Gelegentlich werden wir auch auf Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln aus dem Skript zur
Vorlesung ,Markov Chains and Monte—Carlo Simulation” im SS 2006 verweisen, wobei diese Verweise dann mit
dem Zusatz ,MC” gekennzeichnet werden.
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2 Poissonsche Zahlmafe

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften
2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von zufilligen Zihlmafien

e Zur Erinnerung: Sei d > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Die o—Algebra B(R?) der Borel-Mengen im
d-dimensionalen euklidischen Raum R? ist die kleinste Familie G von Teilmengen des R?, die

— alle Quader der Form B = (a1,b1] X ... X (ag,bg] fiir beliebige a;,b; € R mit a; < b; firi =1,...,d
enthilt und

— die abgeschlossen ist beziiglich der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung von abzdhlbar
vielen Mengen aus G, d.h., fiir beliebige A, Ay, As,... € G gilt R4\ A € G und Un21 A; €G.

e Das d-dimensionale Lebesgue-MaR vy : B(R?) — [0, 0o] wird eindeutig bestimmt durch seine Werte v4(B) =
Hle(bi — a;) fiir alle Borel-Mengen der Form B = (ay,b1] X ... % (aq,bq] € Q%, wobei Q7 die Familie der
(beschrinkten) halboffenen d-dimensionalen Quader in R? ist, d.h.,

o = {BCRd: B = (a1,b1] x ... x (ag,bd), a;,b; € R, a; Sbin’:L...,d}. (1)

Definition

e Sei N die Familie aller lokal endlichen Zihlmake ¢ : B(RY) — {0,1,...} U{co}, d.h., es gilt ¢(B) <
fiir jedes B € Q% und ‘P(UZC:1 Bn) =", ¢(By) fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R?).

e Auferdem sei N die kleinste o—Algebra von Teilmengen von N, so dass ¢ — ¢(B) fiir jedes beschriinkte
B € B(R?) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist.

e Ein zufilliges Zihlmaff N : Q — N ist eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P) mit Werten in dem messbaren Raum (N, N), d.h., N ist ein (mengen—indizierter) stocha-
stischer Prozess {Np, B € B(R?)} iiber (2, F, P), so dass {Np(w), B € B(R?)} fiir jedes w €  ein
lokal endliches Zahlmafs aus N ist.

Theorem 2.1 Sei {Np, B € B(R?)} ein zufilliges Zihlmaf. Dann ist die Verteilung von {Np} ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf iiber (N, N'), das eindeutig bestimmt ist durch die Familie der ,endlich—dimensionalen” Wahr-
scheinlichkeiten {Pp, .. B, (k1,...,kn):n>1k1,...,k, >0, By,...,B, € Q7}, wobei

,,,,, B, (ki,...,kn) = P(Np, =k1,...,Np, =k,).

Der Beweis von Theorem 2.1 kann mit Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen (vgl. Lemma 3.5) gefiihrt werden.
AuRerdem gilt der folgende (Existenz—) Satz von Kolmogorov fiir zuféllige Mafe.

Theorem 2.2

o Sei{Pg,. p,(k1,....,kn):n>1ki,....,k, >0, B,..., B, € Q%} eine Familie von Wahrscheinlichkeiten,
so dass fiir jedes n > 1

PBl,...,Bn (kla R kn) = PBW(I),...,BW(") (kﬂ'(l)7 R kﬂ'(n)) (2)
und -
> Pp,...ByBop (k1o kny k) = Pp, g, (k1. k) (3)
k=0
fiir jede Permutation ™ von {1,...,n}, fir jedes n—Tupel k1, ..., k, > 0 von nivhtnegativen ganzen Zahlen

und fiir beliebige halboffene d—dimensionale Quader By, ..., By, B,y1 € Q%.
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e Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und ein zufilliges Zihlmaf {Np, B € B(R?)} idiber
diesem Wahrscheinlichkeitsraum, so dass {Pp, . g, (k1,...,kn): n>1,ki,...,k, >0, By,...,B, € Q%}
die endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten von {Np, B € B(R?)} sind.

Der Beweis von Theorem 2.2 beruht ebenfalls auf Standardtechniken der Maftheorie, vgl. z.B. Kallenberg (2001),
S. 115-116.

2.1.2 Poisson—Prozesse als zufillige Zihlmalie

Wir fiithren nun den Begriff des Poissonschen Zihlmafes im d-dimensionalen euklidischen Raum R ein.

Definition  Sei By(R?) die Familie aller beschrinkten Borel-Mengen in R? und sei p : B(R?) — [0, 00] ein
beliebiges lokal-endliches Mak, d.h., u(B) < oo fiir jedes B € By(R%).

e Man sagt, dass {Np, B € B(R)} ein Poissonsches Zihlmaf mit dem IntensitdtsmafS p1 ist, wenn

1. Np,,Np,,... unabhingige Zufallsvariablen sind fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € By(R?) und
2. Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € By(R?).
e Wenn zusitzlich vorausgesetzt wird, dass das Intensitdtsmafk p proportional zum d-dimensionalen
Lebesgue-Mafs v, ist, d.h., fiir eine Konstante A € (0, 00) gilt

u(B) = va(B) VB eBRY, (1)

dann sagt man, dass {Np} ein homogenes Poissonsches Zihlmaf mit der Intensitit A (bzw. kurz ein
homogener Poisson—Prozess) im RY ist.

Abbildung 4: Inhomogener Poisson—Prozess

Beachte
e Aus Theorem 2.1 ergibt sich, dass die Bedingungen 1 und 2 in der Definition des Poisson—Prozesses
durch die folgenden (scheinbar schwécheren) Bedingungen ersetzt werden konnen:
1*. Die Zufallsvariablen Np,, Np,,... sind unabhingig fiir paarweise disjunkte Bi, Bs,... € Q% und
2*. Np ~ Poi(u(B)) gilt fiir jedes B € Q4.

o Wenn das Intensitdtsmaf p absolutstetig beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h.,
wenn es eine Borel-messbare Funktion A : R? — [0, 00) gibt, so dass

M(B):/B)\(a:) dz VB e BR?), (5)



2 POISSONSCHE ZAHLMASSE 9

dann wird A : R — [0, 00) die Intensitdtsfunktion des Poisson-Prozesses {Np} genannt. Die Intensi-
tétsfunktion des Poisson—Prozesses in Abbildung 4 ist gegeben durch

)\(.%'171'2) =0.001 - 21 Va, >0.

Wir diskutieren zuniichst einige elementare Eigenschaften von Poisson-Prozessen im R

Theorem 2.3 Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafs yu.

o Dann gilt

B
P(N, = kiyooo, N, = k) = EBD ) Zu )

fiir beliebige n > 1, ky, ..., k, > 0 und paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R).

o Auferdem geniigen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Np, = ki,...,Np, = k, | Ng = k) fiir jedes
B € By(RY) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte Bi, ..., B, € Bo(R?) mit |J]_, B; = B einer
Multinomialverteilung, d.h., es gilt

P(NB1:k17"'7NB,L:kn|NB:k):

Tl o] \F(B) @
fir beliebige k, k1,...,kn >0 mitk =k + ...+ k,.

Der Beweis von Theorem 2.3 ergibt sich unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der Definition des homogenen
Poisson-Prozesses.

Mit Hilfe der Theoreme 2.1 und 2.3 ldsst sich eine einfache Methode zur Konstruktion von Poisson-Prozessen mit
endlichem Intensitdtsmaifs herleiten.

Korollar 2.1 Sei y : B(R?) — [0,00) ein beliebiges Maf mit 0 < p(RY) < oo, und N : Q@ — [0,00) bzw.

S1,8%,...:Q — R? seien unabhingige Zufallsvariablen mit
N ~Poi(u(RY). S~ POy 8
(u(R) S ©
Dann ist das zuféillige Zihlmaf {Np, B € B(R?)} mit
Ng=+#{i: 1<i<N,S;€ B} VBecBRY (9)
ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmafl u.
Beweis
e Mit der Schreibweise
p(B) = “(Bd) VB € B(RY) (10)
n(R9)
ergibt sich aus (8) und (9), dass
k! k k k
.P(]VB1 = kl,...,NBn = kn | N = k) = ———F P O(B())p 1(31) ... p "(Bn)
kolk1!. .. k!

fiir jedes n > 1, fiir beliebige, paarweise disjunkte By,..., B, € B(Rd) und fiir kg, k1,..., &k, > 0 mit
k=ko+ki+...+k,, wobei By :Rd\U?:lBi.
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e Hieraus folgt, dass

P(Np, =ki,...,Np, =ka)= > P(N=k)P(Np, =ki,...,Np, = ko | N =k)
k=ki+...+kn
) d
e hRY) k(R k! k—k k
_ —Ri——kn (D k1 Bi) ... kn Bn
k k;—!—k k! (k—kl——kn)'kllkn'p ( O)p ( 1) 3 ( )
=K1+ tkn
- L o (wd
_ i e Bo) k== —hn (By) emHE\B0) [ (By) . b (By)
k=ki+...+k (k—Fky—...— k) kil k! '
o—n(RN\Bo) 7 e Mt (By)
= Ty @) ) = [

i=1

e Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Formel (6) in Theorem 2.3, dann erkennt man, dass das in
(9) gegebene zufillige Zahlmaf die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen hat wie ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmals p.

e Hieraus und aus Theorem 2.1 ergibt sich sich nun die Behauptung. (]

Beachte

e Wenn das Intensitdtsmaf p in Korollar 2.1 die Form p(B) = Avg(B N C) hat fiir ein A < oo und
eine beschrinkte Borel-Menge C € By(RY) mit 0 < v4(C) < oo, dann sind die in (8) betrachteten
(unabhéngigen) Zufallsvektoren Sy, .53, ... gleichverteilt in C.

e Wenn zusitzlich angenommen wird, dass die Menge C' ein d—dimensionaler Quader der Form
C = (a1,b1] X ... X (aq, bd] (11)

ist, dann hat der Zufallsvektor S; = (Si1,...,Siq) fiir jedes ¢ = 1,...,n unabhingige Komponenten
Sﬂ, ey Sid, wobei Sij ~ U(aj7 bj) fiir jedes J = ].7 e ,d.

e Die Aussage von Korollar 2.1 wird deshalb manchmal die bedingte Gleichverteilungseigenschaft von
homogenen Poisson-Prozessen in beschriankten Borel-Mengen genannt.

Das folgende Resultat iiber die Summation von unabhéngigen Poisson-Prozessen ist ein Analogon der Faltungs-
stabilitdt von Poisson—Verteilungen.

Theorem 2.4 Sei {Ng)}7 {N](32)}, ... eine Folge unabhingiger Poisson—Prozesse in R? mit den Intensititsmafen
Wiy fi2, - -, so dass das Maff p = > .o, p; lokal endlich ist. Dann ist das zufillige Zihlmafs {Ng} mit Ngp =

ooy Ng) ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafl p.

Beweis

o Wir zeigen zunéchst, dass
Np ~ Poi(u(B)) VB € By(R%). (12)

— Weil {Ng)}, {Ng)}, ... unabhéngige Zdhlmafe sind, sind die Zufallsvariablen Ng), g), ... un-
abhéngig, wobei Ng’) ~ Poi(u;(B)) fiir jedes i > 1 und fiir jedes B € By(R?).
— Aus der Faltungsstabilitét von Poisson—Verteilungen ergibt sich somit, dass fiir jedes n > 1 und

fiir jedes B € By(R?)
S ONG ~Poi( (B)).
i=1 i=1
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— Hieraus und aus der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafen ergibt sich, dass fiir beliebige k£ > 0
und B € By(RY)

P(Ng<k) = P(Y_NY <k)=1lm P(Y NY <k)
=1 =1
K D& B i
~ lim Z exp( i=1 Mi B;?) ( i=1 ,u’L _ Z exp( ,LL(B)') (,U,(B)) .
j=0 j=0 ’

— Damit ist (12) bewiesen.

e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Np,, Np,, ..., Np, fiir jedes
n > 2 und paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R%) unabhingig sind.

— Weil die Zufallsvariablen {]\7](;;7 i=1,...,m,j = 1,...,n} fir beliebige m,n > 1 unabhingig
sind, ergibt sich aus dem Satz iiber die Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl.
Theorem WR-3.18), dass auch die Zufallsvariablen {> ", Ngj, j=1,...,n} unabhiingig sind.

— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafen kann man nun leicht zeigen, dass die Zufalls-
variablen

(N, i=1,...n}={> Ny j=1,....n}
i=1

ebenfalls unabhingig sind. |

Wir zeigen nun noch, dass die Einschrinkung von Poisson—Prozessen auf Borelsche Teilmengen des R? erneut zu
Poisson—Prozessen fiihrt.

Theorem 2.5 Sei {Np, B € B(R%)} ein Poisson-Prozess mit dem Intensititsmaf p, und sei By € B(RY) eine
beliebige Borel-Menge. Dann ist das zuféllige Zihlmafi {Ng, B € B(R?)} mit Ng = Npnp, ein Poisson—Prozess
mit dem Intensititsmap [i, wobei ji(B) = u(B N By) fiir jedes B € B(RY).

Beweis
e Weil {Ng} ein Poisson-Prozess mit dem Intensitétsmafy p ist, gilt
Np = Npnp, ~ Poi(u(BN By)) = Poi(fi(B)) VB € By(RY).

e Weil fiir beliebige paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R%) auch die Mengen By N By, ..., B, N By
paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen Np, = Np,nB,;---, B, = NB,nB, unabhingig. [

2.1.3 Messbare Indizierung der Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir den Begrifl der messbaren Indizierung der (zufélligen) Atome von Poisson—
Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson—Prozessen im R? und somit die mathematische Grundlage
von Simulationsalgorithmen bildet, vgl. auch die Abschnitte 2.1.4 und 2.1.5.

Beachte Man sagt, dass die Folge {S’;} von Zufallsvektoren Sy, Ss,...: Q — RIU {o0} mit

~ S;, falls N >,
S; = (13)
o0, sonst

eine messbhare Indizierung der (zufilligen) Atome des in (9) gegebenen zufélligen ZahlmaRes {Ng} ist.
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Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensititsmaf p : B(RY) — [0, 00] diffus ist, d.h., es gelte

p({z}) =0 VzeR?, (14)

Der folgende Hilfssatz wird manchmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis, um zu zeigen,
dass man auch fiir Poissonsche Zahlmafe mit einem beliebigen (diffusen und lokal endlichen) Intensitétsmafs eine
messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.

Lemma 2.1

o Seien {Ng), B € B(RY)} und {Ng), B € B(RY)} zwei unabhingige Poisson—Prozesse mit den Intensitits-
maflen py bzw. o, so dass 0 < py (RY), pe(RY) < oo.

o Auferdem seien {52(1)} und {51(2)} unabhdngige messbare Indizierungen der Atome von {Ng)} bzw. {Ng)},
die gemafs (13) gegeben sind.

o Dann gilt fiir beliebige 1,7 > 1

PS8V #8P1u{S) =8P = o0}) =1. (15)

Beweis

e s geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige 7,7 > 1 mit ¢ # j
S 3@ (2
P({SHY =8P} n {8 # o)) = 0.

e Mit der Schreibweise p*)(B) = ux(B)/ur(R?) fiir k = 1,2 und B € B(R?) ergibt sich aus der Unab-
héngigkeit der Zufallsvektoren S,i(l) und S](»Q), dass

P({S{" = S} {5 # 00}) = P({S" = SV} N {N®) > j})

K3

= P(N® = jp(sM = 5%)) = P(N® > j) / P(SM =8P | 8 = 5) P(s € ds)
R4

P(N® > j) [ P8 =s)pP(ds) = P(N? > j) / pD({s}) p®(ds) =0,
R4 Rd

wobel in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass das Intensitdtsmaft p; diffus ist und
dass somit p(!) ({s}) = 0 fiir jedes s € R%, O

Beachte Aus Lemma 2.1 ergibt sich insbesondere, dass durch {gl} mit

s falls N{Y >,
S = SS)N%) , falls N + NGB > i > N{), (16)
R
[e%e) sonst,

eine messbare Indizierung der Atome des zufalligen Mafes {Np} mit Ng = N ,(3,1) + N 1(32) gegeben ist.
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Wir {ibertragen nun den in (16) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlichen bzw. abzihlbar unend-
lichen) Summen unabhéngiger Poisson—Prozesse.

Theorem 2.6 Sei p : B(RY) — [0,00] ein beliebiges diffuses und lokal endliches Maf. Dann gibt es eine Folge
S1,89,...: Q2 — RIU{oc} von Zufallsvektoren, so dass das zufillige Zihlmafs {Np, B € B(R?)} mit

Np=#{i: S;e B} VBeBR? (17)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf p ist.

Beweis

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich p als (abzéhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafen
f1, 2y - - - B(RY) — [0, 00) darstellen lisst, so dass

w(B) = ZMj(B) VB e B(R). (18)

e Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass u;(R?) > 0 fiir jedes j > 1.
e Gemif Korollar 2.1 gibt es dann fiir jedes 7 > 1 unabhingige Zufallsvariablen NG, Sij), Séj), ... mit
NG ~ Poi(u(RY), SS9 ~ RUIONRVY > 1,
( ]( )) 3 1 (Rd)
— so dass durch den Ansatz

Ng):#{ii 1§i§N(j),S§j)€B} VBEB(Rd)

ein Poisson—Prozess {Ng), B € B(RY)} mit dem IntensitiitsmaR y; gegeben ist.
— Dabei konnen die Folgen {N(l),5§1)7S§1), S {N(2),S§2),S§2), ...}y ... so gewdhlt werden, dass
sie ihrerseits unabhangig sind.
— Damit sind auch die Poisson-Prozesse {Ng)}, {Ng)}, ... unabhingig.
e Aus Theorem 2.4 ergibt sich nun, dass das zufillige ZéhlmaR {Np} mit Ng = > o, Ng) ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmafs p ist.
e Dariiber hinaus ergibt sich aus Lemma 2.1, dass durch die Folge {S;} von Zufallsvektoren mit

s falls N > ;.
S falls NO + N®) > > NO),
Si =
S ooy, falls NO 4 NO) > > NO 4 NG fir ein j > 2,
o0 sonst
eine messbare Indizierung der Atome von {Np} gegeben ist, so dass (17) gilt. ]

2.1.4 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson-Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) IntensitéitsmaR p, und seien
Bi,...,B, € Q¢ paarweise disjunkte Quader mit der in (1) gegebenen Form, so dass u(B;) > 0 fiir jedes
1=1,...,n.

Um den Poisson—Prozess {Ng} in der beschriinkten Borel-Menge C' = |J;_, B; zu simulieren, geniigt es zu
beachten,
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e dass das zufillige Zidhlmaf {NB} mit NB = Npnc gemif Theorem 2.5 ein Poisson—Prozess mit dem

endlichen Zahlmaf 1 ist wobei u(B) = u(BNC),

e und dass man deshalb gemif Theorem 2.3 bzw. Korollar 2.1 wie folgt vorgehen kann:
Schritt 0 Generiere eine Realisierung von Ng ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls No = k, dann generiere eine Realisierung des multinomial verteilten Zufallsvektors
(N17 cety Nn) ~ Mult(k7p17 cee 7pn) )

wobel p; = u(B;)/u(C) fiur jedes i = 1,...,n.

Schritt 2 Falls (Ny,...,N,) = (k1,...,k,), dann generiere

k1 unabhingige Zufallsvektoren Sg), ceey S,(ci) ~ (- N By)/u(By),

k, unabhiingige Zufallsvektoren S\, ... S,iz) ~ pu(-N By)/u(By),

wobei die Zufallsvektoren (Sfl), cee S,(i))7 e (Sin), e S,g:)) ebenfalls unabhéngig sind.

Beachte
e Seien (sgl), e s,({i)), e (sgn)7 . s,(;i)) Realisierungen von (Sfl), o S&)), e (SYL)7 e S,(cn))
e Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {sgl), . s,(fll), . sgn) . sénl)} von Punkten im R? eine Reali-

sierung der Atome des Poisson—Prozesses {Np} in der Menge C = |J;__, B;.

Wenn die Anzahl n der Quader By, ..., B, € Q¢ grof ist, aus denen die Menge C' = U?_, B; besteht, dann kann

die praktische Umsetzung der Simulationsschritte 1 und 2 mit einem grofsen Rechenaufwand verbunden sein.

e In diesem Fall kann es effizienter sein, den Poisson—Prozess { Ng} mit der folgenden Akzeptanz— und Ver-

werfungsmethode in C' zu simulieren.

e Diese Methode hat dariiber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C C R?, in dem Poisson-Prozess {Np}

simuliert wird, eine beliebige beschrankte Borel-Menge sein kann.

— Sei also p : B(R?) — [0,00] eine beliebiges (diffuses und lokal endliches) Ma®, sei C' € By(R?) eine

beliebige beschrinkte Borel-Menge mit 0 < u(C') < oo, und sei
6 = (ahbl] X ... X (ad,bd}

ein (beschrinkter) d-dimensionaler Quader mit C C C.

— Um den Poisson—Prozess {Np} in der Menge C' zu simulieren, kann man nun geméf Theorem 2.5 wie

folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von Ng ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls N¢ = k, dann generiere so lange Realisierungen s, sz, .. . der unabhéngigen Zufallsvektoren

S1,89, ... ~pu(-NC)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen s1,...,s, in der Menge C liegen, wobei
= mi Lt S, A <i<jr>ky.
n rjnzull{#{z s;i€C,1<i<j}>k}

Schritt 2 Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {s; : s; € C,1 < i < n} von Punkten im R? eine

Realisierung der Atome des Poisson—Prozesses {Np} in der Menge C.
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2.1.5 Transformationssitze

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei verschiedene Arten von Transformationen von Poisson—Prozessen im R<.

Fiir beliebige d,d’ > 1 seien die Borel-Mengen E € B(R?) und E’ € B(R?) gegeben.

o Auferdem sei T : E — E’ eine Borel-messbare Abbildung, d.h., es gelte

T YB)={xcE: T(x)ecB}cBE) VB €B(E),

e wobei die Urbilder von beschréankten Borel-Mengen beschrinkt seien, d.h., es gelte

Til(B/) € Bo(E) VB e Bo(E/).

Beachte Sei {Np, B € B(E)} ein beliebiges Z&hlmak in £ mit dem Intensitidtsmf p : B(E) — [0, 00]. Man
kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch den Ansatz

N/B’ = NT—I(B/) VB e B(E/) (19)

ein zufélliges Zahlmal {Ng,, B’ € B(E')} in E’ gegeben ist, wobei das Intensititsmal ' : B(E') — [0, x]
von {Np, } gegeben ist durch

(19)

p'(B')=ENp, = ENgp-1py=p(T"Y(B) VB €B(E). (20)

Theorem 2.7 Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E mit dem (diffusen und lokal endlichem) Intensi-
tatsmafs .

o Dann ist das in (19) gegebene zufillige Zihlmafs {N},, B’ € B(E')} ein Poisson—Prozess in E’, dessen
Intensitdtsmaf ' durch (20) gegeben ist.

e Wenn {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist und wenn die Abbildung T : E — FE’
eineindeutig ist, dann ist durch

S ="T/(S)) (21)

eine messbare Indizierung {S}} der Atome von {Np,} gegeben, wobei die Abbildung T’ : EU{oo} — E'U{co}
gegeben ist durch

T(x) = T(z), fallsx e E,
0, falls x = oco.

Beweis
e Offenbar gilt N, = Np—1 () ~ Poi(u(T~1(B')).

e Wenn Bj,...,B!, € BY(E') paarweise disjunkte Borel-Mengen sind, dann sind auch die Urbilder
T-1(By),...,T7Y(B]) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

Np; = Nr-igy) s Ny, = Ny

sind somit unabhéngig.
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e Auflerdem ist die Abbildung S, = T'(S;) : @ — E'U{oo} fiir jedes i > 1 messbar, weil die Abbildungen
S; 10— EU{oo} und TV : EU{oo} — E’ U {00} messbar sind, und es gilt fiir jedes B’ € B(E")

Np = Np-ipy =#{i: S; e T'(B')} = #{i: T'(S;) € B'}.

o Also ist {T/(S;)} eine messbare Indizierung der Atome von {Nj, }. O

Beispiele Sei {Np, B € B(E)} ein homogener Poisson—Prozess in E = (0, 00) mit der Intensitit A\ = 1.
1. Sei B/ = E = (0,00) und T(z) = 2%

e Dann ist {Np, } ein Poisson-Prozess in (0, 00).
e Das Intensitatsmak 1’ von { N, } ist absolutstetig beziiglich dem (1-dimensionalen) Lebesgue—Maf
v1(- N (0,00)), wobei die Dichte gegeben ist durch
dp’ (z) = 1
dz T 2\/x
2. Sei E' = E x E und die Abbildung T : E — E x E sei gegeben durch T(z) = (x,2?).

e Dann ist die Folge {S;} der Sprungzeitpunkte des (Poissonschen) Zahlprozesses { Ny, ¢ > 0} mit
Ni = No eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

Va>0.

e AuRerdem ist {S!} = {(S;,S?)} eine messbhare Indizierung der Atome eines Poisson-Prozesses
{N/B’} in (07 00)27
e dessen IntensitiitsmaR ;' auf dem Funktionsgraphen {(z,22) : x > 0} konzentriert ist.

e Beachte: Das heifit insbesondere, dass die Atome von {Nj,} mit Wahrscheinlichkeit 1 in einer
1-dimensionalen Teilmenge von (0, 00)? liegen; vgl. Abbildung 5.

[
]
R

FOrs N T T L > N0 T T Y T T T LN T T T 200 O 1

o
3
o

Abbildung 5: Poisson-Prozess auf der Parabel T(z) = (z,z?)

Wir betrachten nun noch eine andere Art der Transformation von Poisson-Prozessen im R?, mit deren Hilfe man
Poisson-Prozesse {N},} in héherdimensionalen Riumen E’ C R? mit d’ > d konstruieren kann, so dass der
Tréger des Intensitdtsmafes p’ von {Nj, } eine d'—dimensionale Menge ist.
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Theorem 2.8
e Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E € B(R?) mit dem Intensititsmaf p, so dass u(E) > 0, und
sei {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auflerdem seim > 1 eine beliebige natiirliche Zahl und U1, Us, ... : Q@ — R™ sei eine Folge von unabhéingigen
und identisch verteilten Zufallsvektroren mit der Verteilung Py, die von {S;} unabhingig sind.

e Dann ist durch
N'(BxC)=4#{i: (S;,U;) € BxC} VB e B(E), C € B(R™) (22)

ein Poisson—Prozess {Np,} in E' = E x R™ mit dem Intensitdtsmaf 1’ = p x Py gegeben.

Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p ein endliches Maf ist.

— Dann kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np}
durch (8) und (13) gegeben ist.
— Dann sind die Zufallsvektoren S7, 5%, ... mit S/ = (S;, U;) unabhingig, und es gilt

S/~ :((E)) x Py Vi>1.

— Aus Korollar 2.1 ergibt sich nun, dass durch den Ansatz
N =#{i: 1<i<N,S} e B’} VB € B(E xR™)
ein Poisson—Prozess Nj, in E/ = E x R™ mit dem Intensititsmak u’ gegeben ist, wobei
1(B)
n(E)
— Damit ist die Behauptung unter der zusitzlichen Annahme bewiesen, dass p endlich ist.

e Wenn p ein beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf ist,

— dann kénnen wir p/ = p x Py als (abzdhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafen pf, ph, ...
darstellen

W (B x C) = p(E)( x Py(C)) = u(B) x Py(C) VB e B(E), CcBR™).

— und anschliefsend so wie im Beweis von Theorem 2.6 vorgehen. O

Beachte

e Ahnlich wie bei zusammengesetzten Poisson—Prozessen in [0, 00), die in Abschnitt WT-2.2.2 eingefiihrt
worden sind, konnen die in Theorem 2.8 betrachteten Zufallsvariablen U; als ,Marken” der Atome S;
aufgefasst werden.

e Dabei sagt man, dass die Folge {(S;,U;)} der markierten Atome eine messbare Indizierung eines un-
abhdngig markierten Poisson—-Prozesses ist.

2.2 Homogene Poisson—Prozesse
2.2.1 Radiale Simulation

Mit Hilfe der Theoreme 2.7 und 2.8 konstruieren wir einen Algorithmus zur radialen Simulation von homogenen
Poisson—Prozessen im R2.

e Sei T1,To,... : © — [0,00) eine Folge von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
T; ~ Exp(1) fiir jedes ¢ > 1.
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e Fiir jedes A > 0 ergibt sich dann aus Theorem 2.7, dass durch

} VB € B([0,0))

ein Poisson-Prozess {Ng, B € B([0,00))} in [0,00) gegeben ist, dessen Intensititsmaf p absolutstetig ist
mit der Dichte

— (z) =27z Vz>0.

e Dabei ist durch

eine messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np} gegeben.

o Aulerdem sei Uy, Us,...: Q — [0,27) eine Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit U; ~ U([0,27)), die unabhingig von {T;} ist.

e Dann ergibt sich aus Theorem 2.8, dass {(S;,U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses in [0, 00) x [0, 27) ist, dessen IntensitdtsmaR durch p x U(0, 27) gegeben ist.

e Die erneute Anwendung von Theorem 2.7 auf die Abbildung T : [0, 00) x [0,27) — R? mit
T(s,u) = (scosu, ssinu) Vs>0,ue€[0,2m) (23)

ergibt schlieRlich, dass {T(S;, U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozessen
im R? mit der Intensitét \ ist.

830

Sy e L

a
r—rrr 1T 111t 11111111 [orrrrrrrn

-0,6 -0,4 -0,2

° Sy

Abbildung 6: Radiale Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Um einen homogenen Poisson-Prozess mit der Intensitit A im Kreis B(o,r) = {z € R? : |z| < r} mit Radius
r > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:
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Schritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen t1,%s, ..., t, () geméf der Verteilung Exp(1), wobei

n(r) = max{i :

Schritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen uy,ua, ..., Uy gemik der Verteilung U(0,27).

Schritt 2 Berechne die Vektoren (s1,u1), ..., (Sy(r), Un(r)), Wobei

9

12 .
ZW—I; Vi>1.

k=1

Schritt 3 Transformiere die Vektoren (s1,u1), ..., (Sp(r), Un(r)) mit Hilfe der in (23) gegebenen Abbildung
T :[0,00) x [0,27) — R2.

Schritt 4 Generiere so die Realisierung T(s1,u1), ..., T(Sp(r), Un(ry) eines (2-dimensionalen) homogenen
Poisson—Prozesses im Kreis B(o,r) = {z € R? : |z| < r}; vgl. Abbildung 6.

2.2.2 Schitzung der Intensitit; Signifikanztests

Sei {Np, B € B(R%)} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitit A € (0,00). Aus der Definitionsgleichung

(4) von A ergibt sich dann unmittelbar, dass
~ Nw

M= ) =

fiir jedes W € By(R%) mit 0 < vq(W) < oo ein erwartungstreuer Schitzer fiir A ist. Aukerdem hat der Schitzer
Aw die folgenden Giiteeigenschaften.

Theorem 2.9

o Sei Wi, Wa, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W, € Bo(R?) mit v4(W,,) — oo fiir n — oo. Dann ist
der erwartungstreue Schitzer Ay,

1. schwach konsistent, d.h., fiir jedes € > 0 gilt

lim P(|Aw, — A >¢e) =0, (25)

2. asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes x € R gilt

n—oo

lim P< @ (w, — ) < x) = d(z), (26)

wobei @ : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

e Wenn Wi C Wy C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) mit vg(W,,) — oo fiir
n — oo ist, dann ist der Schitzer A\w, stark konsistent, d.h., es gilt

P( lim A, = )\) =1. (27)

n—oo
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Beweis

Beachte

Die Giiltigkeit von (25) ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18); denn
es gilt fiir n — oo

< Var \w,, _ A .

P(|XWn - )‘| > 6) = c2 e2 . Vd(W )

Beim Beweis von (26) kann man die Charakterierung der Verteilungskonvergenz durch charakteristische
Funktionen nutzen (vgl. Theorem WR-5.7). Es geniigt also zu zeigen, dass die charakteristische Funk-
tion von /[W,[/A (Aw, — A) punktweise gegen die charakteristische Funktion der N(0,1)-Verteilung
strebt.

Wenn W, C Wy C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W, € By(R%) mit v4(W,,) — oo
flir n — oo ist, dann gibt es

— eine Folge von paarweise disjunkten Borel-Mengen Uy, Us, ... € By(R?) mit v4(U,,) = 1 fiir n > 1

— und eine monotone Folge ki, ks, . .. natiirlicher Zahlen mit k,, — oo fiir n — oo, so dass
k’!l k?b
Uticwa  wd  w(wa\JUi) <1 ¥n>1.
i=1 i=1

Dariiber hinaus gibt es

— eine Folge von paarweise disjunkten Borel-Mengen Vi, Va,... € Bo(RY) mit v4(V;) = 1 fiir jedes

n>1
— und eine monotone Folge ¢1, {5, ... natiirlicher Zahlen mit ¢,, — oo fiir n — oo, so dass
L L
UViDWn und ud(UW\Wn)gl VYn>1.
i=1 i=1
Somit gilt
kr L,
Ny, Ny,
kn, L; v Nw,, ln L; Vi

< < Vn>1. 28
Vd(Wn) kn o Vd(Wn) o Vd(Wn) én B ( )

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen fiir Summen unabhingiger und identisch verteilter Zufalls-
variablen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich nun, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

kn Ln

Z Ny, Z Ny,
lim =2 = lim ZL— =\,
n—oo n n—oo n
Weil
. n . Ly
lm ———— = lim ——— =1,

n—00 Vd(WrL) n—00 Vd(Wn)

ergibt sich hieraus und aus (28), dass mit Wahrscheinlichkeit 1

Nw,
li L =\
0o vg(Wi) 0

Aus Theorem 2.9 ergibt sich der folgende asymptotische Signifikanztest zur Verifizierung des Hypothe-
senpaars Ho : A = Ag vs. Hy : A # Ao.
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— Mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl. Theorem WR-5.11) ergibt sich aus (26) und (27), dass die

Testgroke
Wl ~
T:ML—‘ (Aw = Ao) (29)
Aw

ndherungsweise standardnormalverteilt ist, wenn das Beobachtungsfenster W hinreichend grofs ist.

— Somit wird Ho abgelehnt, wenn |T'| > 21 _,/2, wobei 2z, das a—Quantil der Standardnormalvertei-
lung bezeichnet.

e Wenn W nicht grof genug ist, so dass die Verteilung der in (29) betrachteten Testgrofe 1" zu stark von
der Standardnormalverteilung abweicht, dann kann der folgende Monte—Carlo—Test betrachtet werden,
um das Hypothesenpaar Hg : A = A\g vs. Hy : A # A\g zu verifizieren.

— Fiir @ = 0.05 werden 99 Realisierungen eines homogenen Poisson—Prozesses mit der (hypotheti-
schen) Intensitdt Ao in W generiert und die zugehorigen Realisierungen t1,...,tg99 der Testgroke
|T| berechnet.

— Sei ¢ty diejenige Realisierung von |T|, die sich fiir die (eigentlichen) Daten ergibt, und sei py der
Rang von tp in der (geordneten) Stichprobe to,t1,. .., tgg.

— Wenn pg > 95, dann wird Hy abgelehnt.

— Fiir = 0.01 werden 999 Realisierungen t1, ..., togg der Testgrohe |T'| generiert, wobei dann Hy
abgelehnt wird, wenn py > 990.

2.3 Poisson—Prozesse mit absolutstetigem Intensitidtsmafs

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass das Intensitdtsmaft p des Poisson-Prozesses {Np} absolutstetig
beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., es gibt eine Borel-messbare Funktion A : R — [0, 00),
so dass

u(B) = /B Me)dz VB eBRY, (30)

wobei A : R? — [0, 00) die Intensititsfunktion von {Np} genannt wird.

2.3.1 Ortsabhingige Verdiinnung von Poisson—Prozessen; Simulationsalgorithmus

Aus den Transformationssitzen, die in Abschnitt 2.1.5 hergeleitet worden sind, ergibt sich die folgende Invarianz-
eigenschaft von Poisson-Prozessen beziiglich ortsabhéingiger Verdiinnung, vgl. Abbildung 7.

Theorem 2.10

e Seien A1, Ao : R4 — [0,00) zwei Borel-messbare und lokal-integrierbare Funktionen, so dass

A (z) > Xo(x) Ve R, (31)

— Sei {S,,} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—Prozesses mit der Intensitatsfunktion ;.

— Auperdem sei Uy, Us,...: Q — [0,1] eine Folge von unabhingigen und im Intervall [0, 1] gleichverteilten
Zufallsvariablen, die von {S,} unabhdngig ist.

e Dann ist das zufdllige Zihlmaf {]\73, B € B(RY)} mit
Np=#{n: S, € B, U, < \a(S,)/M(Sn)} VB € B(R?) (32)

ein Poisson—Prozess mit der Intensitdtsfunktion Ao.
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Beweis

e Aus Theorem 2.8 ergibt sich, dass {(S,,U,)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses in R? x [0, 1] mit der Intensitéitsfunktion A(z,u) = A1(x) - Xjg,1)(u) ist.

o Aus Theorem 2.7 ergibt sich nun, dass {(Sy,U},)} mit

U,, falls U, < X\2(Sn)/A1(Sn),
U =
2, falls U, > X2(S,)/Mi(Sn)

eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson-Prozesses in R? x ([0, 1] U {2}) ist, dessen Intensi-
tiatsmak p’ gegeben ist durch

W (B x [0,1]) = / /[ o) (0 AN (0) da VB e BRY).
BJ0,1

e Hieraus folgt, dass

A2 ()
B Ai(7)

1 (B % [0,1]) = A (z)de = /Bxg(as) dz VB c B(RY).

e Damit ist gezeigt, dass {N B} ein Poisson—Prozess mit der Intensititsfunktion Ao ist. ]

Abbildung 7: Ortsabhingige Verdiinnung der Punkte; p(xz) =1 bzw. p(z) = 0.5

Mit Hilfe von Theorem 2.10 ldsst sich ein Algorithmus zur Simulation von Poisson-Prozessen angeben, deren
Intensititsfunktion eine beschriankte Funktion ist. Hierfiir ist das folgende Korollar niitzlich, dass sich unmittelbar
aus Theorem 2.10 ergibt.

Korollar 2.2

o Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der Intensitit \.

o Sei Up,Us,...: Q — [0,1] eine Folge von unabhdngigen und in [0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen, die
von {S,} unabhingig ist, und sei p : R? — [0,1] eine Borel-messbare Funktion.
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e Dann ist das zufillige Zihlmag {Np, B € B(R%)} mit
Np=#{n: S, € B, U, <p(Sn)} VB € B(R?) (33)
ein Poisson—Prozess, dessen Intensitdtsfunktion N:RT [0,00) gegeben ist durch

Az) = Ap(z) Ve eR?. (34)

Um einen Poisson—Prozess mit einer vorgegebenen beschrinkten Intensitdtsfunktion A : C — [0,00) in einer
beschrinkten Borel-Menge C' € By(R?) zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen, vgl. auch Abbildung 7:

Schritt 0 Generiere die Realisierungen s1, sa,..., s, € C' der Atome eines homogenen Poisson-Prozesses
{Sp} in C, dessen Intensitit Amax gegeben ist durch

Amax = Sup A(z) < co.
zeC

Schritt 1 Generiere die Realisierungen uq, ug, . .., ux € [0,1] der unabhéngigen und in [0, 1] gleichverteilten
Zufallsvariablen Uy, Us, ..., Uy.

Schritt 2 Eliminiere diejenigen Punkte s, fiir die u, > A($p)/Amax gilt.

Schritt 3 Die verbleibenden Punkte {s;,,...,s;, } C {s1,$2,...,s,} bilden dann eine Realisierung eines
Poisson—Prozesses mit der Intensititsfunktion A : C' — [0,00) in der Menge C.

2.3.2 Nichtparametrische Schitzung der Intensititsfunktion; Randkorrektur

e Sei W € By(R?) eine offene Menge mit 0 < vg(W) < oo, und sei Si, S5 ... eine messbare Indizierung der
Atome eines Poisson—Prozesses {Np, B € B(R%)} im Beobachtungsfenster W mit der Intensitétsfunktion

AW —[0,00).
e Ein erster (nicht randkorrigierter) Ansatz zur Schitzung des Intensititswertes A(z) fiir x € W ist gegeben
durch N
< _ NVB@,nnw
wobei B(z,h {y € R : |y — 2| < h} die Kugel mit Mittelpunkt € R? und Radius A > 0 ist und

) =
kq = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Beachte

e Der in (35) gegebene Schiitzer Aj,(z) fiir A(z) ist im allgemeinen nicht erwartungstreu.

— Wenn A : W — [0, 00) eine stetige Funktion ist, dann gilt jedoch fiir jedes © € W

L~ . ENpGnaw . fB(w,h)ﬂW Aly) dy
%F&E An(x) = 1}518 gl 1}}1“01 rghd =), (36)
d.h., An (z) ist asymptotisch erwartungstreu.
— Andererseits gilt aber
. ~ . VarNpamow . fB(z maw AMy) dy
%%Var )\h(x) = 1}1?01 324 = ]hl?ol 2p2d = 00 VeeW. (37)
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¢ Der Radius h > 0 sollte deshalb so gewihlt werden, dass der mittlere quadratische Fehler ep(x) des
Schétzers Ap(x) moglichst klein ist, wobei

en(z) = E ((X,,(x) - /\(33))2) : (38)

o Ein weiteres Problem des in (35) gegebenen Schitzers Xh(x) besteht darin, dass er Randeffekte aufweist,

— weil im allgemeinen vy(B(x,h) N W) < kgh? fiir Lokationen z € W gilt, die nahe am Rand OW
des Beobachungsfensters W liegen,

— und dass dann die Normierung xqh?¢ in (35) zu gro ist.

e Deshalb wird anstelle von Xh(x) ein randkorrigierter Schédtzer Xh(:(;) fiir A(z) betrachtet, wobei

~ NB(z,n)nw

Ap(z) = B h) V) VeeW. (39)

Die in (35) bzw. (39) betrachteten Schitzer Ay () und Xh(z) kénnen als spezielle Kernschdtzer fir A(x) aufgefasst
werden.

Definition Unter einer Kernfunktion k : R? — [0, 00) versteht man eine radial-symmetrische Funktion mit

/de(m)d:vzl.

Beispiele

1. Dichte der multivariaten Standardnormalverteilung

1 1
k(z) = 2 exp(— 3 a:Tx) Ve eRY.
o
3
4
4

Abbildung 8: Dichte der Standardnormalverteilung; d = 1

2. Epanechnikov—Kern
d+2

k) ={ 2

0 sonst.

(1—z'z), fallsz'z <1,
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| S S B B B S S B B A© R B B B S R R

-1 -0,5 0 0,5 1
X

Abbildung 9: Epanechnikov—Kern; d =1

Beachte

e Die in (35) bzw. (39) betrachteten Schiitzer A (z) und An(z) kénnen in der Form

i k((x — Si)/h)
[ E(@ =)y

Nw
Z k((x — Si)/h)

Mn(z) = bzw.  An(z) =
| k(@ =nm)ay

geschrieben werden,

— wobei die Kernfunktion k : RY — [0, 00) gegeben ist durch
k(x) = k3 Mg (z) Vo eRY.

— Der Parameter h > 0 in (40) heift Bandbreite des Kernschétzers.

e In den meisten Féllen ist die optimale Wahl der Bandbreite (z.B. im Sinne der Minimierung des
mittleren quadratischen Fehlers, vgl. (38)) wesentlich wichtiger hinsichtlich der Giiteeigenschaften von
Kernschitzern, als die Wahl der einen oder anderen spezifischen Kernfunktion & : R — [0, 00).

e Ein populidres Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Bandbreite h > 0 ist die Methode der
Likelihood—Cross—Validation. Dabei wird ein (von der Lage der Punkte Si,...,Sy,, abhingender)
Schiitzer h fiir h bestimmt, der Losung des folgenden Maximierungsproblems ist.

— Fiir jedes i = 1,..., Ny wird die Teilstichprobe Sy,...,S;—1,Si+1,...,9n, betrachtet und der
Wert X?(SZ) von Ap (z) an der Stelle z = S; auf der Basis dieser Teilstichprobe berechnet.
— Wenn die Loglikelihood—Funktion

L(h) = Z log(A\} (1))

mit, Wahrscheinlichkeit 1 ein eindeutig bestimmtes Maximum im Intervall (0, c0) hat,

— dann ist der Schiitzer h derjenige Wert h > 0, fiir den die Funktion L(h) dieses Maximum annimmt.
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3 Zufallige Punktprozesse

3.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

e Sei 51,5:,...0 — RIU {o0} eine beliebige Folge von Zufallsvektoren iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P), so dass
#{n:8S,eB}<oo VBeBy(RY. (1)

e Dann sagt man, dass {S,} ein zufilliger Punktprozess in R? ist, wobei durch den Ansatz
Ngp=#{n:S,€B} VBecBR? (2)
ein (lokal endliches) zufillliges Zihlmaf {Np, B € B(R?)} gegeben ist.
e Wenn zusétzlich zu der lokalen Endlichkeitsbedingung (1) gilt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
Si#S;  Vijzlmiti#j], (3)
dann wird {S,} ein einfacher zufilliger Punktprozess genannt.

e Beachte. Fiir einfache Punktprozesse kann die Folge {S,} als eine messbare Indizierung der Atome von
{Np} aufgefasst werden.

3.1.1 Intensititsmafs und Campbellsches Theorem

e Ahnlich wie bei Poisson-Prozessen (vgl. Abschnitt 2.1) kann man auch fiir beliebige Punktprozesse {S,}
bzw. fiir die zugehérigen Zihlmake {Np} den Begriff des Intensititsmafles u : B(R?) — [0, 00] einfiihren,
wobei

w(B)=ENp VY BeBRY. (4)

e Dabei wird stets vorausgesetzt, dass das Intensitdtsmak p lokal endlich ist.

Das folgende Resultat wird in der Literatur das Campbellsche Theorem genannt. Es ist eine spezielle Version des
Satzes von Fubini {iber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge.

Theorem 3.1

o Sei {S,} ein Punktprozess mit dem Intensititsmaf pn: B(R?) — [0,00], und sei f : RYU{co} — [0, 00) eine
nichtnegative Borel-messbare Funktion mit f(co) = 0.

o Dann gilt

E (Z f(Sn)> = | f@n(dx), (5)

n=1

d.h., Y207, f(Sn) ist ein erwartungstreuer Schitzer des Integrals [, f(x) p(dz).

Beweis

e Die Giiltigkeit von (5) lésst sich mit algebraischer Induktion zeigen.

e Wenn f eine Indikatorfunktion ist, dann ergibt sich (5) unmittelbar aus der Definitionsgleichung (4)
des Intensititsmales .

e Somit gilt (5) auch fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen.

e Weil sich jede nichtnegative Borel-messbare Funktion durch eine monoton wachsende Folge solcher
Linearkombinationen von Indikatorfunktionen approximieren lisst, ergibt sich die Behauptung nun
aus dem Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz. |



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 27

3.1.2 Erzeugendes Funktional

Ein wichtiges analytisches Tool bei der Untersuchung von Punktprozessen ist das erzeugende Funktional, das eine
Verallgemeinerung der erzeugenden Funktion von nichtnegativen ganzzahligen Zufallsvariablen ist.

Definition

Beachte

Sei H die Familie aller Borel-messbaren Funktionen f : R? U {00} — [0,1] mit f(z) = 1, wenn =
auferhalb einer beschriinkten (i.a. von f abhingigen) Borel-Menge By € B(R?) liegt.

Die Abbildung G : H — [0, 1] mit

G(f)=E (H f(Sn)> VfieH (6)

wird erzeugendes Funktional des Punktprozesses {S;} genannt.

Das Produkt in (6) hat mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich viele Faktoren, die von 1 verschieden sind,

denn es gilt
E (H f(Sn)> —E ( II f<5n>> :

n:S,€By

Wenn die Funktion f € H in (6) gegeben ist durch
fl@)=1+(z—1)1p(z), 0<2z<1, BeByR?, (7)

dann ergibt sich als Spezialfall die erzeugende Funktion G(f) = E 2V der Zufallsvariablen Np.

Aufserdem gilt der folgende Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende Funktionale.

Theorem 3.2 Die Verteilung der Punktprozesses {Sy,} ist eindeutig durch das erzeugende Funktional G von
{S,} bestimmit.

Beweis

In Verallgemeinerung von (7) betrachten wir die folgende Funktion f € H mit

k
7@ =TI (1 + = Vi (@),
i=1
wobei k > 1,0< zy,...,2x < 1und By,..., By € By(R?) beliebige (beschriinkte) Borel-Mengen sind.

Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass G(f) die erzeugende Funktion

. N Np,
G(f):IE(lel...sz"> (8)
des Zufallsvektors (Np,,..., Np,) ist.

Aus (8) folgt wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir erzeugende Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass
die Verteilung von (Npg,,..., Np,) eindeutig durch das erzeugende Funktional G von {S,} bestimmt
ist.

Hieraus und aus Theorem 2.1 ergibt sich die Behauptung. |
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Fiir das erzeugende Funktional von Poisson—Prozessen lisst sich die folgende einfache Formel herleiten.

Theorem 3.3 Sei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmafl pn. Dann gilt
G(f)=exp<4d(f(m)—1)u(dx)> VieH. (9)

Beweis
e Die Giiltigkeit von (9) ldsst sich mit algebraischer Induktion zeigen, wobei wir zunichst zeigen, dass
(9) fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen gilt.
e Fiirk>1,0<2z,...,2, <1lund By,..., By € By(R?) sei

k

fl@)=1->"(1-z)p(x) VaeR?, (10)

i=1

wobeil wir ohne Einschrinkung der Allgmeinheit annehmen kénnen, dass die beschrinkten Borel—
Mengen B, ..., By € By(RY) paarweise disjunkt sind.

e Dann sind die Zufallsvariablen Np,,..., Np, mit Ng = #{n : S, € B} unabhingig, und es gilt somit
fiir die in (10) gegebene Funktion f € H, dass

oo k k
mﬂ=EOIﬂ&O=E<H4%>=HE#“- (11)

e Weil die erzeugende Funktion EZZV % der poissonverteilten Zufallsvariablen Np, gegeben ist durch
IEZZNB = exp(u(B;)(z — 1)) Vz €(0,1),

ergibt sich aus (10) und (11), dass

k

k
G(f) = [J exp(u(Bi)(zi — 1)) = exp (Z(M(Bi)(zi - 1))) = exp (/Rd (f(zx)—1) u(dx)> . (12)

=1 i=1
e Damit ist (9) fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen bewiesen.

e Fiir beliebige f € H ergibt sich (9) nun aus der Tatsache, dass sich jede Funktion f € H durch eine
Folge {fn} von Funktionen der Gestalt (10) approximieren lasst, so dass

f(z) = lim f,(x) Vo e R?

n—oo

und
fo(z) =1 VeeRI\B,n>1,

wobei B € Q¢ ein beschrinkter Quader ist, der nicht von n abhingt.

e Aus (6) und (12) ergibt sich dann mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz,
dass

G(/)

n—oo

- m{@ﬁg@M%UMMOZWK&U@—UMMO~ -

lim G(f,) = lim exp (/Rd (falz) —1) u(dw)>
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Aus den Theoremen 2.8 und 3.3 ergibt sich die folgenden Invarianzeigenschaft von Poisson-Prozessen beziiglich
unabhéngiger Verschiebung der Punkte, vgl. Abbildung 10.

Korollar 3.1

o Sei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafl p, und sei Uy, Us, ... :

Q — R? sei eine Folge von

unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren mit der Verteilung Py, die von {S,} unabhingig sind.

e Dann ist {S, + U,} ein Poisson—Prozess, dessen Intensititsmafl 1 gegeben ist durch

1 (B) =

Rd

Py(B

VB € BRY).

— ) u(da) (13)

o Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit A ist, dann ist auch {S, +U,} ein homogener

Poisson—Prozess mit der Intensitdt .

Bewelis

e Aus Theorem 2.8 folgt, dass {(Sn,U,)} ein Poisson—Prozess im R2¢ mit Intensititsma® p x Py ist.
e Fiir f € Hund f : R?*? U {oo} — [0, 1] mit

ergibt sich somit aus Theorem 3.3, dass

E <H F(Sn +Un)
n=1

)

f/(x>u) :f(x+u)

exp

/ (f(u)—1) u’(dw)> :
R

wobei sich die letzte Gleichheit durch algebraische Induktion beziiglich f — 1 ergibt.

e Hieraus folgt (durch die erneute Anwendung von Theorem 3.3), dass das erzeugende Funktional des
Punktprozesses {S, + U,} mit dem erzeugenden Funktional eines Poisson—Prozess iibereinstimmt,
dessen Intensitétsmaf durch (13) gegeben ist.

e Die erste Teilaussage von Korollar 3.1 ergibt sich nun aus dem Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende

Funktionale (vgl. Theorem 3.2).

e Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitdt A ist, d.h., p(dz) = Adz, dann ergibt
sich aus (13), dass fiir jedes B € B(R?)

' (B)

/R Py (B — ) p(dz) = /R ) /R Ap-a(y) Po(dy) p(de)

d
/ / 1[3 iL’
R4 JR4

+ y) u(dz) Py (dy) —)\/ /Rd Ip(x + y) da Py(dy)

Rd JRd
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S,.+U.,

ne Un”
\. S

n+1

Abbildung 10: Unabhéngige Verschiebung der Punkte

3.1.3 Laplace—Funktional

Analog zum Begriff des erzeugenden Funktionals fiir Punktprozesse bzw. zufillige Zahlmafse l4sst sich das Laplace—
Funktional fiir beliebige (nicht notwendig ganzzahlige) zufillige Mafe einfiihren.

Definition

e Sei M die Familie aller lokal endlichen Mafke 7 : B(R?) — [0,00], d.h., es gilt n(B) < oo fiir jedes
B € By(R?) und n(UZozl Bn) = >  n(By,) fiir paarweise disjunkte By, Bo, ... € B(R?).

o Auferdem sei M die kleinste o—Algebra von Teilmengen von M, so dass 1 — n(B) fiir jedes B € By(R?)
eine (M, B(R))-messbare Abbildung ist.

e FEin zufilliges Maff A : Q@ — M ist eine Zufallsvariable {iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
mit Werten in dem messbaren Raum (M, M), d.h., A ist ein (mengen—indizierter) stochastischer Prozess
{Ap, B € B(R%)} iiber (Q, F, P), so dass {Ap(w), B € B(R)} fiir jedes w € ) ein lokal endliches Maf}
aus M ist.

Definition

e Sei {Ap, B € B(R?)} ein beliebiges zufilliges Mak. Aukerdem sei H’ die Familie aller beschrinkten
Borel-messbaren Funktionen f : RY — [0,00) mit f(x) = 0, wenn = aukerhalb einer beschrinkten (i.a.
von f abhiingigen) Borel-Menge B; € B(R?) liegt.

e Die Abbildung L : H' — [0, 1] mit

L(f) = E exp (— o ('r)Adx> VieH (14)

wird Laplace—Funktional des zuféalligen Mafes {Ap} genannt.
Beachte

e Ahnlich wie fiir zufillige Zahlmafe kann auch fiir zufillige Mafe der Begriff der endlich-dimensionalen
Wahrscheinlichkeiten eingefithrt und eine (den Theoremen 2.1 und 2.2 entsprechende) Existenz— und
Eindeutigkeitsaussage bewiesen werden; vgl. O. Kallenberg (1986), Random Measures, Academic Press,
London, Kapitel 3 und 5.

e Hieraus ergibt sich insbesondere,

— dass zwischen der Verteilung des zufilligen Mafes {Ap} und seinem Laplace-Funktional L ein
eineindeutiger Zusammenhang besteht,
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— denn fiir jedes k-Tupel von paarweise disjunkten Borel-Mengen Bi,...,Br € Bo(R?) ist die
Laplace—Stieltjes—Transformierte des Zufallsvektors (Ap,,...,Ap,) gegeben durch

k
Eexp(_ZSzABL>:L(f) vs17-"7sk>07
i=1

wobei

k
f(x):ZSil[Bi(-f) VzeRY.
im1

Fiir Punktprozesse (d.h. fiir zufillige Zahlmafe) kann sowohl das erzeugende Funktional als auch das Laplace—
Funktional betrachtet werden. Dabei sind diese beiden Charakteristiken wie folgt miteinander verkniipft.

Theorem 3.4  Sei {S,} ein beliebiger Punktprozess mit dem erzeugenden Funktional G und dem Laplace-
Funktional L. Dann gilt
L(f) = G(exp(—f)) VieH . (15)

Beweis

e Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (6) und (14) von G bzw. L.
e Denn fiir jedes f € H’ gilt

LU)%)Em<i@ﬂ@MJ=Ew%—Zﬂ&O

=E0pm4@w@cmwm. -

3.1.4 Stationaritit

Unter der Stationaritét eines Punktprozesses versteht man die folgende Invarianzeigenschaft seiner endlich-
dimensionalen Wahrscheinlichkeiten beziiglich beliebiger Verschiebungen des Nullpunktes.

Definition

Fiir beliebige B € B(R?) und = € R? bezeichne B+ = {y+x : y € B} die Verschiebung der Borel-Menge
B um den Vektor z. Ein Punktprozess {5, } in R? bzw. das zugehorige Zahlmak {Np} heit stationdr, wenn

(NBys---,N,) 2 (Npysay- - Npo 1) (16)

fiir beliebige n > 1, By, ..., B, € B(R?) und x € R4,

Beachte

e Man kann zeigen, dass stationdre Punktprozesse mit Wahrscheinlichkeit 1 entweder aus unendlich
vielen Punkten bestehen oder iiberhaupt keinen Punkt besitzen, d.h., es gilt dann

P({Nga = 00} U{Nga =0}) =1. (17)
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e Dabei kann die Aussage (17) sogar noch wie folgt verschirft werden, indem wir fiir jeden Vektor
u €S ={z €R?: |z| = 1} der Einheitssphire im R? den Halbraum

Hf ={z eR?: [z,u] > 0}

betrachten, wobei [x,u] = z1u1 + ...+ z,u, das Skalarprodukt der Vektoren z = (x1,...,2,) und

u=(uy,...,u,) bezeichnet; |z| = \/[z, z].

Theorem 3.5 Sei {Np} ein stationdres zufilliges Zihlmaf. Dann gilt
P({Ny+ =00} U{Npa=0}) =1 VueS'. (18)

Beweis

e Fiir beliebige s,t € R mit s <t und u € St sei H,, 5, = {x € R : s < [z,u] < t}.

e Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass

Hytt+n = Hupon +tu VteR, h>0.

e Hieraus und aus der Stationaritit von {Np} ergibt sich, dass

P(Nu,,1pn >0)=P(Ny,,, >0) VteR h>0.
e Somit, gilt
P(Nityiin >0) = Tim P(Nu,,.,,, >0)
= lim EI(Nu,, ., >0)
< ElimsupI(Ng,, .., >0)
< E ]IT(LJ;: +wmin > 0 fiir unendlich viele n > 1)
= P(NHJ = 0),

wobei sich die erste Ungleichung aus dem Lemma von Fatou ergibt.

e Fiir h — oo ergibt sich hieraus, dass
P(N{weRd:tg[x,u]} > O) < P(]\/vf'fqir = oo) ,

und somit fiir ¢ — —oo, dass

P(Nga > 0) < P(Ny 4 = 00). (19)
o Aus (19) folgt, dass
P(NRd > 0, NHI < OO) = P({N]Rd > 0} \ {NHIJ{ = OO})
= P(NRJ>O>—P(NHI=OO)
< 0.

e Somit gilt P(NRd >0, N+ < oo) = 0 bzw. dquivalent hierzu

P({Nga = 0} U{N, s = o0}) = 1. -

Theorem 3.6 Sei {Np} ein stationdres zufilliges Zihlmaf. Dann gibt es eine Konstante A\ < 0o, so dass

w(B) = vg(B) V¥V BeB(RY). (20)
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Beweis
e Aus der Stationaritit von {Np} ergibt sich, dass
w(B)=ENg =ENp,, =u(B+z) VBecBRY), recR?,

d.h., das Intensitédtsmak w ist translationsinvariant.
e Weil auflerdem vorausgesetzt wird, dass p lokal endlich ist, ergibt sich aus dem Lemma von Haar,

— dass p ein Vielfaches des d—dimensionalen Lebesque-Mafes vy sein muss,
— d.h., es gibt eine Konstante A > 0, so dass

w(B) = g(B) ¥V BeBRY.

e Insbesondere gilt also, dass ([0, 1]%) = X und somit dass A < oo. O

Korollar 3.2  Fiir jedes stationdre zufdllige Zdihlmafi {Np} mit A < oo gilt
P(Ng;p>0)=0 VzeR (21)
Beweis Aus Theorem 3.6 folgt, dass u({x}) = 0 fiir jedes x € RY. Hieraus ergibt sich, dass
P(Nyy=0)=1 VzeR?, O

Beachte

e Aus (20) ergibt sich, dass
~ Ny
_ 22
WS ) (22)

fiir jedes W € By(R%) mit 0 < v4(W) < 0o ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Intensitit A ist.

e Wenn Wy, Ws,. .. eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) mit vq(W,,) — oo fiir n — oo ist

und wenn
. Var N, Wi
lim

dann ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18), dass der erwartungstreue

=0, (23)

Schétzer XW schwach konsistent ist.

e Im allgemeinen muss XWn jedoch weder asymptotisch normalverteilt noch stark konsistent sein. Dabei
gibt es sogar Beispiele (vgl. Abschnitt 3.2.2), fiir die

P( lim Ay, #A) —1.

n—0o0

3.2 Cox—Prozesse
3.2.1 Simulationsalgorithmus und grundlegende Eigenschaften

Aufer den in Abschnitt 2 betrachteten Poissonschen ZihlmaRken gibt es noch weitere Klassen von zufalligen
Punktprozessen.

Ein zufilliges Zahlmak { Np} wird Cox—Prozess genannt, wenn sich seine Verteilung als eine Mischung der Vertei-
lungen von (nicht notwendig homogenen) Poisson—Prozessen darstellen lisst. Deshalb wird fiir diese Klasse von
Punktprozessen auch der Begriff doppelt—stochastischer Poisson—Prozess verwendet.
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Definition

e Sei {Ap, B € B(R%)} ein beliebiges zufilliges Maf, das mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal-endlich ist.
e Das zufillige Zahlma {Np, B € B(RY)} wird Coz-Prozess mit dem zufilligen Intensititsmaf A ge-

Beachte

nannt, wenn

k.
Ay
k;!

: exp(—ABZ)) (24)

P(ﬁ {Np, = ki}) —E (ﬁ

fiir beliebige n > 1, ky,...,k, > 0 und fiir paarweise disjunkte B, ..., B, € By(R?).

Aus den Theoremen 2.1 und 2.2 ergibt sich, dass die Verteilung des Cox—Prozesses {Ng, B € B(R?)}
durch die in (24) gegebenen ,endlich—dimensionalen” Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert und eindeutig
bestimmt ist.

— Dabei lésst sich das zufillige Zihlma® {Np, B € B(R?)} mit den in (24) gegebenen Wahrschein-
lichkeiten als ein mengen—indizierter stochastischer Prozess iiber dem folgenden Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P) definieren mit

Q=NxM, F=NaeM

und Np(w) = ¢(B) fiir beliebige w = (p,7n) € Q und B € B(R?).
— Das Wahrscheinlichkeitsma P : N ®@ M — [0,1] wird durch die Verteilung Py : M — [0,1] des
zufilligen Intensitdtsmafies {Ap} induziert, wobei

P(O {Nb, =ki}) = /M H"k

fiir beliebige n > 1, kq,...,k, > 0 und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?).

1

B exp(n(B) Palan 9

Eine zu (24) bzw. (25) dquivalente Schreibweise ist die folgende (kontinuierliche Version) der Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit

P(ﬁ{NBi = ki}) = /Mp(ﬂ {Np, =k} | A=n) P(A € dn), (26)

wobei

exp(—n(B;)) -

P(ﬁ {Np, =k} | A= 77) _ :L nk;:(fi)

1

Die Verteilung des Cox—Prozesses { Ng, B € B(R?)} l4sst sich somit als eine Mischung von Verteilungen
(nicht notwendig homogener) Poisson—Prozesse darstellen.

Hieraus ergibt sich ein Algorithmus zur Simulation von Cox—Prozessen in einer vorgegebenen Borel-
Menge C € By(R9):

1. Generiere eine Realisierung n(-NC) des zufilligen Mafies A in C. (Beispiele, fiir die das auf einfache
Weise moglich ist, werden in Abschnitt 3.2.3 diskutiert.)

2. Generiere eine Realisierung eines (i.a. inhomogenen) Poisson-Prozesses mit dem Intensitétsmaf
n(- N C). (Algorithmen hierfiir wurden in den Abschnitten 2.1.4 bzw. 2.2.1 bzw. 2.3.1 betrachtet.)

Wir leiten nun die folgenden grundlegenden Eigenschaften von Cox—Prozessen her.

Theorem 3.7 Sei {Np, B € B(RY)} ein Cox—Prozess mit dem zufilligen Intensititsmaf} {Ap, B € B(R?)}.
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e Dann besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen den Verteilungen von {Np} und {Ap}.

o Auflerdem gilt

G(f) =L - ) VfeH, (27)
wobei G das erzeugende Funktional des Coz—Prozesses {Np} und L das Laplace—Funktional von {Ap} ist.
o D.h., es gilt
G(f)=E eXp<—/d(1—f(x)) Adx) VfeH. (28)
R
Beweis

o Wir zeigen zunichst die Giiltigkeit von (27).
— Aus (25) ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.3, dass

(25

() @ [ e npae
© /Mexp (/Rd (f(z)—1) n(dx)) P(A € dn)

= Eexp(— /]Rd(l —f(x)) Adx)
. )

wobei G, das erzeugende Funktional eines Poisson—-Prozesses mit dem Intensitidtsmafs 7 ist.

e Der eineindeutige Zusammenhang zwischen den Verteilungen von {Np} und {Ap} l4sst sich wie folgt
zeigen.

— Das Laplace—Funktional L des zufilligen MaRkes {Ap} ist eindeutig bestimmt durch seine Werte
L(f) fiir Funktionen f € H' mit 0 < f(z) < 1 fiir jedes z € R,

— und es besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen dem Laplace—Funktional L und der
Verteilung von {Ap}, vgl. Abschnitt 3.1.2.

— Auferdem ergibt sich aus (27), dass der Zusammenhang zwischen L und G eineindeutig ist.

— Schlieklich ergibt sich aus Theorem 3.2, dass die Verteilung des Cox—Prozesses {Np} eindeutig
durch sein erzeugendes Funktional G bestimmt wird. (]

Theorem 3.8

e Das Intensititsmaf p eines Coz—Prozesses {Np} ist gegeben durch

w(B)=E Ap VB € B(RY). (29)

e Der Cox—Prozess {Np} ist genau dann stationdr, wenn sein zufilliges Intensitdtsmaf {Ap} stationdr ist,
d.h., wenn

(ABys- s AB) 2 (ABytas - Apy i) (30)
fiir beliebige n > 1, By, ..., B, € Bo(R%) und z € R?,

o Die Intensitdt \ eines stationdren Cox—Prozesses ist gegeben durch

)\ == EA[071]J . (31)



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 36

Beweis

e Die Giiltigkeit von (29) ergibt sich unmittelbar aus der Mischungsdarstellung (25) von Cox—Prozessen,
denn es gilt

u(B) =ENp = /

[ EWs | A=nP@Ae ) = [ oB)P( e an) =B AB).

M

e Wenn {Ap} stationir ist, dann ergibt sich die Stationaritit von {Np} unmittelbar aus der Definitions-
gleichung (24) von Cox-Prozessen.

o Aufierdem ist fiir jedes x € R? das (um z verschobene) zufillige Maf {Ap, ., B € B(R%)} das zufillige
Intensitéitsmaf des (entsprechend verschobenen) Cox-Prozesses {Npi., B € B(R%)}.

o Wenn umgekehrt {Np} stationir ist, dann ergibt sich somit die Stationaritit von {Ap} aus dem
eineindeutigen Zusammenhang zwischen Cox—Prozessen und ihren zufilligen Intensitdtsmafsen, der in
Theorem 3.7 gezeigt wurde.

e Die Darstellungsformel (31) fiir die Intensitit A von stationidren Cox—Prozessen ergibt sich aus (29) fiir
B =10,1]%. O

3.2.2 Absolutstetiges zufilliges Intensitdtsmalf; Schitzung der Intensitit
Ein wichtiger Spezialfall eines Cox—Prozesses liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufélligen Intensititsmafes {Ap} mit Wahrscheinlichkeit 1 absolutstetig be-
zliglich des d—dimensionalen Lebesgue—Mafes sind, d.h.,

e wenn es ein zufilliges Feld {\,, x € R?} gibt, dessen Realisierungen Borel-messbare und lokal-integrierbare
nichtnegative Funktionen sind, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

AB:/)\zdw<oo VB € By(RY). (32)
B

e Das zufillige Feld {)\,, z € R?} wird dann das Intensititsfeld von {Np} genannt.

Theorem 3.9  Das in (32) gegebene zufillige Maf {Ap, B € B(R?)} ist stationdr, wenn das zuféillige Feld
{Az, © € R} stationdr ist. Wenn zusdtzlich EX, < oo, dann gilt

EAp =va(B)EX, <00 VB e By(RY). (33)

Beweis

e Wenn {\,, € R?} stationir ist, d.h., wenn
e, 2 € R 2 N,y 2 € RY} VyeR?, (34)

dann ergibt sich aus (32), dass

(ABys-- AB) 2 (ABysys s MB,ty) VyeR?.

o Auferdem ergibt sich aus (32) und (34), dass

EAp (3:2)151/

)\zdx:/]EAzdx(Sé)/]E)\odx:EAo/ de = E )\, v4(B). -
B JB B

B
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Beachte

e Wenn umgekehrt das zufiillige Maf {Ag, B € B(RY)} stationir ist und wenn

AB(z, r Az, »
B . B(z1,r) . B(‘Lnﬂ) . d
()\m17...,>\$n)—(’11_1)1%)W7..., }gl(l)i}gdrd ) vx17~..;ln€R ) (35)

dann ist das auch das zufillige Feld {)\,, x € R?} stationir.

e Aus den Theoremen 3.8 und 3.9 ergibt sich, dass ein Cox—Prozess {Np} stationér ist, wenn sein
zufilliges Intensitidtsmaf {Ap} durch (32) gegeben ist und wenn das zugrundeliegende zuféllige Feld
{Az} stationir ist.

— Fiir die Intensitdt A des stationdren Cox—Prozesses {Np} ergibt sich dann aus (31) und (33), dass
A=EX,. (36)

— Wenn das stationiire Intensitiitsfeld {\,} von {Np} in dem Fenster W € By(R%) beobachtbar ist,
dann ergibt sich aus (36), dass durch

~ 1
Aw = ——— A d i
W= /W . mit 0 < va(W) < o0 (37)

ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Intensitdt A von {Np} gegeben ist.

3.2.3 Gemischte Poisson—Prozesse, Neyman—Scott—Prozesse, modulierte Poisson—Prozesse

In diesem Abschnitt fiihren wir einige Beispiele von Cox—Prozessen mit absolutstetigem zufélligen Intensititsmafs
ein.

1. Gemischte Poisson—Prozesse

Eine elementare Klasse von Cox—Prozessen mit absolutstetigen Realisierungen des zufélligen Intensitits-
mafes {Ap} sind die gemischten Poisson—Prozesse, deren Intensitatsfeld {\,} durch A\, = Z gegeben ist,
wobei Z : Q — [0, 00) eine beliebige nichtnegative Zufallsvariable mit E Z < oo ist.

e Aus den Theoremen 3.8 bzw. 3.9 ergibt sich, dass jeder gemischte Poisson-Prozess ein stationirer
Punktprozess ist. Seine Intensitit A ist gegeben durch

A=EZ. (38)
— Auferdem gilt in diesem Fall
Var Ng = v4(B)E Z + v3(B) Var Z , (39)
— denn aus der Definitionsgleichung (24) von Cox—Prozessen ergibt sich, dass

VarNg = EN%— (ENg)®

2
= / (zv4(B) + (2v4(B))?) P(Z € dz) — (/0 zvq(B) P(Z € dz))

0
va(B)E Z + v3(B) Var Z .

e Wenn Var Z > 0, d.h., die Zufallsvariable Z nimmt nicht nur einen Wert an,

— dann folgt aus (39), dass
Var an

im ————= =VarZ >0, 40
n— oo V?{(Wn) ( )
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— wenn Wy, Wo, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) ist mit
lim vg(W,) = co. (41)

n—o0
— Es kann dann also nicht so wie in (23) auf die schwache Konsistenz des Intensitatsschitzers

~ Nw

geschlossen werden.

e Wenn Var Z > 0, dann kann man sich dariiber hinaus leicht iiberlegen, dass Aw im allgemeinen weder
asymptotisch normalverteilt noch konsistent ist.

— Denn aus Theorem 2.9 ergibt sich, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

— wenn W; C Wy C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) ist, fiir die
(41) gilt.
— Wenn zuséatzlich vorausgesetzt wird, dass Z absolutstetig ist, dann gilt also sogar

P( Jim Vi\(flvzvt};) #A)=1.

2. Neyman—Scott—Prozesse
Wir betrachten nun eine Klasse von Cox—Prozessen, die auch als Poissonsche Cluster—Prozesse aufgefasst
werden koénnen; vgl. Abschnitt 3.3.
e Sei {S,} ein Poisson-Prozess mit der (lokal integrierbaren) Intensitiitsfunktion {\o(x), z € R%}, und
sei Z =#{n: S, € R4} die (zufillige) Anzahl der Atome von {S,,} in RZ.

e Auferdem sei {NV g)}, {N 1(92)}, ... eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Poissonschen Zahl-
mafen, die von {S,} unabhingig sind und die die integrierbare Intensititsfunktion {\(*)(z), = € R}
besitzen, d.h., es gelte

y A () dz < oo (42)

e In einem allgemeineren Zusammenhang werden wir spéter zeigen (vgl. Theorem 3.14), dass das zuféllige
Zshlmak {Np, B € B(R?)}, wobei

Z
Np=> Ny VB € B(RY), (43)

n=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal endlich ist, wenn die folgende Integrierbarkeitsbedingung erfiillt ist:
/ / AV (y — z) dy Ao (z) dz < 0o VB € By(RY). (44)
Rd JB

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass das in (43) eingefiihrte zufillige Z&hlmaft {Np} die folgenden Eigen-
schaften hat.

Theorem 3.10
o Wenn (44) gilt, dann ist {Ng} ein Cox—Prozess, dessen Intensititsfeld {\., v € R?} gegeben ist durch

Z
Ao =Y A(z—35,) Vo eRe. (45)

n=1
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o Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass der Poisson—Prozess {Sy,} stationdr ist, d.h., wenn es eine
Konstante \g > 0 gibt, so dass
Mz) = Ao Ve R?,

— dann ist auch der Coz—Prozess {Np} stationdr,
— und die Intensitit A\ = E Njg 1)« von {Np} ist gegeben durch

A= )Xo /R;d AV (z) dz . (46)

Abbildung 11: Matérn—Cluster-Prozess; Ao = 0.002, A\() = 0.1, R =10

Beweis
e Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus den allgemeinen Eigenschaften von Poissonschen
Cluster—Prozessen, die wir in Abschnitt 3.3 herleiten werden.

— Insbesondere zeigen wir in Abschnitt 3.3.3, dass das erzeugende Funktional G des in (43)
eingefiihrten Punktprozesses {Np} gegeben ist durch

G(f) Eem( /Rd(l f(x))Ad:1:> VfeH, (47)

— wobei {Ap} ein zufilliges Maf ist mit

Z
Ap = /BZ A (z - 8,)dx VB € BRY). (48)

n=1
— Mit Hilfe von Theorem 3.7 ergibt sich hieraus, dass {Np} ein Cox—Prozess ist, dessen zufilliges
Intensitatsmak {Ag} durch (48) gegeben ist.
e Wenn zusitzlich vorausgesetzt wird, dass {S,} ein stationirer Poisson—Prozess mit der Intensitét
/\0 iSt,
— dann ergibt sich aus (48), dass das zufillige Mak {Ap} stationir ist.
— Wegen Theorem 3.8 ist somit auch der Cox—Prozess {Np} stationir.
— Auflerdem ergibt sich aus (45), dass

EX,=E Y AD(=g,) ™oy [ A0 (e =2 [ AN (w)da,
n=1 R¢ R¢

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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— Hieraus und aus (31) bzw. (33) ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. O

Beachte

e Der in (43) eingefiihrte Cox—Prozess { Ng} wird in der Literatur Neyman—Scott—Prozess genannt.
e Wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dass

A falls € B(o, R),

AV (z) =
0, falls « & B(o, R)

(49)

fiir gewisse Konstanten A(), R > 0, dann sagt man, dass {Np} ein Matérn—Cluster—Prozess ist,
vgl. die Abbildungen 11 und 12.

o) @

SIS
Y

Abbildung 12: Simulation von Matérn—Cluster—Prozessen

3. Modulierte Poisson—Prozesse

Eine weitere Klasse von Cox—Prozessen ergibt sich, wenn das Intensitéatsfeld {A;} durch ein so genanntes
Keim—Korn-Modell induziert wird.

Hierfiir sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der
Intensitidt Ao € (0,00), wobei S, als Keim und die Kugel B(S,,,r) mit Mittelpunkt S,, und Radius
r > 0 als das zugehorige Korn aufgefasst werden.

Sei F die Familie aller abgeschlossenen Teilmengen in R?. Fiir eine Zahl r» > 0 betrachten wir die
(zufallige) Menge =: Q — FF, die Keim—Korn—Modell genannt wird und die gegeben ist durch

s

I
—

[1]

K2

Beachte: Man kann sich leicht tberlegen, dass die Vereinigung auf der rechten Seite von (50) mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine abgeschlossene Menge ist.

Das Intensitétsfeld {)\,, = € R?} ist dann gegeben durch den Ansatz
A1, fallsz ez
Ao = (51)
Ao, fallsz & Z,
wobel A1, A2 € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A1, A2} > 0 sind.

Ein Cox—Prozess {Np}, dessen Intensitétsfeld {\,} durch (51) gegeben ist, wird modulierter Poisson—
Prozess genannt, vgl. Abbildung 13.
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Abbildung 13: Modulierter Poisson-Prozess

— Im Spezialfall, wenn A; = 0 (und somit Ay > 0), spricht man von einem Swiss—Cheese—Modell.
— Wenn umgekehrt As = 0 (und A\; > 0), dann sagt man, dass der Cox—Prozess {Ng} ein Inner—
City—Modell ist.

Theorem 3.11  Sei kg = v4(B(o,1)) das Volumen der d—dimensionalen Einheitskugel. Fir die Intensitat
A eines modulierten Poisson—Prozesses {Np}, dessen Intensititsfeld {\,} durch (51) gegeben ist, gilt dann

A=A (1 —exp(—=Aorar?)) + Az exp(—Agra %) (52)

Beweis
e Weil das in (51) eingefiihrte Intensitatsfeld stationdr ist, ergibt sich aus Theorem 3.8, dass der
zugehdrige Cox—Prozess {Np} stationér ist.
e Aus der allgemeinen Darstellungsformel (33), die in Theorem 3.9 fiir das Intensititsmal von sta-
tionaren Cox—Prozessen hergeleitet wurde, ergibt sich unter Beriicksichtigung von (51), dass

A = E)\O:)\lp(OEE)-i‘/\QP(OgE)
= MPH{n: S <r}>0)+XPH#H#{n:|S,) <r}=0)
= A (L —exp(—=Aorar?)) + A2 exp(—Aoka r?). 0

3.2.4 Varianz und asymptotische Normalverteiltheit des Intensititsschéitzers

1. Neyman—Scott—Prozesse

e Sei {Np} ein Neyman—Scott—Prozess, der durch (43) gegeben ist und den Integrierbarkeitsbedin-
gungen (42) und (44) geniigt.

e Wenn {S,} ein homogener Poisson-Prozess ist, dann ergibt sich aus Theorem 3.10, dass {Np} ein
stationdrer Cox—Prozess ist und dass

R = Dw (53)
Y v

fiir jedes W € Bo(R?) mit 0 < v4(W) < oo ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Intensitit A von
{NB} ist.
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Die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von :\\W ist niitzlich.

Lemma 3.1  Sei {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit \o. Dann gilt fir jede
Borel-Menge W € By(RY) mit 0 < vg(W) < 0o

ar N — Ao M) () da Vd(Wﬂ(W*(IQ*Il))> (D (20 s
Y o) (/RA s [ [, a7 AD @A (a2) oy d

(54)

Beweis

e Mit der Kurzschreibweise P(d{s,}) = P({Sn} = d{sn}) ergibt sich aus der Definitionsglei-
chung (43) von Ny, dass

E (Nw)® = /]E (i Nég)_sn)zp(d{sn})

n=1

n=1

/ ((i Var Nl ) + (i /W_S A“>(x>dx)2> P(d{s,}).

— wobel in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass N‘S&)_ 819 N&%) sy0 - - - unabhéngige Zufalls-
variablen sind mit

N, ~ Poi( / () da)
W—sy,

— und dass somit insbesondere

XD (2)d )) P(d{s,})

Sn

ENG) . =VaNg , = / AD () da .
W—sn

e Hieraus ergibt sich, dass

E(Nw)® = /( Z/W Z/W (@) da) ) P(d{s,})
_ / Z/W ) AD (g dx (d{sn}) /Z /W ) A(”(x)dx)QP(d{sn})
H (), m@an)(f aW@ar)ras)

n#m

2
© AO// )x(l)(x)dz:dy—i-)\o/ (/ A(l)(x)dx> dy
Rd JW —y R NW—y
2
+()\0// A(l)(x)dxdy)
R JW —y

= dova(W) [ AD(2)da

+)\0/ / Vd Wﬁ ( 2—Tl)))/\(l)(l‘l)A(l)(JTg)dxl da?g
R4 JR4

+ AO/ / AD (a:)da:dy) :
Rd JW —y

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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o Weil
)\0/ / AD () dz dy = Ao z/d(W)/ AV (z)de © E Ny,
R JW—y Rd

ergibt sich somit, dass
Var Ny = Xo l/d(W)/ A () dz
Rd

+Ao / / va(WN (W — (z2 — xl))))\(l)(xl)/\(l)(xg) dzq das . O
Rd JRA

Aukerdem hat der Schiitzer Ay die folgenden asymptotischen (Giite—) Eigenschaften.

Theorem 3.12

1. Sei Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R%) mit v4(W,,) — oo fiir n — oo.
Dann ist der erwartungstreve Schdtzer Ay, schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P([Aw, — A >¢)=0. (55)

2. Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass

lim Vg (Wn Nnw, — CC))

=1 Vo eR?, 56
n—oo Vd(W’n) ( )

dann ezistiert der Grenzwert o = lim,, .o, vq(W,,) Var A\w., , wobei

o2 = X (/R A (2) da + (/IR A (@) dx)z) , (57)

und der Schditzer Xwn ist asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes x € R gilt

( Vd(Wn)

lim P
im 2

n—oo

(w, —A) < x) — ®(x), (58)

wobei ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Beweis
o Aus Formel (54) in Lemma 3.1 ergibt sich, dass lim,, o Var Aw, = 0, wenn v4(W,,) — cc.
— Hieraus und aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18) ergibt sich, dass

< Var A
lim P(Aw, — A >¢) < lim W — g,
n—oo n—oo g
— Damit ist die Giiltigkeit von (55) bewiesen.
o Offenbar gilt
W, N (W, —
W D Wn —2) _ Vn>1.

Vd(Wn) o

— Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz ergibt sich deshalb aus
(54) und (56), dass

~ 2
lim vy(W,) Var Aw,, = Ao (/ AW (z) dz + ( A () dx) ) .
R R

n— oo

— Damit ist (57) bewiesen.
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e Um die Verteilungskonvergenz (58) zu beweisen, betrachten wir die entsprechenden charakte-
ristischen Funktionen (dhnlich wie im Beweis von Theorem 2.9) und zeigen, dass
Ny, —EN 252
lim Eexp(isu) :exp(fs—a) VseR, (59)
n—oo Vd(WrL) 2

2

wobei die asymptotische Varianz o in (57) gegeben ist.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Erwartungswert

G(f)=E (H f(s;>> :

der in der Definitionsgleichung (6) des erzeugenden Funktionals G eines (beliebigen) Punkt-
prozesses {5’} betrachtet wurde, auch fiir Funktionen f : R? — C mit

fl@) =14 (e —1)Ip(z) Vz e R? (60)

wohldefiniert ist, wobei s € R und B € By(R%).

e Dabei ist G(f) fiir die in (60) betrachtete Funktion f : R? — C, die charakteristische Funktion
der Zufallsvariablen N = #{n: S, € B}, d.h., es gilt

G(f) =Ee*Vs (61)

o Auferdem werden wir in Abschnitt 3.3.3 zeigen (vgl. auch (47) und (48)), dass

G(f)=E exp (/ (1—f(2)) Z AD (2 — Sk)dw> .
Re k=1
e Hieraus und aus (60) bzw. (61) folgt, dass
E (exp(is\/l/d(Wn) XW”)
= E exp(/ (eiS/V va(Wn) _ 1) i A(l)(m - Sk) dx)

n k=1

= E ﬁ exp(/ e's/Vva(Wn) _ 1))\(1)(x —Sk) dx)
k=1

(
— Wn
exp()\o (/]Rd exp(/‘;v (gﬂm - 1)/\(1)(z —9) dx) - 1)dy) ,

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional
von Poisson—Prozessen ergibt.

e Somit ergibt sich durch Taylor—Reihenentwicklung der (mittleren) Exponentialfunktion des
letzten Ausdruckes, dass

E (exp (iS\/m 3\\Wn>
— e </\0 / / (e*/VeatWo) — 1)XD (5 — y) da dy
R JW,

2 ()t

n
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e Durch Taylor—Reihenentwicklung der beiden inneren Exponentialfunktionen ergibt sich nun,
dass

(exp( sv/va(W, )‘Wn)
= exp<1s\/r)\o/ AV (z) dz

- § )\(/R AD () dz + (/R A<1>(x)dx)2) +0(1)> :

o Hieraus und aus (46) folgt, dass

2

lim E (exp(is\/m (XWn — )\))) = exp (— % Ao (/Rd A () dx + ( H%d AD) (2) dx)2)> .

n—oo

e Wegen (57) ist dies gleichbedeutend mit (59). O

2. Modulierte Poisson—Prozesse

e Sei nun {Np} ein modulierter Poisson—Prozess, dessen Intensitéitsfeld {\,;} durch (51) gegeben ist.

e Dann ist klar, dass
~ Nw
Aw = 2
W (W) (62)

fiir jedes W € Bo(R%) mit 0 < v4(W) < oo ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Intensitit A von
{NB} ist.

o Auferdem gilt die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von XW, die sich auf Ahnliche Weise
herleiten ldsst, wie die Varianzformel (54) fiir Neyman—Scott—Prozesse in Lemma 3.1.

Lemma 3.2 Sei {Np} ein modulierter Poisson—Prozess. Dann gilt fiir jede Borel-Menge W € By(R%)
mit 0 < vg(W) < oo

()\1 — /\Q)E Vd(W N E) + )\QVd(W) + ()\1 — )\Q)QVBI I/d(W N E)

Var XW = 63
W) (63
Beweis
o Mit der Kurzschreibweise P(d{) = P(Z2 = d¢) ergibt sich hnlich wie im Beweis von Lemma 3.1,
dass
Var Ny = / (Alud(W NE) + Aava(W N EY) + (Mva(W N E) + Agra(W N 50))2) P(d¢)
F

—(/F()\lud(W NE) + Aova(W NEY)) P(df))2

= E (Ava(W 0Z) + Aava(W NE9)) + Var (Ava(W 0 ) + dava(W NE))

E ((A1 ) ra(WNE) + )\gz/d(W)) + Var (()\1 A wa(WNE) + /\gyd(W)>
(A1 = A)E vg(W N E) + Aavg(W) + (A1 — Xo)*Varvg(W N E).
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e Hieraus folgt, dass

Nw
l/d(W)
()\1 - /\Q)E Ud(W N E) + AQVd(W) + ()\1 — )\2)2\/81 Vd(W n E)
A7) =

VarXW = Var

Beachte
e Fiir das in (50) eingefiihrte Keim—Korn—-Modell Z ergibt sich aus der Stationaritit des zugrunde
liegenden Poisson—Prozesses {5, }, dass

P(o€E) = P(z € E) Vz e R? (64)

und
Evg(BNE)=Evg((B+z)NE) Yz eRY, B e By(RY). (65)

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Volumenanteil Evy([0,1]¢ N Z) mit der sogenannten
JEinpunkt—Uberdeckungswahrscheinlichkeit” p, = P(o € Z) von E {ibereinstimmt.

e Auferdem sind die folgenden Eigenschaften des Keim—Korn—Modells = niitzlich.
Lemma 3.3

1. Es gilt
Evy([0,1]4NE) = P(o € E) = 1 — exp(—Agrar?). (66)

2. Fiir jedes W € By(R?) mit 0 < vg(W) < oo ist durch

ein erwartungstreuer Schitzer fir p, = P(o € E) gegeben.
3. Sei Wy, Ws, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(RY) mit

Vd(Wn N (Wn - .13))

li W,) = d li =1 VzeR? 68
nLII;OVd( ) =00 un Jim V) x € (68)
Dann gilt
lim vy(W,,) Varpw, = / (po,m — pg) dx, (69)
n—oo Rd

wobei poy = P({0,2} € E).

Beweis

e Aus (64) und aus dem Satz von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge ergibt
sich, dass

E Vd([07 1}d N E) - E / I= ([L‘) dz Satzvo;Fubini / E 1= ($) de
[0,1]¢ [0,1]¢

- / P(z € E)da (6:4)/ P(o€E)dz = P(o€ =).
0.1 0.1

o Auferdem ergibt sich so wie im Beweis von Theorem 3.11, dass

Plo€E) = P(#{n:|S,| <7} >0) =1 —exp(—Aokar?).
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e Damit ist (66) bewiesen.
e Aus der Invarianzeigenschaft (65) ergibt sich mit Hilfe des Lemmas von Haar, dass

Evg(W NE) = vg(W)Evy([0,1] N ZE) VW € Bo(RY)

und somit
E Vd(W N E)

va(W)
e Um die Giiltigkeit von (69) zu zeigen, iiberlegen wir uns zunichst, dass fiir jedes W € By(R9)

(66)

Epw = = Evy([0, 1] E) Do -

V2(W)Varpy = E ((,,d(w nz)— Vd(W)pO)Z)

([ )~ poyau [ () ) a)

E ((I=(u) — po)(I=(v) — po)) dudv

I
s =

(E =(u)I=( ))—pi)dudv
(

ou—v — p2) dudv

I
TSI
R I It

(po,r - o) dx dv

—v

Ty —o(z) dv (po,x — p3) dz

[

— T

WNW =2)) (pos —p2) da.

d

e Hieraus und aus (68) ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konver-

genz, dass
lim vq(W,,) Var pw, = / (poﬂc — pz) dx,
n—oo R
weil ( ( ))
vg(Wo, N (W,, —x 2 d
o0 — Dp) < ol r VreR
V2OV (Pow = P5) < Polpom (@) @
und weil somit die Funktion = — poIp(, (z) eine integrierbare Majorante ist.
e Damit ist (69) bewiesen. O

Abbildung 14: Bestimmung der Zweipunkt—Uberdeckungswahrscheinlichkeit p, . fiir |z| > 2r

Beachte
e Die ,Zweipunkt-Uberdeckungswahrscheinlichkeit” p, ., = P({o,z} € Z) in (69) ist gegeben durch
2po — 1+ (1 — po)? exp(Aova(B(o,r) N B(z,7))) fiir 2] < 2r,

Po,x = (70)
P2 fiir |z| > 2r,
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denn es gilt (vgl auch die Abbildungen 14 und 15)

Doz = P({0733}€E)
1= PlogZ) - Pl ¢ =)+ P({o,x} ¢ E)
1-2P(0 ¢ E)+ P(#{n: S, € B(o,r)UB(z,r)} =0)

— 1-2P(0¢E)+ (1 — exp(—=Aova(B(o,r) U B(l‘,’r'))))

= 1-2P(0€3)+ (1 — exp(=Aova(B(o,7) UB(x,r))))
= 2p, — 1+ (1 —po)?exp(Aova(B(o,7) N B(z,1))),
wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass
Plo ¢ E) =1—p, = exp(—Xova(B(0,1)))

und
va(B(o,r) U B(x,r)) = 2v4(B(o,7)) — va(B(o,7) N B(z, 7)) .

e Wenn d = 2, dann ergibt sich fiir den Ausdruck vy(B(o,7) N B(z,r)) in (70), dass

2r2 arccos — i |x| VAaAr? —|z|?  fir x| < 2r,

va(B(o,7) N B(z,r)) =

0 fiir || > 2r.
o Fiir d = 3 gilt
4 3( Blal ey o
a1 + —) fiir |z| < 2r,
viy(B(o,7) N B(z,r)) =4 3 mr 4r 1673 i fz < 2r
0 fiir |z| > 2r.

Abbildung 15: Darstellung der Schnittfliche B(o,r) N B(z, )

Mit Hilfe von Lemma 3.2 und 3.3 lésst sich nun dhnlich wie in Theorem 3.12 zeigen, dass der Intensitéts-
schitzer Ay die folgenden Eigenschaften hat.

Theorem 3.13

1. Sei Wy, Ws, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(RY) mit v4(W,,) — oo fiir n — oo. Dann
ist der erwartungstreue Schétzer \w, schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P(Aw, — Al >¢) =0. (71)
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2. Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass

lim Vq (Wn N (Wn - J‘))

=1 Vo eRY, 72
n—oo Vd(Wn) ( )

dann existiert der Grenzwert 02 = lim,, o v4(W,,) Var Ay, , wobei

0% = A1 po + A2(1 = po) + (A1 — A2)? /d (Pow — p3) du (73)
R
und die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten p, = P(o € Z) und p, . = P({o,z} € E) in (66) bzw. (70)
gegeben sind.

3. Auferdem ist dann der Schatzer Xwn ist asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes © € R gilt

lim P

n— oo

( Vd(Wn)

o2

O, — A) < a?) = O(z). (74)

Beweis

Weil vg(W,, N Z)/ve(W,) <1 fiir jedes n > 1, ergibt sich aus Lemma 3.2, dass

lim Varan =0.

n—oo

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (71) mit Hilfe der Tschebyschew—Ungleichung.

Auferdem ergibt sich aus Lemma 3.2, dass

lim vg(W,) Var A,

_ lim ()\1 — )\Q)E Vd(Wn M E) + /\QVd(Wn> + ()\1 — )\Q)QVar l/d(Wn M E)
n— 00 Vd(Wn)

(/\1 — )\Q)E Vd([o, l]d N E) + /\2 + (/\1 - )\2)2 hm w .

n—oo yd (Wn)

Hieraus und aus Lemma 3.3 ergibt sich die Giiltigkeit von (73).

Um (74) zu zeigen, kann man dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.12 vorgehen, und zwar ergibt
sich die Giiltigkeit von (74)

— mit Hilfe des Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen reellwertiger Zufallsvariablen
(vgl. Theorem WR-5.7)

— und unter Verwendung der Darstellungsformel (28) des erzeugenden Funktionals von Cox—
Prozessen

— bzw. der Taylor—Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. (]

3.3 Cluster—Prozesse
In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Modellansatz von ,geclusterten” Punktprozessen, den wir in Ab-

schnitt 3.2.3 zunfchst nur fiir den Spezialfall der Neyman—Scott-Prozesse bzw. der Matérn—Cluster—Prozesse
betrachtet hatten.

3.3.1 Definition und erzeugendes Funktional

e Sei {S,,} ein beliebiger Punktprozess mit dem Intensititsmaf {u(*)(B), B € B(R%)}, das lokal endlich und
diffus sei, und sei Z = #{n: S,, € R?} die (zufillige) Anzahl der Atome von {S,} in R%
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o Auferdem sei {N g)}, {N 1(92)}, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Punktprozessen, die von
{S,} unabhingig sind und deren Intensitiitsmak {u")(B), B € B(R?)} endlich ist, d.h., u)(R?) < oo.

Theorem 3.14  Das zufillige Zihlmafi {Ng, B € B(R?)} sei gegeben durch

z
Np =Y N's VB e BRY). (75)
n=1
1. Wenn
/ u(l)(B —x) M(O)(dx) < 00 VB e BO(Rd)v (76)
Rd'

dann ist {Ng} mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal endlich, wobei das Intensititsmafi {(B), B € B(RY)} von
{Ng} gegeben ist durch

uwri@u“w7><%mu VB e BRY. (77)

2. Wenn der Punktprozess {S,} stationdr ist mit der Intensitdt Ao, dann ist auch {Np} stationdir, und die
Intensitit A = E Nyg 1)« von {Np} ist gegeben durch

A= X pM(RY). (78)

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (75) von {Np} ergibt sich, dass fiir jedes B € B(R?)

A {571 Z({Sn})
ENg =E (ZN};)SJ_) :/ ( Z N ) (d{sn}) / Z ENY) o, P(A{sn}).
j=1
— Mit Hilfe des Campbellschen Theorems (vgl. Theorem 3.1) ergibt sich also, dass
ENy = / END 1O (dz) = / 1O (B = 2) 1 (dz) VB € B(RY).
R4 Rd

— Damit ist (77) bewiesen.
e Aus (76) folgt nun, dass E Ng < oo und somit auch P(Np < oo) = 1 fiir jedes B € By(R?).
e Sei {5, } stationdr. Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (75) von {Np}, dass

Z
(Ng,,...,Np,) = (ZN“ gy ZNB” s)

) i;l ;
= (ZNE (semay o NG (s, —T>>
=1 i=1

= (NBl+x7~"7NBn+x)

fiir beliebige n > 1, By, ..., B, € B(RY) und # € R?, d.h., {Np} ist stationir.
e Die Formel (78) fiir die Intensitit A von {Npg} ergibt sich unmittelbar aus (77), denn es gilt

A= (0.1 P a0 [ 0011 = a)dr = 2o u V(RS .
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Beachte

e Wenn die Integrierbarbeitsbedingung (76) erfiillt ist, dann sagt man, dass das in (75) definierte zuféllige
Zahlmah {Np} ein Cluster—Prozess ist.

e Der Punktprozess {S,} heillt Primdrprozess; die Punktprozesse {N](Bl)}, {NJ(BQ)}7 ... werden Sekunddr-
prozesse genannt.

e Wenn {S,,} ein Poisson—Prozess ist, dann sagt man, dass {Np} ein Poissonscher Cluster—Prozess ist.

Das erzeugende Funktional eines Cluster—Prozesses lasst sich durch die erzeugenden Funktionale der Primir— und
Sekundérprozesse ausdriicken. Dabei setzen wir stets voraus, dass die Integrierbarkeitsbedingung (76) erfiillt ist.

Theorem 3.15  Flir das erzeugende Funktional G : H — [0,1] des Cluster—Prozesses {Np} gilt

A
E<H G[S"](f)> VfeEH, (79)

n=1

wobei G71 - H — [0,1] das erzeugende Funktional des (um den Vektor x € RY verschobenen Sekundir—) Punkt-
prozesses {N](;lm, B € B(RY)} ist.

Beweis

e Sei {5/} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}, und sei Z' = #{n : S/, € R?} die Gesamt-
anzahl der Punkte des Cluster—Prozesses {Np}.

e Dann ergibt sich aus den Definitionsgleichungen (6) und (75) des erzeugenden Funktionals bzw. des
Cluster—Prozesses {Np}, dass

7 7

j=1i=1
wobei {Si(j), i > 1} eine messbare Indizierung der Atome des Sekundérprozesses {Ng)} und ZU) =
#{i: SY) € RY} die Gesamtanzahl der Punkte von {NY'} ist.

o Wegen der Unabhingigkeit der Punktprozesse {S,}, {SZ-(U}, {Si@)}, ... ergibt sich hieraus, dass

Z({sn}) 29 _ Z({sn}) 7@ _
G(f) = / E( 11 Hf(Sf”—sj)> (d{sn}) / H (Hf<s§”—sj>> P(d{sn}).
j=1 =1 i—1

e Somit gilt
Z({sn})

/ H GIl(f) P(d{sn}) = (HGW(f))

j=1

wobei

71
E(H f(SZ-(l)—x)> Vo cRY. 0
i=1

Beachte

e Das Produkt in (79) kann aus unendlich vielen Faktoren bestehen; insbesondere dann, wenn der Primér-
prozess {5, } stationir ist.
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e Das Produkt in (79) ist dennoch stets wohldefiniert, weil die Werte sdmtlicher Faktoren zwischen 0
und 1 liegen.

Korollar 3.3 Wenn der Primdrprozess {Sn} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf {u(©)(B)} ist, dann
gilt fiir das erzeugende Funktional G : H — [0,1] des Poissonschen Cluster—Prozesses {Ng}, dass

G(f) = exp (/R (G[ﬂ(f) _ 1) u(o)(dx)> VieH. (80)

Beweis

e Aus der Darstellungsformel (79) fiir das erzeugende Funktional des Cluster—Prozesses {Np}, die in
Theorem 3.15 hergeleitet wurde, ergibt sich, dass

G(f) = lim Go(f;) Vienr, (81)

T—00

wobei Go : H — [0, 1] das erzeugende Funktional des Poissonschen Primérprozesses {S,} ist und die
Funktion f. € H gegeben ist durch

[z] G
| GE sl <,

1 fir |z| > 7.

— Denn es gilt fiir jedes f € H

Z
a() 2 E (H G”“(f)) -E (Tliggo I1 G[S”](f)>
n=1

n: S, EB(o,r)
Z
= lim IE( 11 G””(f)) = lim E (H fé(Sn))
e n: S, €B(o,r) e n=1
2 lim Go(f)),

— wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (6) des erzeugenden Funktionals von
Punktprozessen ergibt

— und die Vertauschbarkeit von Erwartungswert und Grenzwertbildung in der dritten Gleicheit mit
dem Satz {iber die monotone Konvergenz begriindet werden kann.

e Mit Hilfe der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional des Poisson—Prozesses {5, }, die in
Theorem 3.3 hergeleitet wurde, ergibt sich nun aus (81), dass fiir jedes f € H

G @ lim Gl

T —00

© Tlingo exp </]Rd (fi(z)—1) u@)(dl‘))

= TIEEO exp (/B(O , (G[w] (f) — 1) w0 (dx)>
= exp </Rd (G[w] (f) — 1) 1@ (dx)) . -
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3.3.2 Poissonsche Cluster—Prozesse; Eigenschaften des Intensititsschéitzers

Wir diskutieren nun zwei asymptotische Eigenschaften des Intensitéitsschitzers Ay = Ny Jva(W) fiir stationire
Poissonsche Cluster—Prozesse und verallgemeinern dabei die Ergebnisse, die in Abschnitt 3.2.4 fiir Neyman-Scott—
Prozesse hergeleitet worden sind.

e Sei {5, } ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit Ag. Dann ergibt sich aus Theorem 3.14,

— dass der Poissonsche Cluster—Prozess { Ng} stationér ist und

— dass N
Aw = —= 82
fiir jedes W € Bo(RY) mit 0 < vg(W) < oo ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Intensitit A von
{NB} ist.

o Auferdem gilt die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von Aw.

Lemma 3.4 Sei W € By(R?) eine beliebige Borel-Menge mit 0 < vg(W) < co. Wenn

/ E(NY )" dz < oo, (83)
Rd
dann gilt
~ Ao (1) 2
Var \yy = / E(Ny_,) dx. 84
Vﬁ(W) R ( w ) ( )
Beweis

e Um die Giiltigkeit von (84) zu zeigen, gehen wir dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.1 vor.

e Mit der Kurzschreibweise P(d{s,}) = P({Sn} = d{sn}) ergibt sich aus der Definitionsgleichung (75)
von Ny, dass

oo

E(Nw)? = / (ZN&%) (dfsn})

0o 2
e (z (v, - msazsj +M;a>s])) P

e Hieraus ergibt sich, dass
E(Nw)® = /((ZVar ) +/§:(EN§5)_SJ)2P(d{sn})
/Z EN” )(EN” ) (A{sn})

i#]

2 2
© Ao/ VarNV(;)_mdx+)\0/ (ENG.) dx+()\o/ ENy.,dz)
R4 Rd Rd

wobei sich die letzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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e Somit ergibt sich, dass

Var Ny = /\0/ E(NY ) de. 0
Rd

Mit Hilfe von Lemma 3.4 ergeben sich die folgenden asymptotischen Eigenschaften des Schétzers .

Theorem 3.16

1. Sei Wy, Ws,... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € Bo(R%) mit vq(W,,) — oo fiir n — co. Wenn es
Konstanten ¢ < co und 6 € (0,1) gibt, so dass

vy (W) /Rd E(Ny ) de<c Vn>1, (85)

dann ist der erwartungstreue Schitzer XW" schwach konsistent, d.h., fiir jedes € > 0 gilt

lim P(|Aw, — Al >¢e)=0. (86)

2. Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass der Grenzwert

Mo Joo B (Vi) )" da

2 . N .
=1 Wy,) Var Ay, = 1 87
7% =l vaWa) Var A, = iy =20 s 0
existiert, wobei 0 < 02 < oo, und wenn die Lindeberg-Bedingung
. 1 1) 2 1))
lim ——— N N, =
nl—>ngc Vd(Wn) ‘/Rd E (( W,szzz) ]I(EV Vd(W71)7OO)( W"iaj)) dz =0 ve>0 (88)
erfiullt ist, dann ist der Schdtzer XWH asymptotisch normalverteilt, d.h.,
Wa) =
lim P( Val k ) (Cw, = A) < x) = O() VzeR. (89)
n—oo o

Beweis
e Aus (84) und (85) folgt, dass lim,, Vaurxwn = 0. Die stochastische Konvergenz in (86) ergibt sich
somit auf die gleiche Weise wie im Beweis der Theoreme 3.12 bzw. 3.13.

e Um die Verteilungskonvergenz (89) zu beweisen, benutzen wir eine ,, Abschneidetechnik” und betrachten
zundchst die Zufallsvariablen

o0

_ (n) : (n) _ ar(n) (n)
Nw,e=Y Ny 5., wobei Ny’ g = Nwo-s. Vo .\ facv) (M, —s,) -
k=1

e Dabei geniigt es zu zeigen, dass es eine Nullfolge ¢ = e(n) — 0 fiir n — oo gibt, so dass

. . Nw,—ENw, . 52
lim E ex (13 U i ) ex (—) =1 VseR 90
n— 00 p A /VarNng P 2 ( )

sowie

2
Nw, —ENw, — (Nw, . —EN
lim IEI( U w, — (Nwc W"’E)> -0

\ Var NWn

. Var Ny, «
und lim ——2—
n—oo  Var Ny,

n—oo
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— Denn (90) ist gleichbedeutend mit
Nw, e —ENw,.. D

— N(O, 1) ,
v/ Var Ny, .

— und wegen (91) gilt dann auch
Nw. —EN;
N, —ENw, D xip 1),
v/ Var Ny,
— Mit Hilfe von (84) und (87) ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (89).
e Die Nullkonvergenz in (91) ergibt sich unmittelbar aus (87) und (88),

— denn es gilt

lim E

n—oo

2
< Nw, —ENw, — (Nw, - —ENw, ) )

v/ Var Ny,
B . ova(Wh) 1 1) 2 (1)
B nh—>H;o Var NWn nh—>H;o Vd(Wn) /Rd E ((NW”im) ]I(E Vd(WrL)>OO) (NW"iz)) dx

87 o . 1 (1) 2 (1) (88)
= 07 lm s /RdE((NWFI) 1. o) (VW ) ae Fo.

— Hieraus folgt aufserdem, dass

I Var Ny, « 1= 1 Var Ny, . — Var Ny,
im ——— —1= lim
n—oo  Var Ny, n—00 Var Ny,

= 0.

e Um die Giiltigkeit von (90) zu zeigen, kann man wie folgt vorgehen.

— Mit Hilfe von Korollar 3.3 ergibt sich so wie im Beweis von Theorem 3.12 (vgl. (60) und (61)),

dass
N( ) N( )
E ( NWnyE ENWn75 ) )\ / E ( 18 T Wh—me 11— IS n—,E ) d
explis =ex ex
P v/ Var Ny, - P o P v/ Var Ny, . v/ Var Ny, .

— Wenn wir dabei die in Lemma 3.4 hergeleitete Varianzformel (84) beriicksichtigen, dann erhalten
wir insgesamt, dass

. NW.,LE_ENW,LE 32
Eexp(ls . : ) exp(;)

v/ Var Ny, .

= exp <)\0/ E (exp ‘EV')‘_xs 11— 13N{£V,)L—xa 1 (SN‘%')L_”)z> dx) )

v/ Var Ny, . \/VarNWn’E 2 \/Var Ny, «

— Aus der Ungleichung

3
‘exp(ix)—l—ix—i— %‘g% Ve eR,
ergibt sich nun die folgende Abschitzung
\ / IE( isN(ly)l_q5 L is NI i_me 1 ( SN‘E{]}Z—xE )2> d
ex —_— T
0 P v/ Var Ny, . v/ Var Ny, . v/ Var Ny, -

)‘0|S|3 fRd]E<NISIi,)L7w,E)3 L < )‘0‘ ‘3 \/Vd f]Rd (N(lnfma)de

- 6(Var Ny, .)3/2 - 6(Var Ny, )3/2

|sPe | _va(Wn)
6 VarNng '
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— Damit ist (90) bewiesen, weil die Nullfolge ¢ = &(n) so gewihlt werden kann, dass der letzte
Ausdruck beliebig klein wird. O

3.3.3 Beispiele: Gauli—Poisson—Prozesse, Neyman—Scott—Prozesse

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Klassen von Poissonschen Cluster—Prozessen, deren Sekundarprozesse
{Ng)}, {N](;)}, ... jeweils eine spezielle Struktur besitzen. Der Primérprozess {S,} sei in beiden Fallen ein
homogener Poisson—Prozess mit der Intensitéit Ag.

1. Gaufi—Poisson—Prozesse

e Sei S 8@ . Q — R?U {co} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
vektoren, die den Wert ,,Unendlich” annehmen kénnen und die von dem Poissonschen Primé&rprozess
{S,,} unabhingig sind. Dabei gelte P(S™") = 0) = 0.

e Die Sekundérprozesse {Ng)}, {Ng)}7 ... seien gegeben durch

N = 5,(B) + 60m (B) Vn>1, B € BRY. (92)
e Der Poissonsche Cluster—Prozess {Np} mit Ng = > > | N ](;f g, wird dann Gaufi-Poisson—Prozess
genannt.
Stﬂl
.Sn
. g2
’ SHf]
.sz
Abbildung 16: Gauss-Poisson—Prozess
Beachte

e Aus (92) ergibt sich, dass jeder Primérpunkt S, auch ein Punkt des Cluster—Prozesses {Np} ist
und dass S,, mit der Wahrscheinlichkeit p = P(S(!) € R?) einen weiteren Sekundirpunkt an der
Stelle S,, + S™ erzeugt, vgl. Abbildung 16.

e Aus Korollar 3.3 folgt, dass das erzeugende Funktional G : H — [0,1] eines Gauk-Poisson—
Prozesses gegeben ist durch

G(f) = exp (/\0 [ (a=nt@+p [ f@ra+psan -1) d:c) VfEH, (93)
wobei Ps : B(RY) — [0,1] mit Ps(B) = p~'P(S™") € B) die bedingte Verteilung der Abweichung

des zweiten Sekundirpunktes vom auslésenden Primirpunkt ist (unter der Bedingung, dass es
einen solchen zweiten Sekundédrpunkt gibt).
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2. Neyman—Scott—Prozesse

e Sei {an), i,n > 1} eine Doppel-Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren
Sl-(”) : Q — R?, die von dem Poissonschen Primérprozess {S, } unabhingig ist.
— AuRerdem sei T, T7®) ... : Q — {0,1,...} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten

Zufallsvariablen (mit nichtnegativen ganzzahligen Werten), die von den Folgen {Si(")} und {S,}
unabhéngig ist.
— Fiir die Gesamtanzahlen 7™M, T®) . von Sekundirpunkten je Primirpunkt gelte ET) < oo.

e Die Sekundirprozesse {N](Bl)}, {NJ(;)}7 ... selen gegeben durch

T(n)
N](Bﬂ) = Z dgm (B) ¥n>1, BeBRY). (94)
i=1

e Der Poissonsche Cluster—Prozess {Ng} mit Ng = >~ | N gi) s, wird dann Neyman—Scott-Prozess
genannt, vgl. Abbildung 17.

¢S,
)
U 83
S” (n)
n
L ] SI
L]
S
n+1
L 2
s

n-1 7
(n-1)
SI

Abbildung 17: Neyman—Scott—Prozess

Beachte

1) Aus Korollar 3.3 folgt, dass das erzeugende Funktional G : H — [0,1] eines Neyman—Scott—
Prozesses gegeben ist durch

G(f) = e (AO [ (o( ] s pstan) <1) dx> vieH, (99

wobei Pg : R? — [0, 1] die Verteilung von Si(n) ist und ¢ : [-1,1] — [0, 1] die erzeugende Funktion
der Gesamtanzahl von Sekundérpunkten ist, die von einem Prim&rpunkt generiert werden, d.h.,

g(z) = E.7" Vzel[-1,1].

2) Wenn die Gesamtanzahl von Sekundarpunkten, die von einem Primérpunkt generiert werden,
poissonverteilt ist mit dem Parameter \;, d.h., wenn g(z) = e~V fiir jedes z € [~1,1], dann
ergibt sich aus (95), dass

G(f) :exp<)\0 /Rd(exp()\l(/w fle+y) Ps(dy) — 1)) — 1) dx) VfeH. (96)

3) Wenn auferdem vorausgesetzt wird, dass die Verteilung Ps des Vektors zwischen Sekundérpunkt
und zugehorigem Primérpunkt absolutstetig ist, dann ldsst sich (96) wie folgt umformen.
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o Mit Hilfe der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional des Poisson-Prozesses
{Sn}, die in Theorem 3.3 hergeleitet wurde, ergibt sich aus (96), dass

E (ﬁ exp (i ([ | £(S0+3) Psta) - 1)))

G(/)

E (exp()\l / f(Sn +y) Ps(dy) —1 )
= E (exp()\lz/ f(Sn+y) —1) Ps(dy) )
(exp )\12/ —1 Ps(dx — S >

E(—/Rd i_o: AW (z - S rLdT)>7

wobei A(Y) () = \; ps(x) und pg : R? — [0, 00) die Dichte von Pj ist.

o Der letzte Ausdruck stimmt mit den Formeln (47) und (48) iiberein, d.h., in diesem Fall
kann der Neyman-Scott—Prozess {Np} nicht nur als Poissonscher Cluster—Prozess, sondern
gleichzeitig auch als Cox—Prozess aufgefasst werden.

3.4 Ergodizitit; starke Konsistenz des Intensititsschitzers
Fiir stationdre Cox— bzw. Cluster—Prozesse wurden in den Abschnitten 3.2 und 3.3 hinreichende Bedingungen fiir
die schwache Konsistenz des Intensititsschitzers )\W diskutiert.

Wir geben nun einen Ergodensatz fiir allgemeine dynamische Systeme an und zeigen dann, wie dieser Ergodensatz
zum Nachweis der starken Konsistenz von Ay genutzt werden kann.

3.4.1 Dynamische Systeme; individueller Ergodensatz

Zunichst zeigen wir, dass stationdre Punktprozesse bzw. stationére zuféllige Mafie als dynamische Systeme auf-
gefasst werden kénnen.

e Zur Erinnerung: Mit N wird die Familie aller lokal endlichen Zihlmake ¢ : B(R?) — {0,1,...} U {co0}
bezeichnet, d.h., es gilt ¢(B) < oo fiir jedes B € By(R?) und @(UZOZI Bn) = >l 9(By) fiir paarweise
disjunkte By, Ba, ... € B(R?).

e Aufllerdem betrachten wir

— die o—Algebra ' C P(N), wobei NV die kleinste c—Algebra von Teilmengen von N ist, so dass ¢ +— ¢(B)
fiir jedes B € By(R?) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist,

— und die Familie {T,, x € R%} von (N, N)-messbaren Verschiebungsoperatoren T, : N — N, so dass
(T.9)(B) = ¢(B + ) Vz e RY Be B(RY), (97)

d.h., jedem Zdhlmak ¢ = " a,d,, aus N wird das Zéhlmak Ty = ) ands,—, zugeordnet, wobei
sdmtliche Atome von ¢ um den Vektor —x verschoben werden.

— Die ,Gewichte” a,, € R\ {0} der Atome s,, bleiben dabei unverindert.
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e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Punktprozess {Np} genau dann stationir ist,

— wenn seine Verteilung Py invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A) = P(N € A) fiir jedes A € N,

— d.h., die in Abschnitt 3.1 betrachtete Definitionsgleichung (16) fiir die Stationaritit von Punktprozessen
gilt genau dann, wenn
Py (A) = Py(T,A) VeeRY Ae N, (98)

wobei T, A ={T,p: ¢ € A}.
e Die Stationaritit von beliebigen (nicht notwendig ganzzahligen) zufélligen Maken {Ap} ldsst sich auf die
gleiche Weise charakterisieren.
— Hierfiir betrachten wir die Menge M der lokal endlichen Make 7 : B(R?) — [0, 0o], d.h., es gilt n(B) < oo
fiir jedes B € By(R?) und n(UZO:l Bn) =>""  n(By) fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R?).
— Auferdem sei M die kleinste o—Algebra von Teilmengen von M, so dass 1 — n(B) fiir jedes B € By(R?)
eine (M, B(R))-messbare Abbildung ist.

— Genauso wie in (97) definieren wir die Familie {T,, z € R?} von (M, M)-messbaren Verschiebungs-
operatoren T, : M — M, so dass

(T.n)(B) = n(B + z) Va e RY, B e BRY). (99)
e Man kann sich leicht iiberlegen, dass das zuféllige MaR {Ap} genau dann stationér ist,

— wenn seine Verteilung Py invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A) = P(A € A) fiir jedes A € M,

— d.h., die in Abschnitt 3.2 betrachtete Definitionsgleichung (30) fiir die Stationaritit von zufélligen
Mafsen gilt genau dann, wenn

Pr(A) = PA(T,A) VzeRY Ae M. (100)

wobei T, A = {T,n: n € A} fiir beliebige € R? und 4 € M.

Beachte

e Wenn die Wahrscheinlichlichkeitsriume (N, N, Pxy) bzw. (M, M, Py) mit der in (97) bzw. (99) einge-
fiilhrten Familie T = {T,, z € R?} von (maRerhaltenden) Verschiebungsoperatoren ergiinzt werden, fiir
die (98) bzw. (100) gilt, dann sagt man, dass (N, NV, Py, T) und (M, M, Py, T) dynamische Systeme
sind.

e Die in (97) bzw. (99) eingefiihrten Familien {T,, z € R?} von Verschiebungsoperatoren besitzen die
Eigenschaft einer (algebraischen) Gruppe, denn offenbar gilt

Tyrw =T, T, und T, T_,=1I Va2’ € RY.

e In Abschnitt 4 werden wir den Begriff des dynamischen Systems auch fiir den Fall eines beliebigen,
nicht niher spezifizierten Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) bendtigen.

— Dabei wird als Indexmenge G der Operatoren—-Gruppe {T,, x € G} nicht nur der (kontinuierliche)
d-dimensionale euklidische Raum R? betrachtet, sondern beispielsweise auch die (diskrete) Menge
Z=A...,-1,0,1,...} der ganzen Zahlen.

— Im letzeren Fall wird anstelle des Lebesgue-Mafes iiber B(R?), das Zshlma$ iiber P(Z) betrachtet.

— Deshalb fithren wir nun den Begriff des dynamischen Systems noch in einem allgemeineren Kontext
ein, der beide Situationen als Spezialfille erfasst.
Definition

e Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei G eine beliebige Abelsche lokalkompakte
Hausdorffsche Gruppe, die dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt.
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e Die Verkniipfungsoperation in G bezeichnen wir weiterhin mit ,+”. Auferdem sei B(G) die o—Algebra
der Borel-Mengen in G, und sei v : B(G) — [0,00] das (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmte) Haarsche Mafs, so dass

v(B) = v(B +z) VzeG, BeB@G).

o Sei {T,, v € G} eine Familie von eineindeutigen (F, F)-messbaren Abbildungen T, : @ — . Man
sagt, dass {T,} eine Stromung (bzw. ein Flow) in (Q, F, P) ist, wenn

P(A) = P(T,A) VzeG, AeF,
Tyiw =T, Ty und T,T_,=1 Va,2' €@,
{(z,w): Tyw e A} € B(G) ® F VAeF.

e Wenn T = {T,} eine Strémung in (2, F, P) ist, dann sagt man, dass das Quadrupel (Q, F, P, T) ein
dynamisches System ist.

Die Frage nach der starken Konstistenz des Intensitétsschatzer XW, die wir am Anfang von Abschnitt 3.4 erwihnt
hatten, hingt eng mit den beiden folgenden Fragestellungen zusammen.

Sei (Q,F, P, T) ein beliebiges dynamisches System, und sei X :  — R eine beliebige Zufallsvariable, so dass
E|X| < co. Aufserdem sei Wy, Wy,... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der Index-Menge G mit
0 <v(W,) < oo fiir jedes n > 1.

1) Unter welchen Bedingungen existiert der Grenzwert

X(w) = lim v (W)

/ X(T,w)v(dx) (101)
Wn
fiir P—fast jedes w € §, wobei v : B(G) — [0, 00] das Haarsche Maf ist.
2) Wann gilt fiir die in (101) gegebene Zufallsvariable X : Q — R, dass
X=E(X|I), (102)
wobel E (X | Z) die bedingte Erwartung von X beziiglich der c—Algebra
I={AeF: A=T,AVzeG}.

aller T—invarianten Mengen aus F ist.

Das folgende Resultat, dass in der Literatur individueller Ergodensatz genannt wird, gibt eine Antwort auf diese
beiden Fragen.

Theorem 3.17 Sei W1, Wa, ... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der Index—Menge G, so dass

Wy C Wiy und 0<v(Wy,) < oo Vn>1, (103)
y(Wn N (W, — x))

li =1
Jim (W) Ve el (104)

und . W)

v n - n

sup —————— < 00, 105
nZIi V(Wn) ( )

wobet W,, —W,, ={z—y: x,y € W, }. Dann existiert der Grenzwert in (101) fiir P—fast jedes w € Q, und es gilt
(102).
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Einen Beweis von Theorem 3.17 findet man beispielsweise in dem Buch von A.A. Tempelman (1992), Ergodic
Theorems for Group Actions: Informational and Thermodynamical Aspects, Kluwer, Dordrecht.

Beachte Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass der Grenzwert X (w) in (101) existiert und P-fast sicher
konstant ist. Dann ergibt sich aus (102), dass

X=E(X|I)=EX, (106)

d.h., das ,Raummittel” X stimmt mit dem ,Scharmittel” E X iiberein.

Definitionen
e Eine Folge Wi, Ws, ... € B(G) von Borelschen Teilmengen der Index-Menge G, die den Bedingungen
(103) — (105) geniigt, wird mittelnde Folge genannt.

e Man sagt, dass das dynamische System (9, F, P, T) ergodisch ist, wenn fir jede integrierbare Zufalls-
variable X :  — R und fiir jede mittelnde Folge {W,} gilt, dass die in (101) gegebene Zufallsvariable
X : 2 — R mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant ist.

e Ein stationdrer Punktprozess {Np} heifit ergodisch, wenn das dynamische System (N, NV, Py, T) ergo-
disch ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass der Intensitéitsschitzer Ay = Np Jva(W) die folgende (starke) Konsistenz-
eigenschaft besitzt, wenn der Punktprozess {Np} ergodisch ist. Beispiele ergodischer Punktprozesse werden wir
spéter in Abschnitt 3.4.3 diskutieren.

Theorem 3.18 Sei {Ng} ein ergodischer Punktprozess mit der Intensitit A. Dann gilt

P( lim Xy, = )\) —1. (107)

n—oo

Bewelis

e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass der Punktprozess { Ng} tiber dem
ykanonischen” Wahrscheinlichkeitsraum (N, A/, Py) gegeben ist.

e Dann gilt fiir beliebige n > 1 und ¢ € N, dass

N[—n,n]d(w) - @([fn, n]d) - /[ Ja @(dx)

[-=n,n]d JRE

e Hieraus ergibt sich, dass
/[ ]dw([y,y+1})dySN[fn,n]d(w) S/[ ]dsa([y,y+1])dy
—n,n—1 —n—1n

bzw.
/[ T (1011 dy < Nicnnge () < / T, ([0, 1]%) dy .
—n,n—1

[-n—1,n]d



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 62

e Weil {W,,} und {W/} mit W,, = [-n,n — 1]¢ bzw. W/, = [-n — 1,n)? mittelnde Folgen sind und weil

Vd([—n, n —1]4) Vd([—n —1,n]%)

lim = lim =1,
n—oo yd([—n, n]d) n—oo yd([—n, n]d)
ergibt sich nun mit Hilfe von Theorem 3.17, dass der Grenzwert
~ Ni_p ma(9) 1 '
. . [—n,n]e ¥ . / d
lim A_, pa(p) = lim ———W—— = lim ————~ T,¢(]0,1]%) dy
n— 00 [=n.n] ( ) n— 00 ]/d([_n’ n]d) n— o0 l/d([_n,’l’l,]d) [—n,n]d Y ([ ] )
mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert und konstant ist.
e Somit ergibt sich mit Hilfe von (102) und (106), dass
lim :\\[,n;n]d = / (p([o, 1}d) PN(ng) =A. O
n—o0 N

Beachte
e Die Aussage von Theorem 3.18 gilt natiirlich nicht nur fiir kubische Beobachtungsfenster der Form
W, = [-n,n]?

e Wenn {Np} ergodisch ist mit der Intensitit A, dann ldsst sich auf dhnliche Weise wie im Beweis von
Theorem 3.18 zeigen, dass zum Beispiel auch

P( lim Ap(o) = A) —1.

e Die Giiltigkeit von Theorem 3.18 kann dariiber hinaus fiir Folgen von Beobachtungsfenstern gezeigt
werden, die nicht konvex sind und die oft bei geographischen Daten betrachtet werden.

— Beispielsweise gilt Theorem 3.18 auch dann, wenn {W,,} durch die Dilatation einer polykonvexen
Menge gebildet wird,

— d.h., wenn
J
W, = (UB,;)@B(O,n) Vn>1,

i=1
wobei die Mengen Bi, ..., B; € Bo(R?) konvex sind mit o € intB;, fiir ein i € {1,...,j} und die
Minkowski—Summe A ® B gegeben ist durch A@ B={x+y: x€ A, y € B}.

3.4.2 Ergodizititskriterien

In der Literatur werden weitere (dquivalente) Definitionsmoglichkeiten fiir die Ergodizitét von dynamischen Sys-
temen betrachtet. Wir erwdhnen hier zunéchst zwei solcher Ergodizitatskriterien, ohne sie zu beweisen.

Theorem 3.19 Das dynamische System (0, F, P,'T) ist genau dann ergodisch, wenn
max{P(A), P(A°)} =1 VAeTl (108)

oder wenn jede Darstellung
P=pP + (1—-p) P mit p € [0,1] (109)

des Wahrscheinlichkeitsmafles P als Mischung zweier T—invarianter Wahrscheinlichkeitsmafle P, P iiber F tri-
vial ist, d.h., wenn max{p,1 — p} =1 oder P' = P".



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 63

Beachte
e Die Bedingung (108) bedeutet, dass die T—invarianten Teilmengen A € Z eines ergodischen dynami-
schen Systems (2, F, P, T) nur die Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 besitzen kdnnen.

e Es ist klar, dass jede Linearkombination (109) von T—invarianten WahrscheinlichkeitsmaRen P’, P”
iiber F erneut ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ergibt. In diesem Sinne bildet die Familie
aller T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafie iiber F einen Simplex.

e Die Bedingung (109) bedeutet, dass die ergodischen T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafe iiber F
die Eckpunkte dieses Simplex bilden.

Mit Hilfe von Theorem 3.19 lésst sich auf einfache Weise noch ein drittes Ergodizitatskriterium herleiten.

Theorem 3.20 Das dynamische System (Q,F, P, T) ist genau dann ergodisch, wenn es eine mittelnde Folge
{W,} g¢ibt, so dass

. 1 / o) 1 /
Jim g /W P(ANT,A) v(dz) = P(A)P(4) VA A €F. (110)

Beweis

e Wir nehmen zunichst an, dass das dynamische System (2, F, P,T) ergodisch ist, und zeigen, dass
(110) fir jede mittelnde Folge {W,,} gilt.

e Aus der T-Invarianz des Wahrscheinlichkeitsmafes P ergibt sich, dass fiir beliebige A, A’ € F

1
V(Wﬂ)

1
v(Wy,)

/ P(ANT A" v(dz) = / P(T_,ANnA")v(dz)
W

Wy
v(vlm / / , La(Tow) P(dw) v(dr) = /Aﬁ / T4 (T,w) v(dz) P(dw)

n

und somit

] . (vlvn) /W P(ANT,A") v(dz) — P(A) P(4)
- ]/(% /W L4 (T,0) v(dr) — P(4)) P(do)
< /A | % /W L4 (To0) v(dr) — P(A)| P(dw).

e Um die Giiltigkeit von (110) zu beweisen, ist zu zeigen, dass der letzte Ausdruck gegen O strebt fiir
n — 00.

n

— Dies ergibt sich aus dem Satz von Lebesque iiber die majorisierte Konvergenz, denn es gilt

1

‘m /W T4(Tyw) v(dz) — P(A)| < 1,

n

— und mit X (w) = T4(w) ergibt sich aus (101) und (106), dass

nlggo SOV /Wn I4(Tw)v(dz) =ET4 = P(A).

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (110) fiir eine mittelnde Folge {W,,} gilt.
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— Fiir A=A’ € 7 gilt dann

P(4) = y(vlvn) /Wn PA)(dr) = s /Wn P(ANT,A) v(dz)
1

- /Wn P(ANT,A") v(dz) — P(A) P(A),

d.h., es gilt P(A) = (P(A))” bzw. max{P(A), P(A°)} = 1.
— Aus der Bedingung (108) in Theorem 3.19 ergibt sich somit, dass (Q, F, P, T) ergodisch ist. [

Beachte

e Bei Anwendungen von Theorem 3.20 kann es niitzlich sein zu beachten, dass sich die Ergodizitét von
(Q, F, P, T) bereits aus der Giiltigkeit von (110) fiir alle A, A’ € R ergibt, wobei R C F ein Halbring
ist, der die o—Algebra F erzeugt.

e Unter einem Halbring R versteht man dabei ein nichtleeres Mengensystem, das die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

— Aus A, A’ € R folgt, dass AN A" € R.

— Fiir beliebige A, A’ € R mit A D A’ gibt es eine endliche Folge von paarweise disjunkten Mengen
Ap,...,A, € R,s0dass A\A'=A,U...UA,.

In diesem Zusammenhang bendtigen wir ein grundlegendes Resultat der Mengen-Algebra, das in der Literatur
der Satz iiber monotone Klassen (bzw. Monotone Class Theorem) genannt wird.

Lemma 3.5

e Sei R ein Halbring von Teilmengen von ), der die Ereignis—o—Algebra F erzeugt, d.h., F = 0(R).
o Sei G ein weiteres System von Teilmengen von €1, so dass

1) RCGCFundQeg,
2) Ui, Bi € G fiir jede endliche Folge By, ...,B,, € G,
3) Ufil B; € G fiir jede monotone Folge By, Bs,... € G mit By C Bs C .. ..

e Dann gilt G = F.
Mit Hilfe von Lemma 3.5 kdnnen wir nun zeigen, wie die Bedingung in Theorem 3.20 abgeschwécht werden kann.

Theorem 3.21 Sei R ein Halbring von Teilmengen von Q mit F = o(R). Dann ist das dynamische System
(Q,F, P, T) ergodisch, wenn es eine mittelnde Folge {W,} gibt, so dass (110) fiir beliebige A, A’ € R gilt.

Beweis
e Sei {W,} eine mittelnde Folge, so dass (110) fiir beliebige A, A’ € R gilt. Wegen Theorem 3.20 geniigt
es zu zeigen, dass dann (110) auch fiir beliebige A, A" € F gilt.

e Wir zeigen zunéchst, dass (110) fiir beliebige A € G, A’ € R gilt, wobei G ein System von Teilmengen
von §2 ist, das den Bedingungen von Lemma 3.5 geniigt.
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— Aus der Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafen ergibt sich, dass (110) fiir beliebige A, A" mit
A=A1UAs und A;, Ay, A’ € R gilt, denn es gilt

lim 1 / P(ANT,A") v(dz)
W

n—»ooV(Wn)
= i ! P(A;NT A) + P(AaNTLA") — P((A;NAs)NT, A d
= Jm sy [, (POOTaA) 4 PU o) = P10 4D N TA)) ()

n

—  (P(A)) + P(A2) — P(A; N A3)) P(A') = P(A) P(4).

— Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass (110) fiir Mengen A, A’ gilt, wobei A = A; U...U A, und
Ay, ..., A A ER.
— Hieraus ergibt sich fiir beliebige A’, A1, Ao, ... € R, dass

ligl_}s;l}p) % /Wn P(if_jl AN TxA’) — P(g Ai) P(A) V(d.f(,‘)’

< li1r1n_}sotip ﬁ /Wn ’P(g AN TxA') — P(:LJl A; N TwA’> v(dx)
+limsup % /Wn ’P(Lijl AnT,A) - P(LU1 A7) P(4)| v(d)
+limsup ﬁ /W ’P(OA,L) P(A) fP(G A4.) P(4)| v(d)

n =1 =1

< 2P(6Ai\ijAi),

wobei der letzte Ausdruck gegen 0 strebt fiir j — oo, d.h., (110) gilt fiir beliebige Mengen A, A’
mit A:Al UAQU und A/,A17A2,... cR.
e Weil (110) offenbar auch fir A, A’ mit A = Q und A’ € R gilt, ergibt sich aus Lemma 3.5, dass (110)
fiir beliebige A, A’ mit A € F und A’ € R gilt.
e Durch Vertauschung der Rollen von A und A’ ergibt nun auf die gleiche Weise, dass (110) fiir beliebige
A, A" mit A, A’ € F gilt. a

3.4.3 Ergodizitit von Cox—Prozessen; Beispiele

In diesem Abschnitt diskutieren wir Beispiele von ergodischen Cox—Prozessen, wobei wir zunéchst zeigen, dass
homogene Poisson—Prozesse ergodisch sind. Danach leiten wir allgemeine Bedingungen fiir die Ergodizitit von
Cox—Prozessen her. Schlieflich zeigen wir, dass die in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrten modulierten Poisson—Prozesse
ergodisch sind.

e Zur Erinnerung: Man sagt, dass ein stationirer Punktprozess {Ng, B € B(R%)} ergodisch ist, wenn das
dynamische System (N, N, Py, T) ergodisch ist.

e Analog hierzu sagt man, dass ein stationires zufilliges Mak {Ap, B € B(R?)} ergodisch ist, wenn das
dynamische System (M, M, Py, T) ergodisch ist.

e Ein stationires Intensititsfeld {\,, € R?} heift ergodisch, wenn das dynamische System (DD, D, Piy,y,T)
ergodisch ist.

— Dabei ist D die Familie aller v4—Aquivalenzklassen von Lebesgue-messbaren und lokal integrierbaren
nichtnegativen Funktionen f : R — [0,00), d.h., zwei solche Funktionen f, f : R? — [0, 00) werden
als identisch erachtet, wenn f(x) = f'(z) fiir vy—fast jedes z € R? gilt.
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— D ist die kleinste o—Algebra von Teilmengen von D, so dass sdmtliche Abbildungen f — 7 von D nach
M mit

n(B) = /Bf(x) dz VB e BRY), (111)

(D, M)-messbar sind.
— Die Verschiebungsoperatoren T = {T,, € R?} gegeben sind durch

(T f)(y) = f(z+y) Vz,y e R feD.

Theorem 3.22 Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit A\. Dann ist {Np} ergodisch.

Beweis

e Wir betrachten das dynamische System (N, N, Py, T) und zeigen, dass (110) fiir die mittelnde Folge
{W,,} mit W,, = [-n,n]? und fiir beliebige A, A’ € R gilt, wobei das Mengensystem R C N gegeben
ist durch

R= {{QDGN: ki <@(Bi) </l i=1,...,m},m>1, B; € Q% kl-,&e{(),l,...}u{oo}}. (112)

Fiir beliebige m,m’ > 1, B;, B, € Q% und k;, k}, (;,¢; € {0,1,...} U{co} sei nun

19

A={peN: k <¢B;)<l,i=1,....m} und A ={peN:k <oB)<l,i=1...,m'}.

Die Radius r > 0 sei so gew#hlt, dass (U~ B;) U (U:’il Bj) C B(o,r).

e Aus der Homogenitit und den Unabhingigkeitseigenschaften des Poisson—Prozesses {Np} ergibt sich

dann, dass
Py(ANT,A") = Py(A) Py(T,A") = Py(A) Py(4) Vz e [-n,n]?\ Blo,2r). (113)
e Somit gilt
1
lim 7/ Py(ANT,A) vy(dx
n—00 Vd([_n7n}d) [=n,n]d N( ) d( )
1
= lim / Py(ANTLA) vy(de
n—oo (2n)4 Ji_,, n1a\ B(o,2r) w ) va(da)
IR | , :
= lim o Nd / PN(A)PN(A)I/d(dI) = PN(A)PN(A)
n—oo (2n)% )iy, nja\ B(o,2r)

e Weil das in (112) eingefiihrte Mengensystem R ein Halbring ist mit o(R) = A/, ergibt sich nun die
Behauptung mit Hilfe von Theorem 3.21. |

Theorem 3.23  Fin stationdrer Cox—Prozess {Ng} ist genau dann ergodisch, wenn das zugehirige zufillige
Intensititsmafl {Ap} ergodisch ist.

Beweis

e Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen zunichst an, dass das zufillige Intensititsmaf {Ap}
von {Np} nicht ergodisch ist.
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— Wegen der Darstellungsformel (109) in Theorem 3.19 hat die Verteilung Py von {Ap} die Form
Py=pPy + (1—p) Py, 0<p<l1, (114)

wobei Py, Py zwei T-invariante Wahrscheinlichkeitsmafe iber M sind mit Py # P}.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Darstellungsformel (25) fiir die Verteilung von Cox—Prozessen,
dass auch die Verteilung Py von {Np} die Form

Py =pPy + (1-p) Py

hat, wobei 0 < p < 1.

— Dabei ergibt sich aus Theorem 3.7, dass Py # Py, und aus Theorem 3.8, dass P, P}y zwei
T-invariante Wahrscheinlichkeitsmafe iiber N sind.

— Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt sich somit, dass { Np} nicht ergodisch ist.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass der Cox—Prozess { Ng} nicht ergodisch ist, und zeigen, dass dann
auch das zugehorige zuféllige Intensitidtsmaft {Ap} nicht ergodisch ist.

— Wegen Theorem 3.19 gibt es eine T-invariante Menge A € N/ mit 0 < Py(A) < 1.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Darstellungsformel (25) fiir die Verteilung von Cox—Prozessen,
dass
0<Pr(neM: Py(A|A=n)<c)<1 (115)

fiir einen gewissen Schwellenwert ¢ € (0, 1).
— Weil A € NV eine T—invariante Menge ist, gilt

Pn(A|A=1n)=Pyx(T,A|A=T,n) =Py(A|A=T.) VneM, zeR.

— Dies bedeutet, dass die in (115) betrachtete Menge {n € M : Py(A | A = n) < ¢} ebenfalls
T-invariant ist.

— Hieraus und aus (115) ergibt sich durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19, dass {Ap}
nicht ergodisch ist. (]

Korollar 3.4 Sei {\.} ein stationdres Intensititsfeld, und sei {Np} der zugehirige stationire Cox—Prozess mit
dem zufilligen Intensitatsmafl {Ap}, wobei

Ap = / Ap dz VB c B(RY). (116)
B
Wenn das Intensititsfeld {\;} ergodisch ist, dann ist auch der Coz—Prozess {Np} ergodisch.

Beweis
e Sei A € M eine T-invariante Menge von absolutstetigen Maken aus M, und sei Ap € D das Urbild
von A unter der in (111) betrachteten Abbildung f — 7 von D nach M.
— Weil T,n € A fiir beliebige n € A, x € R? und weil
(L)) = (B - o) = |

B—zx

f(y)dy = /B fly—z)dy = /B (T_.f) () dy B e B(RY),

gilt somit auch T_, f € Ap bzw. T, f € Ap fiir beliebige f € Ap und = € R%.
— D.h., das Urbild Ap € D ist ebenfalls eine T—invariante Menge.

e Das Intensititsfeld {\,} sei nun ergodisch.
— Dann ergibt sich aus Theorem 3.19, dass max{P,,}(4p), Ppx,}(Af)} = 1.
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— Hieraus folgt, dass max{Py(A), Py(A°)} = 1 fiir jede eine T-invariante Menge A € M von absolut-
stetigen Mafsen aus M.

— Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt sich nun, dass das zufallige Intensitdtsmafs
{Ap} ergodisch ist.

e Aus Theorem 3.23 ergibt sich somit, dass auch der zugehorige Cox—Prozess {Np} ergodisch ist. ]

Beachte

1) Mit Hilfe von Korollar 3.4 ldsst sich sofort zeigen, dass {Np} ergodisch ist, wenn {Np} ein homogener
Poisson—Prozess mit der Intensitédt A ist.

e Denn fiir das Intensitatsfeld {\;} von {Np} gilt dann, dass P(A, = A) = 1 und somit P(4) =0
fiir alle anderen T—invarianten Mengen A € D.

e Aus Theorem 3.19 ergibt sich nun, dass {\;} ergodisch ist.

e Wegen Korollar 3.4 ist also auch der Poisson—Prozess {Np} ergodisch.

2) Auf dhnliche Weise kann man sich iiberlegen, dass der in Abschnitt 3.2.3 eingefiithrte modulierte
Poisson—Prozess {Np} ergodisch ist.

e Denn das Intensititsfeld {A.} von {Ng} kann als zufilliges Feld iiber dem kanonischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (N, NV, P) des zugrundeliegenden homogenen Poisson—Prozesses {S,} aufge-
fasst werden,

— d.h., es gibt eine (N, D)-messbare Abbildung, die jeder Realisierung von {S,, } eine Realisierung
von {\;} zuordnet.

— Dabei besitzen die verschiebungsinvarianten Mengen von Realisierungen des zufilligen Feldes
{\2}, deren Wahrscheinlichkeit nicht 0 ist, die Form {{\;(¢),z € R%} : ¢ € A}, wobei A € N/
eine T-invariante Teilmenge von N ist.

o Weil
P({d(p),z € R} : o € A) = Py(A) (117)

und weil der Poisson—Prozess {S,, } ergodisch ist, kénnen wegen Theorem 3.19 die in (117) betrach-
teten Wahrscheinlichkeiten nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

e Wegen Theorem 3.19 bedeutet dies, dass {A,} ergodisch ist.
e Hieraus und aus Korollar 3.4 ergibt sich die Ergodizitat des modulierten Poisson—Prozesses {Np}.

3.4.4 Ergodische Cluster—Prozesse

Bevor wir einige Beispiele ergodischer Cluster-Prozesse kurz diskutieren, geben wir zunéchst ein allgemeines
Ergodizitétskriterium fiir stationére Cluster-Prozesse an.

Theorem 3.24  Ein stationdrer Cluster—Prozess {Np} ist genau dann ergodisch, wenn der zugrundeliegende
Primdrprozess {S,} ergodisch ist.

Der Beweis von Theorem 3.24 wird weggelassen, denn er verlduft vollig analog zum Beweis von Theorem 3.23.

Beachte

1) Aus den Theoremen 3.22 und 3.24 ergibt sich sofort, dass jeder stationiire Poissonsche Cluster—Prozess
ergodisch ist.
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o Hieraus folgt insbesondere, dass die in Abschnitt 3.3.3 betrachteten Gaufs—Poisson-Prozesse und
Neyman—Scott—Prozesse ergodisch sind.

o Wegen der am Ende von Abschnitt 3.3.3 gemachten Anmerkungen ist auferdem klar, dass auch
der Matérn—Cluster—Prozess ergodisch ist, der in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrt worden ist.

2) Mit Hilfe von Theorem 3.24 koénnen jedoch auch ergodische Cluster—Prozesse gewonnen werden, deren
Primarprozesse keine Poisson—Prozesse sind.

e Beispielsweise ergibt sich aus Theorem 3.24, dass jeder stationére Cluster—Prozess ergodisch ist,
dessen Primirprozess ein ergodischer Cox—Prozess ist.

e Dies gilt also insbesondere dann, wenn der Primérprozess ein modulierter Poisson-Prozess ist.
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4 Palmsche Verteilung und weitere Kenngroften von Punktprozessen

e Sei S1,5,,...Q — R¥U{oo} eine Folge von Zufallsvektoren iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P),
so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

#{n:S,eB}<oo VBEeByRY (1)

und
S # 5 Vi, j>1miti#j. (2)

e Wir setzen voraus, dass das zufillige Zahlmak {Np, B € B(RY)} mit Ng = #{n : S, € B} stationir ist

und dass seine Intensitéit A = E Nyg )« positiv und endlich ist.

e AuRerdem setzen wir voraus, dass P(Nga = 0) = 0, d.h., das zufillige Zahlma { N} hat mit Wahrschein-
lichkeit 1 unendlich viele Atome, vgl. Theorem 3.5.

4.1 Palmsche Verteilung
4.1.1 Definition durch Intensitidtsquotienten; typischer Punkt

Die Grundidee bei der Definition der Palmschen Verteilung des stationdren zufélliges Zéhlmafies {Np} besteht
darin,

e fiir jede (beliebige, jedoch fest vorgegebene) messbare Teilmenge A € A des kanonischen Wahrscheinlich-
keitsraumes (N, N/, Py) nur digjenigen Atome von { N} zu betrachten, aus deren Sicht das zuféllige Zdhlmaf
{Np} die Eigenschaft A hat.

e Mit anderen Worten: Fiir jedes A € N betrachten wir das zufillige Zahlmak {Np 4, B € B(R?%)}, das
gegeben ist durch
NB,A:#{H: SnGB,{NB/_Sn}EA}. (3)

e Beispiel: Wenn A = {p € N: ¢(B(o,7)\ {0}) = 0} fiir ein r > 0, dann werden durch {Np 4, B € B(R?%)}

diejenigen Punkte von {Np} erfasst, fiir die der Abstand zu ihrem nichsten Nachbarn groRer als r ist.

Theorem 4.1  Fiir jedes A € N ist das in (3) eingefihrte zufillige Zihlmafi {Ng a, B € B(RY)} stationdr.
Wenn {Ng} ergodisch ist, dann ist auch {Np a, B € B(RY)} fiir jedes A € N ergodisch.

Beweis

e Wir zeigen zuerst, dass {Np 4, B € B(R?)} stationér ist.
— Fiir beliebige z € R%, B € B(R?) und A € N gilt

Nptoa = #{n:S,e€B+az,{Np_g,} € A}
#{n : S, —x € B,{Np_g,} € A}
#{n: Sy —x€B AN 2)—(5,-x} € A}

#{n: S, € B {Np_s,} €Al
NB,Av

1o

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Stationaritdt von {Np} ergibt.
— Auf analoge Weise ergibt sich fiir beliebige k¥ > 1, z € R¢, By, ..., By € B(R?) und A € N, dass

(NBl—O—fI:,Aa E '7NBk+fI:,A) 2 (NBl,Aa ce '7NBk,A) .
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e Sei nun {Np} ergodisch.

— Fiir beliebige 2 € R?, A € N und B € B(R?) und fiir jedes p = > °7 | §,, aus N mit s; # s; fiir

i j gilt "
(To(pa))(B) = #{n:s,—z€B,{p(B —s,)}c A}
= #{n:s,—2€B,{(Tsp)(B — (sn —x))} € A}
= (TISO)A(B)J

— Insgesamt gilt also
T.(pa) = (Tap) , VeeRY AeN. (4)

— Sei Ny die Bildmenge von N fiir die in (3) betrachtete Abbildung ¢ — @4.

— Wegen (4) ist das Urbild 4’, jeder T-invarianten Menge A’ aus N'N N4 eine T-invariante Menge
aus

— Hieraus und aus der Ergodizitét von {Np} ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.19, dass
maX{P{NB‘A}(A'), P{NB,A} ((A/)c)} = max{P{NB}(A;l), P{NB} ((A%)c)} =1 VA/ eIn NA .

— Die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt nun, dass {Np 4, B € B(R%)} ergodisch ist. O

Definition

e Fiir jedes A € A sei A\(A) die Intensitéit des stationiren Zahlmakes {Np 4, B € B(R?)}.
— Dann ist durch die Mengenfunktion Py : N’ — [0, 1] mit

A(4)
A
ein WahrscheinlichkeitsmaR {iber A/ gegeben.

PY(A) = VAeN (5)

— Denn aus der Definitionsgleichung (3) von Np 4 und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz
ergibt sich, dass fiir jede Folge A, As, ... von paarweise disjunkten Mengen aus AN/

> A4 = > ENjg 1,4,
) =1

- Y E#{n: S, €[0,1]",{Np_s,} € 4;}

i=1

k
= lim » E#{n: S, €[0,1*{Np_s,} € Ai}
=1

k—o00 4
k
- Jim E 2#{71: Sn €1[0,1]% {Ng_s,} € A;}

k
_ : . d .
_ k@;]ﬁ:#{n. S, € 0,1]% {Np_g,} € |.71| Al}
t K ¥
monotone Konvergenz . . d )
X E lim #{n. S, € 0,19, {Np_s.} € _1Az}

_ E#{n . Sy € [0,14 {Np_s,} € fj A,}
=1

— /\(g Ai) .
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e Das in (5) eingefiihrte Wahrscheinlichkeitsma$ Py wird die Palmsche Verteilung des stationéiren Zihl-
mafes {Np} genannt.

Beachte
e Manchmal ist es zweckmifig, die folgende (mit (5) aquivalente) Formel zur Darstellung der Palmschen
Wabhrscheinlichkeiten P (A) zu betrachten.
e Fiir jedes B € By(RY) mit 0 < v4(B) < oo gilt

T4 (Tsn(@)(p) PN(dw)
_ E#{n : Sn c B, {NB/fsn} S A} . Nn:sn(tp)GB

)\Vd(B) )\l/d(B)

Py (A) VAEN, (6)

weil das zufillige ZahlmaR {Np 4, B € B(R?)} stationir ist (vgl. Theorem 4.1) und sein Intensitéitsmaf
somit proportional zum d—dimensionalen Lebesgue—Mais v  ist.

Auflerdem besitzt die Palmsche Verteilung Py die folgende (elementare) Eigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (3) von Np 4 ergibt.

Theorem 4.2 Sei N = {p € N: ¢({o}) > 0} die Menge derjenigen Zihlmafe aus N, die im Nullpunkt ein
Atom besitzen. Dann gilt
Py(N%) =1. (7)
Beweis Fiir A = N ergibt sich aus (3) und (5), dass
(5) A(NO) EN[O,l]d,NO

Py @ A0 _ BN
3) E#{n: S, €[0,1]4 {Np_s,} € N°}
N A
E#{n: S, €[0,1]%}
= \ =1. 0

Fiir statistische Fragestellungen ist es niitzlich, dass sich die Palmschen Wahrscheinlichkeiten P (A) im ergodi-
schen Fall als Grenzwert von relativen Haufigkeiten darstellen lagsen.

Theorem 4.3 Wenn {Ng} ergodisch ist, dann gilt fiir jedes A € N

N —n,n
PRA) = Jim e

Beweis

e Wegen Theorem 4.1 ist mit {Np} auch das zufillige Zihlma® {Np 4, B € B(R?)} ergodisch.

e Hieraus und aus Theorem 3.18 ergibt sich, dass

Ni_, n1d
lim ZleninfdA = lim

N[fnm]du,A/ . N[fn,n]d'
00 N[fn,n]d n— o0 (2n)d n— o0

(2n)d

Theorem 3.18 AA
s AL pe(a). .
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Beachte

e Weil die Palmsche Wahrscheinlichkeit PY(A) im ergodischen Fall als Grenzwert der relativen Haufig-
keiten Ni_, nja 4 / Ni_p n)e in (8) dargestellt werden kann, kann man PY(A) als die Wahrscheinlichkeit
auffassen, dass der Punktprozess {S,,} von einem zufillig herausgegriffenen Punkt S,, aus gesehen, die
Eigenschaft A hat.

e Man sagt deshalb auch, dass Py (A) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass der typische Punkt von {Np}
die Eigenschaft A hat.

e Wenn beispielsweise A = {¢ € N: ¢(B(o,7)\ {0}) = 0} fiir ein r > 0, dann ist PY(A) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass der Abstand zum néchsten Nachbarn des typischen Punktes grofer als r ist; vgl.
Abbildung 18.

o Im ergodischen Fall liefert die Formel (8) einen natiirlichen Ansatz zur (konsistenten) Schitzung der
Palmschen Wahrscheinlichkeit PY(A), wenn die Anzahlen Ni_ppje und Ni_y, nja 4 fiir ein grofes n,
d.h., fiir ein grokes Beobachtungsfenster W,, = [~n,n]|? bestimmt werden kénnen.

Abbildung 18: Punkte, aus deren Sicht die Eigenschaft A = {¢ € N: ¢(B(o,7) \ {0}) = 0} vorliegt

4.1.2 Lokale Charakterisierung

e Die praktische Bestimmung der Palmschen Wahrscheinlichkeit P (A) mit Hilfe von Formel (8) kann mit
einem groken Rechenaufwand verbunden sein, weil die Berechnung der Anzahl N|_,, ,ja 4 fiir grofes n in
vielen Féllen sehr aufwendig ist.

e Fiir einige Klassen von stationdren Punktprozessen ist es jedoch moglich, die Palmschen Wahrscheinlichkei-
ten PY(A) auf eine andere (effizientere) Weise zu bestimmen,

— wobei anstelle der aufwendigen Berechnung der ,globalen” Anzahlen N[_,, 4 4 nur Jlokale” Modell-
kenngrofien bestimmt werden miissen, deren praktische Berechnung wesentlich einfacher ist.

— Dies kann insbesondere bei der Bestimmung von PY(A) mittels Monte—Carlo-Simulation zu einer
wesentlichen Verringerung von Rechenzeiten fiihren.

e Wir beginnen deshalb diesen Abschnitt mit der folgenden ,lokalen Charakterisierung” der Intensitit A,

— die in der Literatur der Satz von Korolyuk genannt wird

— und die ein Hilfsmittel zur Herleitung der oben genannten lokalen Charakterisierung der Palmschen
Wabhrscheinlichkeiten PY(A) ist, vgl. Korollar 4.1.
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Theorem 4.4 Sei By = [~1/k,1/k]¢ fiir jedes k > 1. Dann gilt

lim Pn(p € N: @(Byg) > 0)
k—o0 Vd(Bk)

=Y (9)

Beweis
e Wir zeigen zuerst, dass der Grenzwert in (9) existiert, wobei

lim Pn(p € N: @o(Bg) > 0) — sup Pn(p € N: ¢(Bg) > 0) (: p) ' (10)

ko0 vq(By) E>1 va(Br)

— Das Supremum p in (10) ist eine positive endliche Zahl, weil fiir jedes k > 1

Pn(p € N: ¢(Byg) > 0) < E N(By)

0 < = A< o0.
vq(Bk) ~ va(Br)
— Wir fiihren einen indirekten Beweis von (10) und nehmen an, dass es ein € > 0 und eine unbegrenzt
wachsende Folge 41,12, ... natiirlicher Zahlen gibt, so dass
P N: ¢o(B;
va(Bi,)

— Fiir jedes k > 1 gibt es ein hinreichend grofes n > 1, so dass sich die Zahl k="' in der Form
k71 - knigl + 6n (12)
darstellen ldsst, wobei 0 <4, <1, L und k,, > 0 eine nichtnegative ganze Zahl ist mit

kn+1< 1 '
k, — 1—¢

(13)

— AuRerdem lisst sich der Quader By, dann als Teilmenge der Vereinigung von (k, + 1)¢ Quadern
mit der Kantenléinge 2/7,, darstellen.

— Insgesamt ergibt sich dann aus (11) — (13) mit Hilfe der Subadditivitdt von Py und der Stationari-
tét von {Np}, dass

Py(p €N: ¢(By) >0) (kn +1)* Py(p € N: 9(By,) > 0)

IN

va(Br) (2/k)4
< U+ 1)?Py(peN: ¢(Bi,) >0)
- (2K, [in)?
(kn +1)* Pn(p €N: 9(B;,) > 0)
]fg Vd(Bin)
< (1-9)f.
— Hieraus folgt, dass
Pn(p € N: ¢(Byg) > 0) d
su < (1—¢€)%.
kZI; Vd(Bk-) B ( ) g

— Dies steht jedoch im Widerspruch zur Definition des Supremums p in (10), womit die Giiltigkeit
von (10) bewiesen ist.

e Um die Giiltigkeit von (9) zu zeigen, zerlegen wir den Quader [—1, 1]¢ fiir jedes k > 1 in k¢ gleichgroke
Quader By, ..., Byge mit der Kantenléinge 2/k.

— Fiir beliebige k > 1 und i € {1,...,k?} sei

1, wenn Np,, >0,
Xii =

0, wenn Np,, =0.
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— Fiir k = 2%,22 ... gilt dann mit Wahrscheinlichkeit 1 die monotone Konvergenz
kd
Zin T Nioq e
i=1

— Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes iiber die monotone Konvergenz, dass

2nd

2% . ENi1ae = E( lim > Xon,)
=1

2nd 2nd

monotone Konvergenz . .
K lim E(§ ij-) = lim Y E X,
1= i=

= lim 2"Py(p € N: ¢(Bgny) > 0)

n—oo

= lim 2" Py(p € N: p([-1/2%,1/29%) > 0).

n—oo
— Insgesamt ergibt sich somit, dass

= i PN EN: o(-1/2%1/29%) > 0)

s (2727
— Wegen (10) ist damit die Giiltigkeit von (9) bewiesen. O
Beachte
e Die Aussage von Theorem 4.4 gilt nicht nur fiir Quader By, = [—1/k, 1/k]?, sondern auch fiir allgemei-

nere Folgen {Bj} von immer kleiner werdenden Umgebungen des Nullpunkstes.

e Um dies zu zeigen, sind jedoch andere (anspruchsvollere) Beweistechniken erforderlich, vgl. z.B. Ab-
schnitt 12.4 in O. Kallenberg (1986) Random Measures, Academic Press, London.

o Fiir Spezialfélle kann man dies allerdings auf einfache Weise zeigen.

— Sei {Np} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitat A.
— Dann gilt
Pn(p €N: ¢(B) > 0) = Avg(B) exp(—Avg(B)) VB € By(RY).
— Somit gilt fiir jede Folge By, Ba, ... € Bo(R%) mit 0 < v4(B) < oo und limy,_. vq(By) = 0, dass
Pn(p € N: @(By) > 0) Avq(B) exp(—Avg(B))

lim = lim
k—o00 Vd(Bk) k—o0 Vd(Bk)

= .

Mit Hilfe von Theorem 4.4 kinnen wir nun zeigen, dass sich die Palmsche Verteilung PY als Grenzwert von
bedingten Verteilungen von {Np} darstellen ldsst (unter der Bedingung, dass in einer immer kleiner werdenden
Umgebung des Nullpunktes ein Atom des zufélligen Zahlmakes {Np} liegt).

Hierfiir bendtigen wir die folgende Metrik, die den so genannten Variationsabstand zwischen zwei Wahrschein-
lichkeitsmalfsen beschreibt.

Definition

e Seien @1, Q2 endliche (nicht notwendig normierte) Mafe iiber . Der Variationsabstand ||Q1 — Q2|
zwischen Q1 und Q- ist gegeben durch

1@1 = Qaf) = sup > 1Qi(A) — Qa(4)], (14)

AcZ
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e wobei sich das Supremum in (14) iiber alle Zerlegungen Z der Menge N in endlich viele, paarweise
disjunkte Teilmengen aus N erstreckt.

e Beachte: Es gilt
Q1 — Q2fl <2 sup |Q1(A) — Q2(A)], (15)
AeN

denn aus der Definitionsgleichung (14) des Variationsabstandes ||Q1 — Q2|| ergibt sich, dass

Q1 — Q2 = Sup D 1Q1(A) — Qa(A4)]

AeZ
= sup (Q1(A) — Q2(4)) + sup (Q2(4) — Q1(4))
AEN:Q1(A)>Q2(A) AEN:Q1(A)<Q2(A)

IN

2 sup |Q1(A4) — Q2(A)].
AeN

Korollar 4.1 Sei By = [—1/k,1/k]? fiir jedes k > 1. Dann gilt

Jlim | Py — Pl =0, (16)

wobei die (bedingte) Verteilung Py gegeben ist durch
Pi(A)=Py({p eN: Tympmp € A} [{p €N: (Br) >0})  VAeN (17)

und s™%) (p) dasjenige Atom von o in By, bezeichnet, das den kleinsten Abstand vom Nullpunkt hat.

Beweis

e Fiir beliebige k¥ > 1 und A € N gilt offenbar

Py (cp €N: Tym(p)p € A4, p(By) > O) ’

|PY(A) — P(4)] < \Pz”v(A>* Ava(Br)

‘PN(go €N: ¢(By) > 0)

B Pi(A) = P(4)|

und somit

[P (A) = Pe(A)]

P eN: T, €A, o(Br)>0 P eN: p(Br) >0
< P}\’,(A) B N(@ *) ()P ¢(Br) ) ‘ n ‘ N(<P ©(Br) ) B 1‘
)\Vd(Bk) )\Vd(Bk)
e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 4.4, dass

limsup sup |PY(A) — Pp(A)]
k—oo AeN

P, EN Ts . c A7 B >O
< limsup sup |PY(A) — N(QD ®) ()P ©(Br) ) ’

k—oo AN Ava(By)

(2) li 1 ‘/ Z " (T )P (d )
1m sup su _ .

= PR Nva(Bo) N o (ore B 4 (o)) Ln(dep

—Pn(p €N: Tym(mp € 4, 9(By) > 0) ’ .
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e Somit gilt, dass

lim sup sup |PY(A) — Py (A)|
k—oo AeN

= limsup sup

o 14 (T, L4 (T, Py(dp)
P D X va(Br) ‘/{W/3@/(Bk)>o} : A( n(w)@) A( m(@@)) N (de)

:sn(p)EBy

< limsup

1
msup A By ‘/{¢/1@/(Bk)>0} (e(Br) — 1) PN(d(P)’

Pn(¢: @(Bk) > 0) \ Theorem 4.4
= lims (1 - ) = 0.
Fa Avq(By)
e Mit Hilfe von (15) ergibt sich hieraus die Behauptung. O

4.1.3 Reduzierte Palmsche Verteilung; Satz von Slivnyak

e Manchmal ist es zweckmiiRig, neben der in (5) bzw. (6) eingefiihrten Palmschen Verteilung PY, noch die so
genannte reduzierte Palmsche Verteilung von stationidren Punktprozessen zu betrachten.

e Dabei wird das Atom gestrichen, das beziiglich P{; mit Wahrscheinlichkeit 1 im Nullpunkt liegt (vgl. Theo-
rem 4.2).

e Mit anderen Worten: Sei B € By(R?) eine beliebige beschrinkte Borel-Menge mit 0 < v4(B) < oo. Dann
heift das Wahrscheinlichkeitsmaf Py : N'— [0, 1] mit
1
P‘Azi/ T, (T, —4,) Py(d 18
NA) = Nn;s%w A(Ts, ()0 = 90) Pr(dep) (18)

die reduzierte Palmsche Verteilung von {Np}.

Mit Hilfe von Korollar 4.1 l&sst sich die folgende einfache Darstellung der Palmschen Verteilungen P]IV und Py
von homogenen Poisson—Prozessen herleiten, die in der Literatur der Satz von Slivnyak genannt wird.

Theorem 4.5 Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess. Dann gilt
P\ =Py (19)

bzw. (Gquivalent hierzu)
Py = Py % 8, , (20)

wobei Py * 85, die Verteilung des zufilligen Zihlmafes {Ng + §,(B), B € B(R?)} bezeichnet.

Bewelis

e Aus Korollar 4.1 ergibt sich insbesondere, dass

PY(A) = Jim. Py(A)  VAeEN. (21)

e Wegen Theorem 2.1 geniigt es, den Grenzwert PY(A) in (21) fiir Ereignisse A € N der Form
A:{QDEN @(Cl) §k177§9(cn) Skn} (22)

zu untersuchen, wobei n > 1, ki, ..., k, > 0 beliebige natiirliche Zahlen sind und C4,...,C, € Q% eine
beliebige Folge von Quadern ist.
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e Dabei setzen wir zundchst zusétzlich voraus, dass der Nullpunkt einen positiven Abstand von jedem
der Quader C1,...,C, hat, d.h.,

o € int (CY) Vi=1,...,n. (23)

— Aus (21) und aus der Definitionsgleichung (17) von Py ergibt sich dann, dass

P(Neyon, <ki,..., Noyop, < kn, N, > 0)
lim sup
k—o00 P(NBk > 0)

P(No,op, < kis..., Noyop, < kn, Np, > 0)
< P]%(A) < likminf P(N >0)
— 00 By

)

wobei C @ B = {z +y: « € C,y € B} die Minkowski-Addition und C © B = (C° & BC)C die
Minkowski-Subtraktion bezeichnet.
— Wegen (23) gilt aukerdem fiir jedes hinreichend grofie k, dass

(Oi@Bk)ﬁBk:(Cn@Bk)ﬂBkzw Vi=1,...,n.
— Aus den Unabhéngigkeitseigenschaften der Poisson-Prozesses {Np} ergibt sich somit, dass

limsup P(N¢, e, < ki,...,No,op, < kn) < Py(A)

k—oo

< liminf P(N¢,eB, < k1,...,Nc, o8, < kn)

T k—oo

und folglich

P](\)/(%OGN@(Cl)Skh7%0(Cn)§kn) = P(Nclgkla“'aNCnSkn)
= P(N¢, + (50(01) <ki,...,Ng, +,(Cy) < kn) .

e Hieraus und aus der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafsen beziiglich monotoner Grenziiberginge
ergibt sich die Giiltigkeit von
PR (A) = (P * d5,) (A) (24)

fiir diejenigen der in (22) betrachteten Ereignisse A € N, so dass der Nullpunkt nicht im Inneren einer
der Quader C1,...,C, liegt, d.h.,

o (intCyU...UintC,). (25)

— Wenn (25) nicht gilt, dann kénnen wir diejenigen Quader C; mit o € int C; jeweils in zwei Teilquader
zerlegen konnen, so dass danach (25) gilt.
— Hieraus folgt, dass (24) fiir jedes der in (22) betrachteten Ereignisse A € N gilt. O

Beispiel Sei {Ng} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitit A.

e Dann kénnen wir die in Theorem 4.5 gegebenen Darstellungsformeln (19) und (20) fiir die Palmsche Ver-
teilungen P} bzw. PY anwenden, um beispielsweise die Nichster-Nachbar—Abstandsverteilungsfunktion
D : [0,00) — [0, 1] mit

D(r)= P}V(go € N: ¢(B(o,r)) > 0) Vr >0 (26)
des typischen Punktes des Poisson—Prozesses { N} zu bestimmen.

o Hierfiir setzen wir in (19) das Ereignis A = {¢ € N: ¢(B(o,7)) > 0} fir jedes r > 0 ein und erhalten,

dass
D(r) = Pn(p € N: ¢(B(o,7)) > 0) =1 —exp(—Argr?) Vr>0, (27)

wobei kg das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
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4.1.4 Typische Zelle von Poisson—Voronoi—-Mosaiken; Simulationsalgorithmus

Ein anderes Anwendungsbeispiel von Theorem 4.5 fiihrt zu der folgenden (lokalen) Darstellung der typischen Zelle
von Poisson—Voronoi—-Mosaiken.

e Hierfiir ordnen wir jedem Punkt S,, des Poisson-Prozesses {Np} die Voronoi—Zelle Z,, zu, wobei
En:{xeRd: |z — Sp| < |@— S| Vm #n}, (28)
— d.h., Z, ist die (zufillige) Menge derjenigen * € R? deren Abstand von S, nicht grofer ist als die

Absténde zwischen z und allen anderen Punkten S,,, m # n des Poisson—-Prozesses.

— Beachte: Aus der Definitionsgleichung (28) von =, ergibt sich, dass =,, mit Wahrscheinlichkeit 1 ein
beschranktes und konvexes Polygon ist.

— Die Folge {Z,,} der Voronoi—Zellen =,, wird dann Poisson—Voronoi—-Mosaik genannt. Dabei sagt man,
dass S,, der Nucleus von Z,, ist.
e Mit Hilfe von Theorem 4.5 erkennen wir nun,
— dass die Verteilung der sogenannten typischen Zelle des Poisson—Voronoi-Mosaiks, d.h., die Verteilung
der Zelle des typischen Punktes des Poisson—Prozesses {Np}, gegeben ist

— durch die Verteilung der (zufilligen) Voronoi—Zelle
Er={zeR: |z|<|z—S,|Vn>1} (29)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {S,,} des homogenen Poisson-Prozesses {Np}.

®S
! oS
s;@

[J
S4

Abbildung 19: Initialzelle

Dies liefert einen effizienten Algorithmus zur (lokalen) Monte—Carlo—Simulation der typischen Zelle von Poisson—
Voronoi-Mosaiken, wobei wir uns hier aus Griinden der Einfachheit auf die Beschreibung des planaren Falles
d = 2 beschranken.

e Der Algorithmus besteht aus zwei Teilen, wobei jeweils eine gewisse Anzahl von Punkten Si,Ss,... des
Poisson—Prozesses { Np} mit dem Algorithums zur radialen Simulation von homogenen Poisson—Prozessen
erzeugt wird, der in Abschnitt 2.2.1 eingefiithrt worden ist.

e Zunichst werden so viele Punkte S1, Ss, . .. erzeugt, bis sich durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o, S1),
(0,52), ... ein beschrinktes (und konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden l4sst, das Initialzelle genannt
wird, vgl. Abbildung 19.

— Die Konstruktion der Initialzelle kann mit Hilfe der folgenden Stoppregel erfolgen.

— Zuerst werden die Punkte 51, So und S3 erzeugt. Dabei wird der Sektor Yg, s, betrachtet, der durch
die beiden Geraden o, —S; und o, —S5 gebildet wird.
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Wenn S3 € Yg, s5,, dann stoppt der Algorithmus und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten
der Strecken (o0, 571), (0,52) und (o, S3) gebildet.

Wenn S3 ¢ g, 5,, dann wird der grofite Sektor Xg, g, s, betrachtet, der durch die Geraden o, —S51,
0, —S92 und o, —S3 gebildet werden kann.

Anschlieffend wird der Punkt Sy erzeugt und gepriift, ob Sy € ¥g, g,.5;-

Wenn Sy € Xg, . 5,,55, dann stoppt der Algorithmus und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten
der Strecken (o, 51), (0,52), (0,S3) und (0, S4) gebildet.

Wenn Sy € g, .5,,5,, dann wird das Verfahren so lange fortgesetzt, bis S;+1 € 3,5,
und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o,51),...,(0,S;) gebildet.

e Danach wird gepriift, ob die Initialzelle mit der in (29) gegebenen typischen Zelle Z* iibereinstimmt oder ob
die Initialzelle noch durch die Erzeugung weiterer Punkte des Poisson-Prozesses {Np} verkleinert werden
muss.

Beachte

Sei rmax das Maximum der Abstinde der Eckpunkte der Initialzelle vom Nullpunkt.

Dann kénnen nur diejenigen Punkte S,, des Poisson—Prozesses {Np} die Gestalt der typischen Zelle
E* beeinflussen, fiir die |S,| < 2rmax gilt.

Die Erzeugung der Punkte Si,Ss,... mit dem Algorithums zur radialen Simulation von homogenen
Poisson—Prozessen kann also spitestens dann gestoppt werden, wenn |S,,| > 2rmax-

Durch die Mittelsenkrechten der Strecken (0, Si+1), ..., (0, Sit2), ... konnen Teilbereiche der Initialzelle
wegfallen,

wodurch sich der Maximalabstand 7, der Eckpunkte verringern und der Algorithmus gegebenenfalls
frither gestoppt werden kann.

Jeder Durchlauf des oben beschriebenen Algorithmus liefert eine Realisierung £* der typischen Zelle
=%

Auf der Grundlage der Realisierungen &, ...,&, von Z*, die sich aus einer grofen Anzahl n solcher
Runs ergeben, kénnen statistische Schétzer konstruiert werden, um (Verteilungs—) Eigenschaften von
geometrischen Kenngrofen der typischen Zelle =% zu bestimmen.

Beispielsweise konnen auf diese Weise die Verteilungen der Eckenzahl, der Randlinge bzw. des Fli-
cheninhaltes von =* bestimmt werden.

4.2 Campbellsche Mafse; Beispiele von Palmschen Verteilungen

4.2.1 Produktdarstellung des reduzierten Campbellschen Mafies von Poisson—Prozessen

Wir verallgemeinern nun den Satz von Slivnyak, d.h., die in Theorem 4.5 hergeleitete Formel (19) zur Darstellung
der reduzierten Palmschen Verteilung Pj;.

Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt zundchst den Fall von beliebigen (inhomogenen) Poisson—Prozessen
{Np}. Hierfiir ist der Begriff des Campbellschen Mafes bzw. des reduzierten Campbellschen Mafies von zufilligen
Zéhlmafsen niitzlich.

Definition Sei {Np} ein beliebiges zufilliges Zahlmaf mit der Verteilung Py iiber N.

Dann heikt das MaB v : N ® B(RY) — [0, o] mit

W4 xB) = [(GlB)Ls@) P(de)  VAEN. BeBR) (30)

das Campbellsche Maf von {Np}.
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e Auferdem wird das Maf +' : N ® B(R?) — [0, 0o] mit
FaxB) = [ [ Aa@)Lile-0)elds) Pu(d) VAN, BeBE®) (1
N JRd

betrachtet, das das reduzierte Campbellsche Maff von {Np} genannt wird.

Beachte Mit algebraischer Induktion kann man zeigen, dass die Definitionsgleichungen (30) und (31) von vy
bzw. 7' dquivalent sind mit

/ fo )7 (d(p,2)) = / f(p.x) p(dz) Py (dg) (32)
NxRd N JRd

bzw.

foa) 7 (den) = [ [ 7o~ bai) p(do) P () (3
NxR4 N JRd
fiir jede (N @ B(R?), B([0,00)))-messbare Funktion f : N x R% — [0, 00).

Das folgende Resultat kann als eine Verallgemeinerung der Darstellungsformel (19) aufgefasst werden, die in
Theorem 4.5 fiir den Fall homogener Poisson-Prozesse hergeleitet wurde.

Theorem 4.6 Sei {Ng} ein belicbiger Poisson—Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) Intensititsmaf
w. Dann gilt
v =Py xp. (34)
Beweis Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.
1) Zunéichst zeigen wir, dass die Produktformel
+/(A x B) = Py (A) u(B) (35)
fiir jede beschrinkte Borel-Menge B € By(R?) und fiir jedes A € N der folgenden Gestalt gilt:
A={peN: ¢(B) =3}, wobei B’ € By(R%), j € {0,1,...}.
o Hierfiir geniigt es, die Giiltigkeit von (35) fiir die Fille
la) BC B und 1b) BNB =1

zu zeigen, weil jede Borel-Menge B € By(R?) in der Form B = (BN B’) U (B \ B’) dargestellt
werden kann und weil dann

Y (AxB) = A(Ax((BNnB)U(B\B))
= 7Y (Ax((BNB))++'(Ax (B\B))
= Pn(A)u(BNB')+ Py(A) u(B\ B')
= Px(4)p(B).

e Im Fall 1a) ergibt sich aus der Definitionsgleichung (31) des reduzierten Campbellschen Mafes 7',
dass

FaxB) = [ [ 1) Tale - ,) e(dn) Patp)
J
= 3 [ [ 80 Lty o= 0 ) 9(do) Py(d)
k=0 /N JR?
J
= Z/N/Rd Ip(x) Tipren: o/ (By=k+1, o' (B\B)=j—k} (¢) p(dx) Py (dp)
k=0

J
= > /N(k + 1) Lpren: o (B)=k+1, o' (B'\B)=j—k} (¥) Pn (dp) -
k=0
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e Hieraus und aus den Unabhéngigkeits— bzw. Verteilungseigenschaften des Poisson—Prozesses { Np}
ergibt sich, dass

J

FAxB) = S+ 1)P(N(B) = k+1) P(N(B'\ B) = j — k)
k=0
J k
= w) Y B o pv By = - k)

— w(B)Y_ P(N(B) = k) P(N(B'\ B) = j — k)

(N(B) =k, N(B"\ B) =j — k)

I

=

5

MQ.
)

— P(N(B') = j)u(B) = Py(4)u(B).

e Im Fall 1b) ergibt sich auf dhnliche Weise aus (31), dass

7(AxB) = /N /]R (@) Lpren: o ()=53 () ¢(dz) Pr(dy)
= /N@(B) ]I{go’eN: ¢/(B/):j}(<P> PN(dsﬂ)
= [eBPv9) [ Tgenon-n o) Prlde)
— Py(4)u(B).
2) Wir zeigen nun die Giiltigkeit von (35) fiir Mengen A € N der Gestalt
A:{QDEN: @(Bl):jlw--aSD(Bn):jn}? (36)

wobei By, ..., By, € Bo(RY), ji,...,jn € {0,1,.. }.

o Hierfiir geniigt es (dhnlich wie im ersten Beweisschritt) zu beachten, dass wir ohne Einschrankung
der Allgemeinheit voraussetzen koénnen, dass die Mengen By, ..., B, € By(RY) paarweise disjukt
sind und dass einer der beiden folgenden Fille vorliegt:

n
2a) BCB;fireinie{l,....,.n} oder 2b) BN B;=0.
i=1

e Im Fall 2a) kénnen wir dann genauso wie in Beweisschritt 1la) vorgehen, um die Giiltigkeit von
(35) zu zeigen. Im Fall 2b) verlduft der Beweis so wie in Schritt 1b).

3) Aus der Giiltigkeit von (35) fiir Mengen A € N der Gestalt (36) ergibt sich wegen der o—Additivitét
der Make ' und Py, dass (35) auch fiir simtliche Mengen A € R C N gilt, wobei

R = {{@ENS k; S@(Bz) <Vl i= 1,...,n}, n>1, B; EBo(Rd), ki l; € {0,1,}U{OO}} (37)

4) Weil R ein Halbring ist, der die o—Algebra A erzeugt, ergibt sich mit Hilfe des Satzes {iber monotone
Klassen (vgl. Lemma 3.5), dass (35) fiir jedes A € A gilt.

5) Durch die erneute Anwendung des Satzes {iber monotone Klassen ergibt sich nun, dass
7(C) = (Px x p)(C)
fiir jedes C € N @ B(R?) gilt. O
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Beachte

e Wenn {Ng} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitdt A ist, dann ergibt sich aus der in
Theorem 4.6 hergeleiteten Produktformel (34), dass

Y(Ax B)=APy(A)ry(B) VAeN,BeBRY. (38)
e Auflerdem ergibt sich mit Hilfe der Definitionsgleichungen (18) und (33) von P} bzw. +', dass fiir jedes
AeN
g 1
Pua) @[] a(Tae ) pldn) Pade)
N J[0,1]¢
1
= 5 ] Toe @) La(Talo - 82)) o(do) Py (d)
N JRd
1
= 5 [ ] fe= 8 etn) Putdp)
N JRd
33 1
D 1 e @)
JNxRE

wobei f(p,2) = Tjg 1ja(2)La(Tzep).
e Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe von (38), dass fiir jedes A € N/

(39)

Py(A) /N/Rd Tjo,174(2) LA (Top) dz Py (de)

_ / T— / L4(T.p) Py(dy) de
R4 N

Stationaritit von {Np}
= B . ][[071]{1(3;)/NJIA(<,0) Py (dy) dx

- Pyn(A).

e Dies bedeutet, dass
Py =Py, (39)

was mit einer anderen Beweistechnik bereits in Theorem 4.5 gezeigt worden ist.

4.2.2 Palmsche Verteilung von zufilligen Malken; Cox—Prozesse

Die Formel (39) zur Darstellung der reduzierten Palmschen Verteilung P} von homogenen Poisson-Prozessen
lasst sich als Spezialfall allgemeinerer Darstellungsformeln fiir die reduzierte Palmsche Verteilung von stationiren
Cox-Prozessen bzw. von stationdren Poissonschen Cluster-Prozessen auffassen.

Wir betrachten zuniichst eine Verallgemeinerung der Formel (39) fiir stationdre Cox—Prozesse. Hierfiir benétigen
wir den Begriff der Palmschen Verteilung von stationdren (Intensitéits—) Maken.

Definition

e Sei {Ap} ein stationdres zufélliges MaR, beispielsweise das zufillige Intensititsmaf eines stationéren
Cox-Prozesses.

e Das Wahrscheinlichkeitsmak PJ : M — [0, 1] mit

P =5 [ [ s@iaTanda) Paan) Ve M (10)

heikt die Palmsche Verteilung des stationdren zufélligen Mafies {Ap},
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e wobei A = EA([0,1]%) und g : R — [0, 00) eine Borel-messbare Funktion ist mit

/ glx)de =1. (41)
Rd

Beachte

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass das in (40) gegebene WahrscheinlichkeitsmaR P{ nicht von der
Wabhl der Funktion g : R? — [0, 00) abhiingt.

e Insbesondere kann g(x) = Ig(z)/vq4(B) gesetzt werden fiir jede beschriinkte Borel-Menge B € By(R?)
mit 0 < vg(B) < 0.

e Dann wird klar, dass (40) eine Verallgemeinerung der Definitionsgleichung (6) fiir die Palmsche Ver-
teilung von stationdren Zihlmafen ist.

e Mit algebraischer Induktion kann man zeigen, dass die Definitionsgleichung (40) der Palmschen Ver-
teilung P} des stationiren zufilligen Mafes {Ap} fquivalent ist mit

[ [ soaasrian =5 [ [ Toapndo) Patan) (12)
M JR4 M JRE

fiir jede (M ® B(R?), B([0, o0)))-messbare Funktion f: M x R? — [0, 00).

FEin wichtiger Spezialfall liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufélligen Makes {Ap} mit Wahrscheinlichkeit 1 absolutstetig beziiglich des
d-dimensionalen Lebesgue—Mafes sind, d.h.,

e wenn es ein zufilliges Feld {)\,, x € R9} gibt, dessen Realisierungen Borel-messbare und lokal-integrierbare
nichtnegative Funktionen sind, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

AB:/)\mdx<oo VB € By(RY). (43)
B

e Eine Klasse von Beispielen hierfiir liefern die zufélligen Intensitdtsmafe von modulierten Poisson—Prozessen,
vgl. Abschnitt 3.2.3.

Fiir stationidre zuféllige Mafe {A g} mit absolutstetigen Realisierungen lisst sich die Definitionsgleichung (40) der
Palmschen Verteilung PJ wie folgt vereinfachen.

Theorem 4.7  Sei {\,, * € R4} ein stationdres zufilliges Feld, dessen Realisierungen Borel-messbare und
lokal-integrierbare nichinegative Funktionen sind, und das stationdre zufillige Maf8 {Ap} sei durch (43) gegeben.
Dann gilt

P(A) = % E(Ta({Ag})Ao) VAeM. (44)

Beweis

e Fiir die in (40) betrachtete Funktion g : R — [0, 00) setzen wir g(x) = Tjg qja(x) fiir jedes = € RY.
e Wegen (43) lisst sich dann die rechte Seite von (40) wie folgt schreiben:

/ / 21) 1(dz) Pa(dn)
/ /[01 jﬁ (z) da Py (dn)
/M /[0 L Ta(Ten) @ (0) dz Pp(dn) .

P(4)

>|= > >
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e Hieraus ergibt sich durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge, dass fiir jedes A € M

/0 W/ Ta(Tam) @ (0) Pp(dn) da
/o 1]d/ Ta(n 75 0) Pa(dn)dx

PY(A) -

Stationaritét von {Ap}

>l > >

Beispiel

o Wir betrachten das Intensitétsfeld von modulierten Poisson-Prozessen, vgl. Abschnitt 3.2.3.

e D.h., das zufillige Feld {)\,, = € R?} sei gegeben durch den Ansatz

A1, fallsz € Z,
Ao, fallsx & =,

Ay =

— wobei A1, A2 € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A1, A2} > 0 sind,
— die (zufillige) Menge E gegeben ist durch Z = J,—, B(S,,7),
— und {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitéit Ay € (0, 00) ist.

e Dann ergibt sich aus (44) und (45), dass

ME (]IA({AB})]IE(O)) +>\2E(]IA({AB})I[EC(O))

VAe M.
A (1 — exp(—Agkqg rd)) + Ag exp(—Aokg %)

PR(A) =

e Denn fiir jedes A € M gilt

PR(A)

L E(La(As)A)
M E (La( {AB} =(0)) + A2 E (I4({Ap})T=<(0))
5(0) + A2 EIz<(0)
)\1 (]IA {AB} O ) + )\QE (][A {AB})]I':L( ))
A1 (1= exp(— /\QH 1)) + Az exp(—Agrq r?)

[ 14 S (@) Patdn) = B (La({Am)A).
M

85

(46)

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Formel (3.66) in Lemma 3.3 ergibt und x4 das Volumen der

d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Wir leiten nun eine Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5) fiir die reduzierte

Palmsche Verteilung von stationéiren Cox-Prozessen her.

Theorem 4.8 Sei {Ng} ein stationdrer Cox—Prozess mit dem (stationdren) zufilligen Intensititsmafl {Ag}.

Dann ist die reduzierte Palmsche Verteilung P\ : N'— [0,1] von {Ng} gegeben durch

:/ Q,(A) PY(dn) VAeN,
M

wobei Q, : N — [0,1] die Verteilung eines Poisson—Prozesses mit dem Intensititsmaf8 n bezeichnet.

(47)
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Beweis

e Die Definitionsgleichungen (3.24) bzw. (3.25) des Cox—Prozesses {Np} sind dquivalent mit
U

:/MQ(A)

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (18) von P]!V ergibt sich, dass fiir jedes A €

Pp(dn) VYAeN. (48)

PLa) @ i//{ond T.p — 8,) o(dz) Py (dy)
(48) %///01 T, — 8,) (dzx) Q,(dg) Pa(dn)
1
(33) % /M /N o o) La(Tai) 33 (Ao, ) Pa(dn)

wobei Vi, das reduzierte Campbellsche Maf eines (im allgemeinen inhomogenen) Poisson—Prozesses mit
dem Intensitdtsmafs 1 bezeichnet.

e Aus der Darstellungsformel (34) fiir das reduzierte Campbellsche Mag ~,, die in Theorem 4.6 hergeleitet
worden ist, ergibt sich nun, dass

) @ 5 [ ] B @) 1a(T) @, i) Pafan)
_ % / /R Mp.10(2) QT2 A) () Pa (dn)
= 5 [ [, Toa@) Qro(4) ntae) Pr(an)
| @) PRan).

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (42) der Palmschen Verteilung P) von
{Ap} ergibt. O

Beachte Aus der in Theorem 4.8 hergeleiteten Darstellungsformel (47) ergibt sich insbesondere,
e dass die reduzierte Palmsche Verteilung P) des stationiiren Cox—Prozesses { N} erneut die Verteilung
eines Cox—Prozesses ist,

e wobei die Verteilung des zugehérigen zufilligen Intensitéitsmafies durch die Palmsche Verteilung Py
von {Ap} gegeben ist.

4.2.3 Beispiele: modulierte Poisson—Prozesse, Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen

1. Modulierte Poisson—Prozesse
e Wir betrachten das stationiire zufillige Feld {\,, 2 € R9}, wobei A, in (45) gegeben ist, und das
stationdire zufillige Ma {Ap} mit Ap = [, A, dw fiir jedes B € B(R?).
e Dann ist die Palmsche Verteilung PY von {Ap} durch (46) gegeben, d.h.,

ME (]IA({AB})]IE(O)) + X E (]IA({AB})]IEC (0))

PY(A) =
A(4) A (1 — exp(—Aoka rd)) + Ao exp(—Agrg rd)

VAe M.
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o Hieraus und aus Theorem 4.8 folgt, dass die reduzierte Palmsche Verteilung P]!V des stationdren Cox—
Prozesses {Np} mit dem Intensitdtsmaft {Ap} gegeben ist durch

Py (4) =pc/ Qn(A) Prjoez(dn) + (1 —pc)/ Qn(A) Ppjog=(dn), (49)
M M
wobei
— exp(—Nokqr?
De = A1 (1 pi Aok )) , A=)\ (1 — exp(—Agka Td)) + A2 exp(—Agkar?) (50)
und
Prjoez(A) = P({Ap} € A|o€E), Prjog=(A) = P({Ap} € Al 0o ¢ E) (51)

e Denn aus (46) und (47) ergibt sich, dass fiir jedes A € N
| (47)
Phta) @ [ Q) PRtan)

o) M\ /M Qn(A)E ({Ap} € dn, 0 € E) + X2 /M Qn(A)E ({Ap} € dn, 0 ¢ E)
o A (1 — exp(—Aoka rd)) + Ao exp(—Agrg rd)

A (1 — exp(—Agkq T

d
— . ) /M Qy(A) Prjoez(dn)

/\2 exp(—)\ond Td
A

) /M Qn(A) Pyjog=(dn) .

e Beachte: Die in (50) eingefiihrte Gréfe pe kann als
— bedingte Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Nullpunktes durch die zufillige Menge

aufgefasst werden, und zwar unter der Bedingung, dass in einer infinitesimal kleinen Umgebung
des Nullpunktes ein Punkt von {Np} liegt.

— Dies ergibt sich aus der Definitionsgleichung (6) der Palmschen Verteilung Py des modulierten
Poisson-Prozesses { N} mit Hilfe der lokalen Charakterisierung Palmscher Wahrscheinlichkeiten,
die in Abschnitt 4.1.2 diskutiert worden ist.

— Dabei ist die in (50) betrachtete Grofie A die Intensitit des modulierten Poisson—Prozesses {Ng}.

2. Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen; Poissonsche Geradenmosaike

e Sei Ay > 0 eine beliebige positive Zahl. Wir fiihren zunéchst den Begriff des homogenen (und isotropen)
Poissonschen Geradenprozesses im R? mit der Intensitit A, ein.
— Hierfiir betrachten wir den unabhiingig markierten Poisson—Prozess { (R, V,,)}, wobei
(i) {Rn, n > 1} ein homogener Poisson—Prozess in R mit der Intensitéit A; ist,
(ii) {V,.} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten (nichtnegativen) Zufallsvariablen
ist mit V,, ~ U ([0, 7)),
(iii) und die beiden Folgen {R,} und {V,,} unabhingig sind.
— Fiir jedes n > 1 betrachten wir die (zufillige) Gerade (g, v, in R? mit

lr, v, ={(z1,22) € R?: z1cosV, +aosinV, = R, }.

v, €in Poissonscher Geradenprozess im

nyVn

— Dann sagt man, dass die (zuféllige) Menge X, =, —, ¢r
R? mit der Intensitit A ist.
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e Beachte:

— Man kann zeigen, dass
/\gZEVﬂX@ﬂB) (52)

fiir jedes B € B(R?) mit vo(B) = 1 gilt, wobei v1(X, N B) die Gesamtstreckenlinge von X
in der Borel-Menge B bezeichnet, d.h., Ay ist die erwartete Gesamtstreckenlinge von Xy pro
Flacheneinheit,

— und dass durch den Poissonschen Geradenprozess X, eine Folge {Z,, n > 1} von (zufilligen)
kompakten und konvexen Polygonen induziert wird, so dass
(i) intZ; N intZ; = 0 fiir beliebige 4, > 1 mit ¢ # j,
(i) Ur—;E, =R?und U2, 0=, = Xy,

— Beachte: Aus den FEigenschaften (i) und (ii) ergibt sich insbesondere, dass [z,2'] N X, = 0 fiir
beliebige z, 2’ € int=Z,, und n > 1.

— Dabei sagt man, dass {E,, n > 1} ein (stationires und isotropes) Poissonsches Geradenmosaik

mit der Intensitdt )\, ist. Die zufiligen Polygone =1, Zo, . .. werden die Zellen des Mosaiks genannt,
vgl. Abbildung 20.

Abbildung 20: Zelle eines Poissonschen Geradenmosaiks

e Sei AV > 0 eine beliebige positive Zahl, und das stationire zufillige Maf {Ap} sei gegeben durch
Ag = Y (X, N B) VB e B(R?). (53)

— Eine Realisierung eines Cox-Prozesses mit dem in (53) betrachteten zufilligen Intensitétsmafd
{Ap} ist in Abbildung 21 gegeben.

— Ahnlich wie beim Beweis des Satzes von Slivniak (vgl. die Beweise der Theoreme 4.5 hzw. 4.8)
ergibt sich
(i) aus den Unabhéngigkeitseigenschaften des Poisson—Prozesses {(Ry,, V,,)}, der den Poissonschen

Geradenprozess X, = J,—, {r,, v, generiert,
(i) und aus der Definitionsgleichung (40) der Palmschen Verteilung PJ des stationiren zufiilligen
Mafes {Ap},

— dass die Palmsche Verteilung PJ gegeben ist durch
P (A) = P{A%} € 4) VAeM, (54)
wobei
AY = XV ((lov, U Xe) N B) (55)

und Vp : Q — [0, 7) eine nichtnegative Zufallsvariable mit Vy ~ U ([0, 7)) ist, die von {(Rn,V4)}
unabhingig ist.

e Beachte: Die in (54) und (55) gegebene Palmsche Verteilung Py von {Ap} ist die Verteilung des
zufiilligen Mafes {A%}, dass sich ergibt, indem
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— nicht nur die Gesamtstreckenlénge Ap des Poissonschen Geradenprozesses X, in B,

— sondern auferdem noch die Lange der Schnittmenge ¢, v, N B betrachtet wird, die durch die
zusétzlich hinzugefiigte (und durch den Nullpunkt verlaufende) Gerade £, v, entsteht.

e Hieraus und aus Theorem 4.8 folgt,

— dass die reduzierte Palmsche Verteilung P) des stationiren Cox—Prozesses {Np} mit dem Inten-
sitatsmakt {Ap} gegeben ist

— durch die Verteilung der Vereinigungsmenge der Atome der (linearen) homogenen Poisson—Prozesse
mit der Intensitit )\(1), die auf den Geraden des Geradenprozesses £, v, U Xy liegen.

Abbildung 21: Cox—Prozess auf Poissonschem Geradensystem

4.2.4 Typische Zelle von Cox—Voronoi—-Mosaiken; Simulationsalgorithmen

In diesem Abschnitt betrachten wir Voronoi-Mosaike, die durch Cox—Prozesse generiert werden, und sprechen
deshalb von Coz—Voronoi—Mosaiken. Insbesondere betrachten wir Cox—Voronoi-Mosaike, die durch modulierte
Poisson—Prozesse bzw. durch Cox-Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen generiert werden.

1. Modulierte Poisson—Prozesse

e Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines modulierten Poisson-Prozesses {Np}, und sei
{E,} das zugehorige Cox—Voronoi-Mosaik, d.h.,

Enz{xERd:|x—§n|§\x—§m\Vm7§n}, (56)
wobel man sich leicht tiberlegen kann, dass die in (56) gegebenen Zellen Z,, mit Wahrscheinlichkeit 1

kompakte und konvexe Polygone sind.

e Aus der Darstellungsformel (49) fiir die reduzierte Palmsche Verteilung P) des Cox-Prozesses {Np}
ergibt sich, dass

— dass die Verteilung der typischen Zelle des Cox—Voronoi-Mosaiks {E,}, d.h., die Verteilung der
Zelle des typischen Punktes des Cox—Prozesses { Np}, gegeben ist

— durch die Verteilung der (zufélligen) Voronoi-Zelle
= ={zeR: |2|<|z—8),|Vn>1} (57)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {S.} des Cox—Prozesses {Nj} mit der in (49)—(51)
gegebenen Verteilung P} .
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Dies fiihrt zu dem folgenden Algorithmus zur Monte—Carlo-Simulation der typischen Zelle =* des Cox-
Voronoi-Mosaiks {Z,,}, der auf der radialen Simulation der Punkte {S},} des Cox-Prozesses {Nj} beruht.
Dabei beschrinken wir uns hier auf die Beschreibung des planaren Falles d = 2.

e Wegen der in (49)—(51) gegebenen Darstellung der Verteilung P} wird zunichst

— ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. durchgefiihrt,

— um zwischen den beiden Fillen unterscheiden zu kénnen, ob der Nullpunkt von der zufilligen
Menge U, B(Sn,r) iiberdeckt wird oder nicht,

— wobei p. die in (50) gegebene bedingte Uberdeckungswahrscheinlichkeit ist und {S,,} die radiale
Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der Intensitét Ag ist.

e Wenn o € Z, dann wird die Zufallsvariable |S | unter der Bedingung simuliert, dass |S1| < r. Ansonsten
(d.h., wenn o ¢ Z) wird |S;| unter der Bedingung simuliert, dass S7 > 7.

— Hierfiir kann der in Abschnitt 2.2.1 dargelegte Algorithmus zur radialen Simulation von homogenen
Poisson—Prozessen verwendet werden, zusammen mit dem iiblichen Akzeptanz— und Verwerfungs-
verfahren.

— D.h., wenn beispielsweise |:S1| unter der Bedingung |S;| < r simuliert werden soll, dann wird eine
Realisierung von |S;| akzeptiert, wenn |S1| < r.

— Ansonsten (d.h., wenn |S1| > r) wird die Realisierung von |S1| verworfen und eine neue Realisierung
von |S1| generiert, usw.

— Danach wird der Winkel Uy mit U; ~ U ([0,27)) simuliert, wodurch sich der Punkt S; mit der
Darstellung S; = (|S1], U1) in Polarkoordinaten ergibt.

— Spiter werden (falls erforderlich) noch die Abstinde |Ss|,|S3], ... und die Winkel Uz, Us, ... von
weiteren Punkten generiert, und zwar so wie dies in Abschnitt 2.2.1 beschrieben wurde.

e Bei der Simulation der Punkte {S}} des Cox-Prozesses {N}j;} kann man nun wie folgt vorgehen.

— Zunichst wird der Punkt S| eines homogenen Poisson—Prozesses {5/} im R? mit der Intensitiit
Amax = max{ A, Ay} generiert, der den kleinsten Abstand vom Nullpunkt hat, wobei wir (0.B.d.A.)
annehmen, dass A1 > As.

(i) Dabei wird gepriift, ob S} € U, —, B(Sn,r).
(ii) Wenn 5§ € B(S1,7), dann wird S akzeptiert und S = S gesetzt.
(iii) Ansonsten werden weitere Absténde |Ss|, |Ss|, ..., |Sn| und Winkel Us, Us, ..., U, generiert, so
lange bis |S,| > S7 + .
(iv) Wenn S} € "' B(S;,7), dann wird S akzeptiert und S} = S} gesetzt.
(v) Ansonsten, d.h., wenn S} ¢ U;le B(S;, ), wird ein Bernoulli-Experiment durchgefiihrt, wobei
S} mit der Wahrscheinlichkeit A2/A; verworfen wird.
— Danach wird S} generiert und gepriift, ob S5 € J;—, B(S;,r).
(i) Wenn S5 € Ui, B(S;,r), dann wird S5 akzeptiert.
(ii) Ansonsten werden weitere Absténde |S, 11|, ..., |Snt+m| und Winkel Uy, 41 ..., Uptm generiert,
bis |Sptm| > S5+ .
(iii) Wenn S5 € U™ " B(S;,7), dann wird S} akzeptiert, und wir setzen

g Sy, falls S geléscht wurde,
2 =
Sh, falls S| akzeptiert wurde.

(iv) Ansonsten wird erneut ein Bernoulli-Experiment durchgefiihrt, wobei S5 mit der Wahrschein-
lichkeit A2/A; verworfen wird.
— Auf die gleiche Weise wird S% generiert und gepriift, ob S% ein Atom des Cox-Prozesses {Nj} ist,
usw.

e Genauso wie bei der Simulation der typischen Zelle von Poisson—Voronoi-Mosaiken wird die folgende
Stoppregel verwendet; vgl. Abschnitt 4.1.4:
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— Die radiale Generierung von Punkten {S)} des CoxProzesses {NpL} zunichst so lange fortge-
setzt, bis sich durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o0, S}), (0,55), ... ein beschrinktes (und
konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden lisst, das Initialzelle genannt wird.

— Danach wird gepriift, ob die Initialzelle mit der in (57) gegebenen typischen Zelle =* {ibereinstimmt
oder ob die Initialzelle noch (so wie in Abschnitt 4.1.4) durch die Erzeugung weiterer Punkte des
Cox—Prozesses { N5} verkleinert werden muss.

2. Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen

e Sei {Np} ein stationdrer Cox—Prozess, dessen zufilliges Intensitdtsmak {Ap} durch (53) gegeben ist,
und sei E* die Voronoi-Zelle

= ={zeR?: g| < |z -5, Vn>1} (58)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {S},} des Cox—Prozesses {Ng}, dessen zufilliges Inten-
sitdtsmaR {A%} durch (55) gegeben ist.
— Die Darstellungsformel (55) von {A%} fiihrt nun zu dem folgenden Algorithmus zur Simulation
der (typischen) Voronoi-Zelle =2, wobei wir die Tatsache nutzen,

— dass die Verteilung von {S)} mit der Verteilung der Vereinigungsmenge der Atome der (linea-
ren) homogenen Poisson-Prozesse mit der Intensitéit A(!) iibereinstimmt, die auf den Geraden des
Geradenprozesses £, v, U Xy liegen (vgl. Abschnitt 4.2.3).

e So wie bisher besteht der Algorithmus aus zwei Teilen, wobei zuerst die Initialzelle generiert wird.

— Hierfiir wird zunéchst eine Realisierung des Winkels Vy ~ U ([0, 7)) generiert.

— Anschliefiend wird jeweils eine Realisierung der (unabhiingigen) Zufallsvariablen |Sg| und |S; |
generiert, wobei |Sg |, |Sy | ~ Exp (A(M).

— Damit sind die Punkte Si” = (|S;|, Vo) und S5~ = (—|S; |, Vo) auf der Geraden o = ¢, v, gegeben,
die dem Nullpunkt am néchsten liegen.

— Danach wird die Gerade ¢; = (g, v, generiert und der Schnittpunkt ¢, N ¢; bestimmt.

— Genauso wie S§ und S, werden nun die beiden Punkte S;” und S] auf der Geraden ¢; generiert,
die dem Schnittpunkt £y N £; am néchsten liegen.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich aus den Mittelsenkrechten der Strecken (o, Sy), (o0, Sy ),
(0,57) und (o0, S] ) ein beschriinktes (und konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden lisst.

— D.h., bei Cox—Prozessen auf Poissonschen Geradensystemen werden stets nur wier Punkte zur
Konstruktion der Initialzelle bendtigt.

e Danach wird wiederum gepriift, ob die Initialzelle mit der in (58) gegebenen typischen Zelle =% iiber-
einstimmt oder ob die Initialzelle noch (so wie in Abschnitt 4.1.4) durch die Erzeugung weiterer Punkte
des Cox—Prozesses { N5} verkleinert werden muss.

4.2.5 Poissonsche Cluster—Prozesse
In diesem Abschnitt betrachten wir die Palmsche Verteilung PY von stationiiren Poissonschen Cluster—Prozessen,

die in Abschnitt 3.3.1 eingefiihrt worden sind. Dabei leiten wir eine Darstellungsformel fiir P{ her, die als eine
weitere Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5) aufgefasst werden kann.

e Sei {Np, B € B(R%)} ein stationiirer Poissonscher Cluster-Prozess mit

Np=> Ny VB e B(RY), (59)

n=1
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— wobei {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitidt Ao ist

— und {N ](31)}, {N g)}, ... eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Punktprozessen ist, die von
{S,,} unabhiingig sind und deren Intensititsmaf {uM(B), B € B(RY)} endlich ist, d.h., u(M (R?) < oco.

e Zur Erinnerung:

— Die Intensitéit A von {Np} ist gegeben durch A\ = \g u(*)(R%), vgl. Theorem 3.14.
— Auferdem ist das erzeugende Funktional G : H — [0, 1] von {Np} gegeben durch

G(f) :exp<)\o/Rd (G- 1) dx) ViEH, (60)

— wobei GI*l : H — [0, 1] das erzeugende Funktional des (um den Vektor z € R verschobenen Sekundér-)

Punktprozesses {Né,l) , B € B(RY)} ist, vgl. Korollar 3.3.

—x

e Um eine Darstellungsformel fiir die Palmsche Verteilung Py von {Np} herleiten zu kdnnen, fithren wir das
Wabhrscheinlichkeitsmak P : N — [0, 1] ein, wobei

P = g [ T eln Py de) VAN (61)

und Py die Verteilung der Sekundéirprozesse {N}(;)}, {]\71(92)}7 ... bezeichnet.

Das folgende Resultat kann als Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5)
aufgefasst werden.

Theorem 4.9

o Sei {NS} ein zufilliger Punktprozess mit der Palmschen Verteilung PY, und sei {NB} ein zufdilliger Punkt-
prozess mit der in (61) eingefithrten Verteilung P, der diber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wie {Np}
gegeben und von {Np} unabhdngig ist.

e Dann gilt
{NY, BeBR)} 2 {Ng+ Ng, BeBRY}. (62)

Beweis

e Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede (A, B([0,00)))-messbare Funktion g : N — [0, 00)
[ Phian = [ [t +e Pag) Patas). (63)

e Fiir jedes ¢ € N, so dass ¢({z}) < 1 fiir jedes € R?, sei das Wahrscheinlichkeitsmaf P : V' — [0, 1]
gegeben durch

e(RY)
PA) = P(Y N2, € 4) VAeEN, (64)
n=1

wobel $1, g, . .. eine messbare Indizierung der Atome von ¢ ist.
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e Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (59) des stationiren Poissonschen Cluster—Prozesses
{Np}, dass fiir jede (N @ B(R?), B([0, 00)))-messbare Funktion f : N x RY — [0, c0)

/ F(r ) pldz) Py(dg) = / / f(¢!2) ' (dx) P9 (dy!) Po(dg)
R N JN JR?

wobei Py die Verteilung des Poissonschen Primérprozesses {S,,} bezeichnet.

e Hieraus und aus der Unabhingigkeit der Sekundérprozesse {IN ](31)}, {N 1(32)}, ... ergibt sich mit Hilfe der
Definitionsgleichung (33) fiir das reduzierte Campbellsche Maf 'y}go des Poissonschen Primérprozesses
{Sp}, dass

/ / F(,7) () Pr(d)

n:l

(33)

LU L6 a1 @ P P=5099) o a0)
Theorem 4.6, /Rd /N</N/N . Fl@ + ¢ 2) " (dz) Plv](dy") Plel (dgp’)) Po(dy) dy,

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Produktdarstellung des reduzierten Campbellschen Mafses 7}’0

des (homogenen) Poisson—Prozesses {S,,} ergibt, die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist.

e Durch die erneute Anwendung der Definitionsgleichung (59) des stationdren Poissonschen Cluster—
Prozesses {Np} ergibt sich nun, dass

| [ 10 etan) Pata)
R4
B A0/ / / F(@ + " 2) ¢ (de) P (dp") Py (d¢') dy
Re JN JN JRd
= )\0/ / / F@' + Ty, —y) ¢ (da) PP (dp") Py (dy') dy
Re JN JN SR
B A0/ // F(@ 4 Tay ) ¢ (da) PPN (d") Py (de') dy
Re JN JN SR
Stationaritdt von {/V,
e A0/ // F(T—y (¢ + Taip").y) " (dz) PL(dy") Py (d¢') dy
Rd JN JN SR
(61) 5
= Ao M (R) /Rd/N/Nf(T—y(sa'ﬂp”%y) P(dg") Py (dy') dy.
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (61) des Wahrscheinchlichkeitsmafies P
ergibt.
o Wegen A = Ao (M (R?) ergibt sich somit, dass

/Rdf% wldz) Py (dg) —A/ //f T_, (¢ +¢").y) P(d") Px(dg')dy.  (65)

o Andererseits ergibt sich aus der Definitionsgleichung (6) der Palmschen Verteilung P von {Np} (vgl.

auch die Formel (42)), dass
/ flo.0)do Phde) = 3 [ [ F(Tapa) o(dn) Pt
R4 R
bzw.
s [ e e bae) = [ [ 1o etdn) Paia) (66)
R4 R?

fiir jede (N @ B(R?), B([0, 00)))-messbare Funktion f: N x R% — [0, 00).
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e Insgesamt ergibt sich somit aus (65) und (66), dass fiir jede (N ® B(R?), B(]0, 00)))-messbare Funktion
g: NxRY—[0,00)

[ atearan o = [ [ [ ate+ ) Pag”) Putae) dy

bzw. fiir jede (N, B(]0, 00)))—messbare Funktion g : N — [0, c0)

/N 9(p) Py (dp) = /N /N 9(¢' + ") P(d¢") Pn(d¢). 0

Beachte

e Theorem 4.9 kann als eine Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (20) in Theorem 4.5)
aufgefasst werden. Denn in dem Spezialfall, dass P = Js,, ergibt sich aus Theorem 4.9 insbesondere,
dass Py = Py * ds,.

e Weil das Produkt der erzeugenden Funktionale zweier unabhéngiger Punktprozesse mit dem erzeugen-
den Funktional ihrer Summe (im Sinne der Addition zufélliger Zdhlmafke) iibereinstinmmt, ergibt sich
aus Theorem 4.9 die folgende Darstellungsformel

G (f) = G(f) G(f) VfeH (67)

fiir das erzeugende Funktional G° : H — [0, 1] der Palmschen Verteilung PY, wobei
&) = [ exn( [ 10 f@) elan) Ph(ag) vien
N R4

und G bzw. G die erzeugenden Funktionale von Py bzw. P sind.

e Ahnlich wie fiir die in Abschnitt4.2.4 betrachteten Cox—Voronoi-Mosaike lisst sich mit Hilfe von Theo-
rem 4.9 ein Algorithmus zur Simulation der typischen Zelle von Voronoi-Mosaiken herleiten, die durch
stationdre Poissonsche Cluster-Prozesse generiert werden.

— Dabei muss lediglich vorausgesetzt werden, dass die Verteilung des Sekundérprozesses { N g)} und
damit auch die in (61) eingefiihrte Verteilung P eine hinreichende einfache (implementierbare)
Gestalt hat.

— Beispiele, fiir die dies zutrifft, sind die in Abschnitt 3.2.3 eingefithrten Matérn—Cluster—Prozesse
bzw. die in Abschnitt 3.3.3 eingefiihrten Gauk-Poisson-Prozesse.

4.3 Weitere Kenngrofien von Punktprozessen und ihre Schitzer

e In diesem Abschnitt betrachten wir Kenngrofen von stationédren zufélligen Zdhlmafen, die zur statistischen
Analyse der Struktureigenschaften von unregelméfigen Punktmustern genutzt werden konnen.

e Dabei fithren wir zunéchst den Begriff der Kontaktverteilungsfunktion ein, die zur Analyse der geometrischen
Beschaffenheit der Leerbereiche zwischen den Punkten geeignet ist. Danach betrachten wir Kenngréfsen von
stationdren zufalligen Zahlmafe, die sich mit Hilfe ihrer Palmschen Verteilung ausdriicken lassen.

e Insbesondere untersuchen wir Eigenschaften von nichtparametrischen Schatzern dieser Kenngrofen, die die
Form von so genannten Summary—Staistiken haben.



4 PALMSCHE VERTEILUNG UND WEITERE KENNGROSSEN VON PUNKTPROZESSEN 95

4.3.1 Kontaktverteilungsfunktion; Minus—Sampling

Sei {Np, B € B(R%)} ein (einfaches) stationires zufiilliges Zahlma® mit der Intensitéit A € (0,00), und sei {S,}
eine messbare Indizierung seiner Atome. Dabei setzen wir stets voraus, dass P(Nga = 0) = 0.

Definition

e Fiir jedes € RY betrachten wir die Zufallsvariable Z, : Q — [0, 00) mit

Zy =min{r > 0: Npz,) >0} = II1>1111 |z — Sy, (68)

die sphdirischer Kontaktabstand des Punktes z € R? zu den Atomen {S,} des zufilligen ZahlmaRes
{Ng} genannt wird.

e Die Verteilungsfunktion H : [0,00) — [0,1] mit H(r) = P(Z, < r) Fiir jede r > 0, die wegen der
Stationaritéit des zufilligen ZihlmaRes {Np} nicht von x € R? abhingt, wird die sphdirische Kontakt-
verteilungsfunktion von {Np} genannt.

Theorem 4.10  Fiir beliebige r > 0 und W € B(R?) mit 0 < vg(W) < oo gilt

und

H(r) = ﬁ Evg (W n Y B(Sn,r)) . (70)

n=1

Beweis

o Die Giiltigkeit von (69) ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass
{a) €eQ:0¢€ U B(Sn(w),r)} = {w €Q: m>ir11|Sn(w)| < 7’} ={we: Z,(w) <r}.
n=1 "=

e Auflerdem ergibt sich aus der Stationaritit von {Np} und aus dem Satz von Fubini iiber die Ver-
tauschbarkeit der Integrationsreihenfolge, dass

oo

ud(W)P(o e G B(Sn,r)) - /WP(O ey B(Sn,r)) da

n=1 n=1
o0

Stationaritdt von {Np} / /
= P B(Sy,r))dz = ET dx
w (w e U B( r)) v w o {ee iB(sn,r)} ‘

n=1 n

Satz von Fubini >
n E [ 1 dz :EV<WO BS,L,r).
/W {xe Lfl B(SWT)} ’ nL=Jl ( )

e Hieraus und aus (69) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (70). O

Beachte

e Die Darstellungsformel (70) fiir die sphéirische Kontaktverteilungsfunktion H : [0, 00) — [0, 1] fiihrt zu
den folgenden (erwartungstreuen) Schitzern fiir H(r).
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— Sei 7 > 0 und W € By(R?) eine beliebige beschriinkte Borel-Menge mit vq(W © B(o,7)) > 0,
wobei W & B(o,7) ={x € W: B(x,r) C W}.

— Wenn der Punktprozess {5, } in dem dilatierten Fenster W @& B(o,r) beobachtet werden kann (so
genanntes Plus—Sampling), wobei W@ B(o,r) = {x+y: © € W, y € B(o,r)}, dann folgt aus (70),
dass durch den Ansatz -

va(W 0 U B(Sn.1))
Hyy (r) = e
va(W)
ein erwartungstreuer Schitzer fiir H(r) gegeben ist.

— Ein weiterer Schitzer fiir H(r), der auf dem Prinzip des ,Minus-Samplings” beruht und der wegen

(70) ebenfalls erwartungstreu fiir H(r) ist, ist gegeben durch

. yd((W@B(o,r)) N Dle(Smr))
Hw'(r) = va(W e B(o,r)) : (72)

(71)

e Der in (72) betrachtete Schitzer HE )( ) besitzt zwar den Vorteil,

— dass zu seiner Berechnung nur Information iiber {S,} in dem (urspriinglichen, nicht dilatierten)
Beobachtungsfenster W erforderlich ist.

— Ein Nachteil des Schétzers H ( ) besteht allerdings darin, dass H (2)( ) im allgemeinen keine
monotone Funktion in r ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass die Schétzer ﬁl(/{l,) (r) und ﬁl(f,) (r) die folgende (starke) Konsistenzeigenschaft
besitzen, wenn der Punktprozess { Np} ergodisch ist.

Theorem 4.11 Sei {Np} ein ergodischer Punktprozess. Dann gilt fir jedes r > 0

(hm A, ) = H(r)) (hm AP () = H(r)) - 1. (73)

k—oo k—oo

Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 3.18 kann man sich leicht iiberlegen, dass fiir beliebige & > 1

ud([—k,k}dm D B(Sn,r)) :/

y Vd([—k, K[y, y+1]n ,LL:Jl B(Sn,r)) dy.

e Hieraus ergibt sich, dass

/[k,kl]d Vd([y, y+1]N anjl B(S,, r)) dy
- Vd( G ) /[k 1,k]4 Vd([y’y+1]mGB(5m7'))dy

n=1
/[k1 y yd([o, 170 | B(T,S,, r)) dy |

n=1

wobei TS, = S, —y
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o Weil {W,.} und {W}} mit Wy = [k, k — 1]? bzw. W/ = [~k — 1, k]? mittelnde Folgen sind und weil

p A CEEZ vk LAY
k—o0 Vd([_ka k]d) koo Vd([_kak]d) - ,

ergibt sich nun mit Hilfe von Theorem 3.17, dass der Grenzwert

~(1 Vd([_l%k}dm Ej B(S"’T)>

. (1) _n n=1
2 Hiige () =l va([=k, k1)

|
3

k—o0 m /[—k-,k]d Vd([o’ 1]d n U B(TyS”’T)) dy

n=1
mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert und konstant ist.
e Weil {Np} ergodisch ist, ergibt sich nun durch die erneute Anwendung von Theorem 3.17, dass

. =5 > 70
lim A () = Eyd<[0, 1“n B(Sn,r)) © HEy,

n=1

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (70) fiir H(r) ergibt, die in Theorem 4.10
hergeleitet wurde.

77(2)

o Auf die gleiche Weise ldsst sich zeigen, dass limy_,oo H Ck k]d(r) = H(r) mit Wahrscheinlichkeit 1. [

Beachte

e Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann ergibt sich aus der Darstellungsformel (69) fiir
H(r), dass
H(r) =1 — exp(—Xrgr) Vr >0, (74)

wobel kg = vq(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

e Auflerdem kann man zeigen, dass dann die Schéitzer ﬁ[(_l)k7k]d(r) und ﬁ[(f)k,7k]d(r) fiir kK — oo asympto-
tisch normalverteilt sind, d.h., es gilt fiir ¢ = 1,2

lim P( (2k)7 (HD _.(r)—H(r)) < x) = ®(x) Vi eR, (75)

ko0 o2 [—k,k]¢

wobei 02 = limy_ o (2k)?Var ﬁ[(i)k k]d(r) die asymptotische Schétzvarianz und ® : R — [0,1] die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

4.3.2 Nichster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion; randkorrigiertes Minus—Sampling

Wir flihren nun den Begriff der Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion ein, die im ergodischen Fall als die
Verteilungsfunktion des Abstandes eines zufillig herausgegriffenen Atoms S, von {Ng} zum néchsten Nachbarn
von S, unter den iibrigen Atomen S,, mit m # n interpretiert werden kann.

Definition

e Sei {Np, B € B(R%)} ein (einfaches) stationiires zufilliges ZahlmaR mit der Intensitit A € (0, 00), so
dass P(Nga = 0) = 0, und sei {5, } eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.
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e Die Verteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1] mit

D(r):l—P]%(cpeN: @(B(o,r)\{o})zO) Vr>0 (76)
wird die Ndichster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion von {Np} genannt, wobei Py die Palmsche

Verteilung von {Np} ist.

Theorem 4.12  Fiir beliebige v > 0 und W € B(R?) mit 0 < vg(W) < oo gilt

1
D(T) )\l/d(W E Z ]I{S',LEW7 mm |Sm—Sn|<r} - (77)

n=1

Beweis Aus der Definitionsgleichung (76) der Verteilungsfunktion D : [0, 0c0) — [0, 1] und aus der Darstellungs-
formel (6) fiir die Palmsche Verteilung Py ergibt sich, dass

(76)

D(r) 1—Py(peN: o(B(o,r)\{o}) =0)

1= T/ Y Lpen (o ioh=0} (Ts,0)9) Pr(de)
n: sy (p)EW

(©)

= W/ > e oo ion >0} (Ts,o)9) Pr(de)
n: sy (p)EW

T (W) /Z T (5n(9) Tygren: o/ (Blor\(on >0} (T snm@))PN(dw)

= —E 1
)\l/d(W) Z {S,eW, mln [Spm—Sn|<r} - 0

n=1

Wenn {Ng} ein stationérer Poissonscher Cluster—Prozess ist, dann lisst sich mit Hilfe von Theorem 4.9 noch eine
weitere Darstellungformel fur die Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1] herleiten.

Theorem 4.13 Sei {Np} ein stationdrer Poissonscher Cluster—Prozess. Dann gilt
D(r)y=1-(1-H(r)) (1-G(r)) Vr>0, (78)

wobei H : [0,00) — [0,1] die sphirische Kontaktverteilungsfunktion von {Np} ist. Die in (78) betrachtete Vertei-
lungsfunktion G : [0,00) — [0, 1] ist gegeben durch

Guwzp(gg\EAsﬁ, (79)

wobei {§n} eine messbare Indizierung der Atome eines zufdlligen Zahlmafes mit der in (61) eingefihrten Vertei-
lung P ist.

Beweis Aus der Definitionsgleichung (76) der Verteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1] ergibt sich mit Hilfe von
Theorem 4.9, dass

1-D0r)  'Z PY(peN: p(Blor)\ {o}) =0)

Theorem 4.9

= P(QDGN: go(B(o,r)):()) P(<p€N: @(B(o,r)\{o}):())
= (1-H(r) (1-G(r)). O
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Aus den Theoremen 4.10 und 4.13 ergibt sich sofort das folgende Resultat.
Korollar 4.2

o Wenn {Np} ein stationdrer Poissonscher Cluster—Prozess ist, dann gilt

D(r) > H(r) Vr>0. (80)

o Wenn {Ng} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann gilt insbesondere

D(r) = H(r) = 1 — exp(—sgr?) Vr>0. (81)

We B(o,r)

Abbildung 22: Schitzung der Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion

Beachte

e Die Darstellungsformel (77) fiir die Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1]
fiithrt zu dem folgenden (erwartungstreuen) Schitzer fir AD(r), der auf dem Prinzip des ,Minus—
Samplings” beruht.

— Sei r > 0 und W € By(R?) eine beliebige beschrinkte Borel-Menge mit v4(W © B(o,r)) > 0.
— Dann betrachten wir den Schitzer )5(7), der gegeben ist durch den Ansatz

— 1
AD(r)=——— E 1 i _ .
(r) va(W © B(o,1)) ] {Sn,eW6SB(o,r), min [Sm—Sn|<r}

e Hieraus ergibt sich der ,natiirliche” Minus—Sampling—Schdtzer

Dy, (r) ) (82)

—

fiir D(r), wobei A\(r) =#{n: S, € W o B(o,r)}/va(W & B(o,r)), d.h.

[ee]

> Iis, eweB(or), min [y~ S, |<r}
min

AL, - n=1
Dy/(r) = #{n: S, e Wo B(o,r)}

(83)

— Ein Nachteil des in (82) bzw. (83) eingefiihrten Schitzers ﬁg,lv)(r) besteht darin, dass bei diesem
Schitzansatz nur diejenige Information genutzt wird, die in dem ,erodierten” Beobachtungsfenster
W © B(o,r) enthalten ist, wobei der Erosionsradius 7 nicht von den Daten abhéngt.
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— Dies fiihrt bei grofseren Werten von r zu unnétig grofen Schitzvarianzen.
— Auferdem ist lA)‘(,[l,)(r) im allgemeinen keine monotone Funktion in r.

e Ein anderer (randkorrigierter) Schitzer fiir D(r), der diese Nachteile nicht aufweist, ist durch den
folgenden Ansatz gegeben:

— Fiir jedes » > 0 sei

~(2 AD(r)
D‘(/V)(r): =, (84)
\
wobei
o Ls,eweB(o.z,), z,L<r} Iis,ewoB(0,2.)} :
D = = Ly = m~— Pn
P)=3 Mot | 3=y R fa= i IS

(85)
und % = 0 gesetzt wird.

— Der in (84) bzw. (85) eingefiihrte Schitzer 55‘2,) (r) erfasst diejenigen Punkte S, die in W liegen
und fiir die bekannt ist, dass ihr néichster Nachbar ebenfalls in W liegt und einen Abstand von S,
hat, der kleiner oder gleich r ist.

— Die Abbildung 22 dient zur Illustration dieses Z&hlverfahrens: Der Punkt in der rechten oberen

P

Ecke des Beobachtungsfensters W wird bei der Summation in (85) zur Berechnung von AD(r)
beriicksichtigt, wihrend die iibrigen drei Punkte in W nicht beriicksichtigt werden.

— Aus den Definitionsgleichungen (84) und (85) ergibt sich sofort, dass 55‘2,) (r) eine monotone Funk-
tion in r ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass die in (82) bzw. (84) eingefiihrten Statistiken ZA)T(,[I,) (r) und B‘(f/)(r) konsistente
Schétzer fiir D(r) sind, wenn der Punktprozess { Np} ergodisch ist.

Theorem 4.14 Sei {Np} ein ergodischer Punktprozess. Dann gilt fiir jedes r > 0

P( lim DY) . (r) = D(r)) - P(klim D) ar) = D(r)) = 1. (86)

k—o0

Der Beweis von Theorem 4.14 ist analog zum Beweis von Theorem 4.11 und wird deshalb weggelassen.

Beachte
e Aufer der Kontaktverteilungsfunktion H(r) und der Nachster—Abstand—Verteilungsfunktion D(r) kann
auch die so genannte J-Funktion J : [0,00) — [0, 1], wobei

1—D(r)

m fur jedes r > 0 mit H(T) < 17 (87)

J(r) =
zur statistischen Analyse der Struktureigenschaften von unregelméfigen Punktmustern genutzt werden.
e Denn aus den Formeln (80) und (81) ergibt sich, dass fiir jedes r > 0
J(r)y>1 bzw. J(r)=1, (88)
wenn {Np} ein stationdrer Poissonscher Cluster—Prozess bzw. ein homogener Poisson—Prozess ist.
e Wenn sich also aus der Analyse der Daten ergibt, dass f(r) > 1 fiir jedes r > 0, wobei
- 1-D
Jr) = 1220
1—H(r)

und D(r) bzw. H(r) geeignet gewiihlte Schiitzer fiir D(r) bzw. H(r) sind, dann kénnte ein Poissonscher
Cluster—Prozess ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Daten sein.
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4.3.3 Hohere Momentenmalie

In diesem Abschnitt betrachten wir hohere Momentenmafe von zufilligen Zahlmafken. Von besonderem Interesse
ist das so genannte faktorielle Momentenmafs zweiter Ordnung.

Es bildet die Grundlage zur Definition der Ripleyschen K—Funktion und der Paarkorrelationsfunktion von sta-
tiondren und isotropen Punktprozessen, die ebenfalls zur statistischen Analyse der Struktureigenschaften von
unregelméfigen Punktmustern genutzt werden kénnen; vgl. die Abschnitte 4.3.4 und 4.3.5.

e Sei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl, und sei {Ng, B €5 (R)} ein zufilliges Zihlmak im R?, das
einfach ist (d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 keine Mehrfachpunkte besitzt) und der Integrierbarkeitsbedingung
E(NZ) < oo fiir jedes B € By(R?) geniigt.

e Zur Erinnerung: Das in (3.4) eingefiihrte Intensititsmaf u : B(R?) — [0, 0o des zufilligen Zihlmafkes {Np}

ist gegeben durch
wB)=ENp VY BeBRY. (89)

e In Verallgemeinerung von (89) kann man fiir jedes m > 1 das m-te Momentenmaf i, : B(R™4) — [0, 0]
des zufilligen Zahlmafes {Np} definieren durch

fim(B1 % ... % Bp) =E(Ng,...Ng,)) ¥V Bi,...,B, € BRY). (90)
e Beachte: Die Definitionsgleichung (90) des m—ten Momentenmafes pi,,, ist dquivalent mit

fam (B ><...><Bm):Ean  ApyxBy, (Snis-- - Sn,) V Bi,...,Bn € B(RY).

e Auf #hnliche Weise wird das m-te faktorielle Momentenmaf o, : B(R™?) — [0, 00] von {Ng} definiert:
#
am(31 X, XBm):EZ ]Ile...XBm(Snlw--7Snm) VB17-~-aBm€B(Rd)a (91)
N1y

wobei sich die Summation in (91) tber alle m—Tupel (n1,...,n,,) von paarweise verschiedenen Indizes
erstreckt und {S,,} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist.

Beachte Unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (90) und (91) von pg bzw. aq ergibt sich, dass
‘[LQ(Bl X BQ) = Oég(Bl X B2) + ,u(Bl n BQ) A Bl, BQ S B(Rd) (92)

bzw.
2

Var N = as(B x B) + u(B) — (u(B)) V B € By(RY). (93)

Mit Hilfe der Produktdarstellung v' = Py x p des reduzierten Campbellschen MaRes +' von Poisson—Prozessen,
die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist, zeigen wir nun, dass das zweite faktorielle Momentenmaft as von
Poisson—Prozessen ebenfalls ein Produktmaf ist.

Theorem 4.15 Wenn {Ng} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p ist, dann gilt ce = p X p, d.h.,
az(By x Ba) = pu(B1) pu(B2) (94)

fiir beliebige By, By € B(R?).
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (91) des zweiten faktoriellen Momentenmafes ay ergibt sich, dass

91 #
az(By x By) & E > MB,wBy (Sni s Sna) = / [l = b2,2) p(dz) Pn(dy),
ni,n2 N JRd
wobei
f(e, ) = @(B1)1p, (x). (95)
e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (33) des reduzierten Campbellschen Mafes 7' von {Np}
ergibt sich, dass az(By x By) = [, ga f(©,2) 7' (d(g,2)).

e Mit Hilfe der Produktdarstellung v' = Py x p, die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist, ergibt sich
nun, dass

oa(BrxBy) = [ [ fle.a) Paldo) pan

= /Rd/N%’(Bl)]IBz(m) Pn(dg) pdz) = p(Bi) p(Bz) . -

Aus Theorem 4.15 und aus der Definitionsgleichung (3.25) von Cox—Prozessen ergibt sich sofort das folgende
Resultat.

Korollar 4.3 Sei {Np, B € B(R%)} ein Cox—Prozess mit dem zufilligen Intensititsmafi {Ap, B € B(R?)}.
Dann gilt

O[Q(Bl X BQ) = /MT](Bl) T](BQ) PA(dﬂ) A Bl, BQ € B(Rd) . (96)

Auferdem ldsst sich mit Hilfe von Theorem 4.15 eine Darstellungsformel fiir das zweite faktorielle Momentenmafs
von Poissonschen Cluster—Prozessen herleiten.

Theorem 4.16

e Sei {Ng, B € B(RY)} ein Poissonscher Cluster—Prozess mil
Np=> Ny VB € B(RY), (97)
n=1

— wobei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem (lokal endlichen und diffusen) Intensititsmaf ) st fir
das 1O (RY) = oo gilt,

— und {Ng)}, {NJ(BQ)}7 ... eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Punklprozessen mit dem
endlichen Intensititsmap V) ist, die von {S,} unabhingig sind und fir die

/ By, By — ) O (de) <o By, By € By(RY) (98)
R

gilt, wobei ,uél) das zweite Momentenmafl von {Ng)} bezeichnet.

e Fiir das zweite faktorielle Momentenmafl aa von {Np} gilt dann

aa(By x By) = / a3 (B~ By —a) O (da) + p(B1)p(B) Y By By € Bo(RY),  (99)
R

wobei agl) das zweite faktorielle Momentenmafl von {Ng)} und p das Intensitditsmaf des Poissonschen
Cluster—Prozesses {Np} bezeichnet.
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (90) des zweiten Momentenmakes 1o von { Ng} und aus der Darstellungs-
formel (97) fiir Np ergibt sich, dass

97) > n - n
p2(By x By) = E ( > ngll—)sm ) NJ(Bzz—)Snz)

n1=1 no=1
e’} N £ )
= E (Z Ngi)—s,,NJg;)—sn) +E (Zm - Ngi—)s,,l Ng;z—)sn?)
n=1 ’
= #
= EY s (Bi=8) x (Ba=S)) +ED . u(By = 5,,)uV(By ~ 50,).
n=1 ’

wobei sich der zweite Summand des letzten Ausdruckes aus der Unabhingigkeit der Punktprozesse
{Ng”)} und {Ngbz)} fiir nq # ng ergibt.

e Auferdem ergibt sich aus der in Theorem 4.15 hergeleiteten Darstellungsformel ol” = u(© x p(© fiir
das zweite faktorielle Momentenmafs aéo) des Poisson—Prozesses {S,,}, dass

%
EY " pV(Bi =S )V (By = ;) = p(By = 21)p™M (By — w2) of (d(1, 32))
ni,n2 R2d

94
@ /d p(By — $1)M(0)(d$1)/d u (B — a2) p (daa)
R R

e Somit gilt insgesamt
pa(Brx Bo) = [ (Br =) x (Ba — ) w0 (do)
R
+/ pM (B, —$1)M(0)(d$1)/ p D (By — wp) ' (dy)
Rd R4

= / 15 ((Br = @) x (By =) O (dw) + pu(B)u(Ba),
wobei sich der zweite Summand des letzten Ausdruckes aus der Darstellungsformel
u(B) = [ W05 - 2)u (o) VB e BRY) (100)
Rd

fiir das Intensitdtsmaf p von {Np} ergibt, die in Theorem 3.14 hergeleitet worden ist; vgl. (3.77).

e Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe von (92) und (100), dass
92
CEQ(Bl X BQ) (:) /JQ(Bl X Bg) — ,U/(Bl N BQ)

= [ (B =) x (Ba =) 1) + (Bl Ba) (B 0 )
[ (B =) % (B = ) = (B 1 Bo) = ) ) + (Bl B)

@ / ) (By . By — ) ¥ (da) + p(Br)u(Ba) -
R

4.3.4 Zweites reduziertes Momentenmafi; Ripleysche K—Funktion

Sei {Np, B € B(R%)} ein stationéirer Punktprozess mit der Intensitéit A € (0,00), so dass EN3 < oo fiir jedes
B € By(R?). Dann ist das zweite faktorielle Momentenmaf az von {Np} lokal endlich, und es lisst sich durch
das Intensititsmaf der reduzierten Palmschen Verteilung P von {Ng} ausdriicken. Um dies zu zeigen, ist das
folgende verfeinerte Campbellsche Theorem niitzlich.
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Lemma 4.1 Fiir jede messbare Funktion f : R? x N — [0,00) gilt
[t — s e Pt = | [ 1) Phtdga. (101)
R

Der Beweis von Lemma 4.1 ergibt sich mit algebraischer Induktion aus der Definitionsgleichung (18) der reduzier-
ten Palmschen Verteilung P}V. Er verlduft dhnlich wie der Beweis von Theorem 3.1 und wird deshalb weggelassen.

Theorem 4.17  Fiir beliebige By, By € B(R?) gilt
as(By X By) = A/ 1 (By — z) da (102)
B,

wobei (1 : B(RY) — [0, 00| das Intensititsmaf der reduzierten Palmschen Verteilung Py von {Ng} ist, d.h.,
i (B) = / #(B) Pi(dp) VB € BRY). (103)

Bewelis

e Aus der Definitionsgleichung (91) von as ergibt sich, dass fiir beliebige By, By € B(R%)

#
[(6D) (Bl X Bg) (2) E an o ]IleBQ (Sn175n2)

/ / / Ty s (21, 22) (9 — 2, ) (da2) (da1) Por(dp)

N JRd JR2

/ / / Ly o (1,21 + 02) (T — 80) (da) o(da1) Pa(dp)
N JRd JR2

/ / £(2, Tap — 8) p(dz) Pu(dyp).

N JRd

wobei

f@) = 15,@) [ Tpaalw)oldn).

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Lemma 4.1, dass

as(By x By) 2V /\/Ri/f ©) Py (dp) da

_ /\/Rd/IIB] / 15, (y) ¢(dy) Pl (dy) da

Bl
Definition Das Mak K : B(R?) — [0, o] mit
!
(B
K(B) =12 (A ) (104)

wird das zweite reduzierte Momentenmafl von {Np} genannt. Wenn {Np} stationdr und isotrop ist, dann
heifit K : [0,00) — [0,00) mit K(r) = K(B(o,r)) die Ripleysche K—Funktion. Dariiber hinaus wird noch die
so genannte L-Funktion L : [0,00) — [0, 00) betrachtet mit

L(r) = (i(;))l/d Vr>0, (105)

wobel kg = v4(B(0,1)) das Volumen der d—dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
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Beachte

e Wenn {Np} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (104)
mit Hilfe des Satzes von Slivnyak (vgl. Theorem 4.5), dass

K(B)=14(B) VBeBRY bzw. L(ry=r V¥Yr>0. (106)

e Wenn {Np} ein Poissonscher Cluster—Prozess mit der Intensitdt A ist, dann ergibt sich aus (104) mit
Hilfe von Theorem 4.9, dass

K(B) = va(B) + A\ 'ug_s (B) VB € B(RY), (107)

wobel pg s das Intensititsmal von N — 8, und {1\73} ein zufdlliger Punktprozess mit der in (61)

eingefilhrten Verteilung P ist. Insbesondere gilt somit

K(B) > 14(B) VB € B(RY). (108)

Die Definitionsgleichung (104) des zweiten reduzierten Momentenmafes filhrt zu dem folgenden (erwartungs-
treuen) Schéitzer fiir die Groke \2K (B).

Theorem 4.18  Fiir beliebige B, W € Byo(R%), so dass vg(W N (W + 2)) > 0 fiir jedes z € B, ist durch

— # ][B(Sn2 —Sn )]IWXW(STL 75”2)
NK(B) = - . 1
( ) an,”Q Vq (W n (W + (Sn2 - Snl))) ( 09)

ein erwartungstrever Schétzer fiir \> K (B) gegeben.

Beweis
e Die Funktion f:R?d — [0, 00) sei gegeben durch

Ip(ze — z1)Tw xw (z1, T2)
va(W 0 (W + (22 — 21)))

f(z1,22) =

e Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (91) des zweiten faktoriellen Momentenmafes as und
mit Hilfe von (102) bzw. (109), dass

—

E)\2K(B) (1&9) E Z# ]IB(SnQ — Snl)]IWXW(Sn17Sn2)
nine vg(W N (W + (Sn, — Siy)))

@ fl@1, 2) az(d(z1, 22))
R2d

= /\2/ f(z,z +y) K(dy)dz
Rd JRd

= [ [ oty ek
Rd JRd

. 2 ]IB(y) T. T T
= A /Rdud(Wm(Wqu)) /Rdﬂvvxw(, +y) dz K(dy)

= 2 [ T k)

= MK(B).
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Beachte

e Aus Theorem 4.15 ergibt sich, dass
—~ Nw(Nw —1)

A2 = yg(W) (110)

ein erwartungstreuer Schitzer fiir A? ist, wenn {Ng} ein homogener Poisson-Prozess ist. Zusammen
mit Theorem 4.18 fiihrt dies zu dem folgenden ,natiirlichen” Schitzer fiir K (B):

KB =220 (111)

e Wenn {Np} stationéir und isotrop ist, dann ergibt sich aus Theorem 4.18 insbesondere, dass

5 o I o,r S’Vlz - Sn1 I Sn1 5 Sn2
22 K(T) _ Z?é B(o, )( ) W><W( ) (112)
n1,n2 Vq (W N (W + (5712 — Snl)))
ein erwartungstreuer Schétzer fiir A2 K (r) ist. Ahnlich wie in (111) fiihrt dies zu den Schiitzern
A 2K (r - K(r)\1/d
R(ry = 2EO) und Lir) = (ﬁ) (113)
A2 Rd

fiir K(r) bzw. L(r), wobei 22 in (110) gegeben ist.

e Im isotropen Fall wird aufier K (r) bzw. L(r) noch eine weitere Art von Schitzern fiir K (r) bzw. L(r)
betrachtet. Dabei wird der Schatzer A2 in (113) fur jedes r > 0 ersetzt durch ()\(7"))2 mit

- Z]IW<Sn)Vd(WmB(SnaT))
A(r) = 2=t

F , (114)
dkq / w1 (u) du
0

wobei die ,jsotropisierte” Mengenkovarianzfunktion ¢y : [0,00) — [0,00) von W gegeben ist durch

1

C = >
cw (u) i 1 (0B(0.1)) /813(0,1)) ew (u,v) dv Yu>0 (115)

und ¢y : R? — [0, 00) die (eigentliche) Mengenkovarianzfunktion von W ist mit
owl@) = [ Tw)Twly ) dy (116)
R

fiir jedes x € R? mit der Darstellung = (u,v) in Polarkoordinaten.

4.3.5 Produktdichte und Paarkorrelationsfunktion; randkorrigierte Kernschitzer

Wir betrachten nun den Fall, dass das zweite faktorielle Momentenmaft «y des zufilligen Z&hlmafes {Np} ab-
solutstetig beziiglich des 2d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., as hat eine Dichte ps : R2? :— [0, 00), so
dass

Ckg(Bl X BQ) = / / pQ(ZL'l,SL'Q) dxq dzs V B1,Bs € Bo(Rd) . (117)
B1 J B

Die in (117) gegebene Funktion ps wird die Produktdichte zweiter Ordnung von {Npg} genannt.
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Beachte

e Mit dhnlichen Argumenten wie bei der lokalen Charakterisierung der Intensitét von stationiren Punkt-
prozessen (vgl. den Satz von Korolyuk in Theorem 4.4) kann man sich tberlegen, dass die Grofe
pa2(x1,22) dzg dze ndherungsweise als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass in den infini-
tesimalen Umgebungen dx; und dzg von x; # xo jeweils ein Atom des zufilligen ZahlmaRes {Np}
liegt.

e Wenn {Ng} ein stationires zufilliges Zahlmafs mit der Intensitit A € (0,00) ist, dann hingt die
Produktdichte ps(z1, 22) nur von der Differenz x5 —x1 ab. Wenn {Np} stationir und isotrop ist, dann
gilt

p2(x1,x2) = pa(r), wobel r = |zg — x1]. (118)

e Im letzeren Fall wird dariiber hinaus die Paarkorrelationsfunktion g : [0,00] — [0, 00) betrachtet, wobei

g(r) = ”ig’") Vr>0. (119)

e Wenn die Ripleysche K-Funktion differenzierbar ist, dann ergibt sich unmittelbar aus den entsprechen-
den Definitionsgleichungen, dass sich die Paarkorrelationsfunktion g(r) durch die Ableitung dK(r)/dr
der K-Funktion ausdriicken léasst. Und zwar gilt dann

dK (r)/dr
drgrd—1

g(r) = Vr>0. (120)

Wenn {Np} stationir und isotrop ist, dann werden in der Literatur als Schitzer px(r) fir die Produktdichte
p(r) = pa(z1,22) mit r = |zg — x| randkorrigierte Kernschitzer vorgeschlagen:

~ # k(‘sng _Snl‘_r)]IWXW(SnlaSnz)
= , 121
p2(r) Znhw d kg ri-1 Vd(VV N (W + (S, — Snl))) (121)

wobei ist k: R — [0, 00) eine Kernfunktion, beispielsweise
1
k(t) = % Ty, (1) VteR

fiir eine gewisse Bandbreite h > 0. Ahnlich wie in (111) fiihrt dies zu dem Schitzer

= Vr >0 (122)

fiir die Paarkorrelatioinsfunktion g(r), wobei A(r) ein (randkorrigierter) Schitzer fiir A ist, beispielsweise

> T (Sn)va—1 (W N OB(Sy, 1))
A(r) = =2

1

d kg r? e (r)

4.3.6 Beispiele: Poisson—, Cox— und Cluster—Prozesse; Matérn—Hardcore—Prozesse

In diesem Abschnitt zeigen wir zunichst, dass fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von homogenen Poisson—
Prozessen die Identitét g(r) = 1 fiir jedes r > 0 gilt. Auferdem diskutieren wir Beispiele von stationédren und
isotropen Punktprozessen (Cox—Prozesse, Poissonsche Cluster—Prozesse), fiir deren Paarkorrelationsfunktion g(r)
die Ungleichung g(r) > 1 fiir jedes r > 0 gilt. Dariiber hinaus geben wir eine Klasse von Punktprozessen (Matérn—
Hardcore—Prozesse) an, fiir die die Punktepaare einen vorgegebenen Mindestabstand nicht unterschreiten.
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1. Poisson—Prozesse

e Sei {Np} ein Poisson—Prozess mit dem absolutstetigen Intensitdtsmak p, d.h., es gibt eine (Borel—
messbare) Intrensitiitsfunktion A : R? — [0, 00), so dass

u(B):/B)\(a:) dr  VBeBRY. (123)

e Dann ergibt sich mit Hilfe von Theorem 4.15, dass

4
as(Br x B2) 2 u(B)u(By) "2 / A1) Ma2) dzy das ©
B1 BQ

e In diesem Fall ist also die Produktdichte py gegeben durch
p2(x1,x2) = Ax1) A(22) Vi, ze € R, (124)

e Wenn {Np} ein homogener (und somit auch isotroper) Poisson—Prozess mit der Intensitdt A ist, dann
gilt insbesondere
pg(ﬂ?l,xg) = )\2 Vl‘l,l‘g S Rd (125)

bzw.
g(r)=1 Vr>0. (126)

e Wenn sich also aus der Analyse der Daten ergibt, dass g(r) > 1, wobei g(r) ein geeignet gewihlter
Schétzer fiir g(r) ist, dann bedeutet dies, dass die relative Hiufigkeit von Punktepaaren mit Abstand
r groker als bei einem homogenen Poisson—Prozess ist.

2. Coxz—Prozesse

e Sei {Np} ein Cox—Prozess, so dass die Realisierungen des zufilligen Intensititsmafes {Ap} mit Wahr-
scheinlichkeit 1 absolutstetig beziiglich des d—dimensionalen Lebesgue—Mafkes sind.

e D.h,, es gibt ein zufilliges Feld {)\;, z € R%}, so dass
Ap :/ Aodz VB e By(RY). (127)
B
e Wegen Korollar 4.3 ist dann das zweite faktorielle Momentenmaf as von {Ng} gegeben durch

as(By x By) = /Mn(Bl)n(Bg)PA(dn) = /B /B E (Apy Az, ) day daa . (128)

e Die Produktdichte ps von { N} ist also gegeben durch pa(2z1,22) = E ()\gcl )\wz) fiir beliebige x;, x5 € RY
mit x7 # xs.

e Wenn das zufallige Intensitétsfeld {\,} stationér ist, dann ist {Np} ein stationirer Cox—Prozess (vgl.
die Theoreme 3.8 und 3.9), und es gilt

pQ(l'l, ZQ) =E ()\0)\972,1’1) Vay,z9 € R? mit 1 # x9. (129)

e Wir betrachten nun den Spezialfall, dass { Ng} ein modulierter Poisson—Prozess ist, wobei das zufallige
Intensitdtsfeld {A;} durch (3.51) gegeben ist. D.h., es gelte

A1, fallsz ez
Ay = (130)
Ao, fallsz & Z.
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— Dabei seien A1, A2 € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A;, A2} > 0, und fiir ein ro > 0 gelte
E=U;2, B(Si,r0), wobei {S,} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intenstitit A sei.
— Fiir die Produktdichte po von {Npg} ergibt sich dann aus (129) und (130), dass
p2($1,$2> = )\%P(.’L’l €=, a9 € E) + )\1)\2(P((L‘1 €EE,x0 & E) + P(.%‘l g = xq € E))
+A3P(v1 € Z, 12 € Z)
= A%po,ngxl + 2)\1)\2 (po - po,zgfxl) + )\3(1 - 2270 +po,zgle) )
dh.,
p2(w1,m2) = (A1 = A2)’Pows—as +2(A1 — A2)Aopo + A3 Va1 # a2, (131)

wobei die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten
po=Plo € E) und Dogs—z, = P(0 € E, 00 —x1 € E)

n (3.66) bzw. (3.70) gegeben sind.
— AuRerdem hatten wir in Theorem 3.11 gezeigt, dass die Intensitat A von {Ng} gegeben ist durch
A= Alpo + )\2(1 7po)-
— Aus (131) ergibt sich somit fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von {Np}, dass
g(T) _ ()\1 - )\2)21/)0,12711 + 2()\1 - )\2))\2170 + )\%
(A1 = X2)2p2 + 2(A1 — X2)dapo + A3

— Wegen (3.70) gilt dabei, dass g(r) > 1 fiir r < 2rg bzw. g(r) = 1 fiir r > 2.

VT':|£827(£1|>0. (132)

3. Poissonsche Cluster—Prozesse
e Sei {Np} ein Poissonscher Cluster—Prozess mit
[e.9]
Np = ZNgl—)sn ’
n=1

so dass das IntensitétsmaR (1) und das zweite faktorielle Momentenmaf agl) von {N ](91)} absolutstetige
Mafse beziiglich des d—dimensionalen bzw. des 2d—dimensionalen Lebesgue—Mafes sind, wobei wir die

Dichten mit d,u(l)/dyd bzw. daél)/dl/gd bezeichnen.

o Aus der Darstellungsformel (99), die in Theorem 4.16 fiir das zweite faktorielle Momentenmak ag von
{Np} hergeleitet worden ist, ergibt sich dann, dass

99
ag(B1 x Bz) = /d al(B) —y, By — y) 1@ (dy) + pu(B1)u(Bz)
R
(100)
N /Rd ol (By —y, By — y) @ (dy)

+/ N(l)(B1 —v1) H(O>(dy1)/ #(1)(32 —y2) H(O) (dy2)

Rd

da(l) .
/ / /d dng z1 — y, 22 — y) pO(dy) dz dag
By, JBs JR

) e
/ / / (21 —y1)u(0)(dy1)/ a (22 — yo) ¥ (dy2) dzy ds .
By /By JRA dl/d Rd dl/d

e Die Produktdichte ps von {Np} ist also gegeben durch

dalV

plerm) =[G - = ) uO)
RrRa dV24

du® dp™

_ ) (q
o v (1 —y1) p™ (dy1) o v

(w2 — y2) M(O) (dya) (133)
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e Wenn pu(® = \gyy fiir ein A\g > 0, dann ergibt sich aus Theorem 3.14, dass {Np} ein stationirer
Poissonscher Cluster—Prozess mit der Intensitit A = Aou(™ (RY) ist, und es gilt

da'V dp® dp®
=) 2 — —y)d /\2/ 4 (z1—y)d / —y0)d
pa(x1,x2) O/Rd g (x1 —y, 22 —y)dy + g o dg (x1r —y1)dy o dvg (2 — y2) dy2
bzw.
D 22 O[(1)
pa(z1,22) = (Aop™ (RY))™ + No q (r1 —y, 22 —y)dy. (134)
Rd Vaq

e Wir betrachten nun den Spezialfall, dass {Np} ein Neyman—Scott—Prozess ist, vgl. Abschnitt 3.3.3.
D.h., die Sekundérprozesse {Ng)}, {Ng)}, ... sind gegeben durch

7(n)
NgY =3 640 (B) Vn>1, BeBRY), (135)
i=1

wobei

- {Sf"), i,n > 1} eine Doppel-Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren
S Q0 — R? ist, die von dem Poissonschen Priméirprozess {S,} unabhingig ist.

—und 7O 7@ L Q — {0,1,...} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen (mit nichtnegativen ganzzahligen Werten) ist, die von den Folgen {an)} und {S,}
unabhingig ist.

e Dabei nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion von \Sél) - Sil)\ differenzierbar ist.

— Fiir das Integral des zweiten faktoriellen Momentenmafes agl) von {N g)} in (134) gilt dann mit
der Schreibweise r = |za — 21/, dass

da(l) dOz(l)
/Rd duzd (r1 —y, 22 —y)dy = /Rd dVZd (y, 22 — 21 +y)dy
d

> — P(ls5" = sV < 1)
S nn - 1) — ) dr
n(n—1)P(T"Y =n) Trog T

n=2

— Insgesamt ergibt sich aus (134), dass die Paarkorrelationsfunktion des Neyman—Scott—Prozesses
{Np} gegeben ist durch
d 1 1

= 3 P =811 <)

_ _ 1) _ dr
g(r) =1+ SWISTED) ;n(n DP(TW =n) ppp—E Vr>0. (136)

e Sei nun {Np} insbesondere ein Matérn—Cluster—Prozess ist (vgl. Abschnitt 3.2.3), d.h.,
TW ~ Poi(AVvy(B(o,R)))  wnd S ~ U(B(o, R))
fiir gewisse Konstanten A() > 0 und R > 0.

— Dann gilt Y07, n(n — 1)P(TW =n) = (AMyy(B(o, R)))Q, und aus (136) ergibt sich, dass

d
g PUsY =8 <)

=1+ — & Vr>0. 1
g(r) + " drg T r> (137)

— Fiir d = 2 gilt dabei, dass

4r r r r
d — arccos(— — —\/1— — |, fallsr <2R,
o PUs” = s < = T ( on) ~em V' i ) (138)

0, falls » > 2R.
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4. Matérn—Hardcore—Prozesse

e Ein einfaches Beispiel von stationédren und isotropen Punktprozessen, fiir die es einen positiven Min-
destabstand 7o > 0 zwischen den Punktepaaren gibt, so dass g(r) = 0 fiir jedes r € (0,rg), ist durch
Matérn—Hardcore—Prozesse gegeben.

— Sei {5y} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitét Ag. Aulerdem sei {M,, } eine Folge von
unabhéngigen und in [0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen, so dass die Folgen {S,} und {M,}
unabhéngig sind.

— Mit {Np} bezeichnen wir den folgenden Punktprozess, der aus einer Teilfamilie von Atomen S,, des
Poisson—Prozesses {S,,} gebildet und Matérn—Hardcore—Prozess mit dem Hardcore-Radius ro > 0
genannt wird:

Np = Z ]IB(Sn> ]I(O,Zn)(Mn) VB e B(Rd) ) (139)
n=1
wobei
min My, falls #{k: 0 <|Sp — Sp| <ro} >0,
7, = k:0<|Sk—Sn|<ro
1 sonst

das Minimum der ,Marken” M}, derjenigen Punkte Sy, # S, ist, die in der Kugel B(S,, ro) um den
Mittelpunkt S;, liegen.

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass der in (139) definierte Punktprozess {Np} stationdr und isotrop
ist. Auferdem kann man zeigen, dass die Intensitit A von {Np} gegeben ist durch

_ 1 —exp(—Ao Ka rg)

Kard ’

A (140)

denn es gilt
1 —exp(—Xg kard)

)

1
A=plo mit pz/ p(t)dt = 7
0 Ao Kd T

wobei p(t) = exp(—Ag kard t) die (Palmsche) Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass ein (willkiirlich ausge-
withlter) Punkt des Poisson—Prozesses {5, }, dessen Marke gleich ¢ ist, nicht gestrichen wird.

e Die Produktdichte ps(z1, 22) des Matérn—Hardcore—Prozesses {Np} ist gegeben durch

0, falls r < rg,
2014 (1) (1 — exp(=Xo £q 7)) — 2ka 78 (1 — exp(—Ag cry (1))
Kardeq,(r) (c,.o (r) — ka 7‘3)

A2 falls r > 2ro,

p2(z1,12) = , falls rg < r < 2rg,

(141)
wobei ¢, (r) = v4(B(o,70) U B(z2 — x1,70)) und r = |z2 — 21|,

e Fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von {Ng} gilt also

g(r) =0, falls r <rg, bzw. g(r)>1,falls ro <r <2rg, bzw. g(r)=1,falls r > 2r.



