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1 Einleitung

1.1 Was ist Stochastik?

Der Begriff Stochastik stammt urspringlich aus dem Griechischen und bedeutet dort: die Kunst des geschickten
Vermutens. Die mathematische Stochastik befasst sich mit der Beschreibung und Untersuchung von Ereignissen,
zeitlichen Entwicklungen bzw. rdumlichen Strukturen, die vom Zufall beeinflusst werden. Solche Ereignisse, Ent-
wicklungen bzw. Strukturen werden oft durch Daten dokumentiert, fiir deren Analyse die Statistik — ein Teilgebiet
der Stochastik — geeignete Methoden bereitstellt.

1.2 Typische Fragestellungen und Ergebnisse

7Zu den Aufgaben der Stochastik gehort die Bewertung von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen durch
die Bestimmung ihrer Wahrscheinlichkeit, die eine Mafzahl fiir die Chance ihres Eintretens ist.

Das Phénomen ,Zufall” kommt in vielfiltiger Weise in zahlreichen Bereichen des téiglichen Lebens vor, z.B.
bei der Vorhersage von zukiinftigen Aktienkursen bzw. Zinssitzen, bei der Wettervorhersage, bei Wiirfel- bzw.
Kartenspielen, beim Zahlenlotto, usw.

Stochastische Modelle sind in vielen Disziplinen der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel, so in
o Informatik und Ingenieurwissenschaften (z.B. bei der Dimensionierung und Leistungsanalyse von Kommuni-
kations- und Rechnersystemen)

e Physik, Chemie und Materialwissenschaften (z.B. bei der Strukturanalyse von Werkstoffen, Untersuchung
der Rauhheit von technischen Oberflichen)

e Wirtschaftswissenschaften (z.B. beim Risikomanagement von Versicherungen und Banken, Analyse von
Finanzmirkten)

e Biologie und Medizin (z.B. bei der Bildanalyse zur Untersuchung mikroskopischer Gewebestrukturen bzw.

intrazelluldrer Netzwerke)

Es ist iiblich, die Stochastik in die folgenden Teilgebiete zu unterteilen:

e Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik
e stochastische Prozesse und Felder (z.B. Markov—Modelle)

e stochastische Simulation (z.B. Markov—Chain—-Monte—Carlo)
Typische Fragestellungen und Ergebnisse der Stochastik sind

e geschlossene Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen (oftmals
nur unter restriktiven Modellannahmen mdoglich)

o Grenzwertsiitze (Ndherungslosungen, z.B. Gesetz der grofen Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz)

e Methoden zur Schitzung unbekannter Modellparameter; Tests hypothetischer Modellannahmen (Signifi-
kanztests)

e Kopplung von stochastischer Modellierung, statistischer Datenanalyse und Computer-Simulation
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1.3 Beispiel

Betrachten Roulette—Spiel mit 38 moglichen Ausgingen, namlich 18 rote Felder, 18 schwarze Felder und 2 griine
Felder. Betrachten Spieler, der auf ,Rot” setzt. Er gewinnt 1 Euro mit der Wahrscheinlichkeit % (= %) und
verliert 1 Euro mit der Wahrscheinlichkeit % (= %) Sei nun X,, der zufillige ,;Gewinn” beim n-ten Spiel. Dann
gilt:
P(X,=1)= g, P(X,=-1)= 10 .
19 19

Die Zufallsgrifien X1, Xo, ... sind unabhingig und identisch verteilt. Betrachten Gesamtgewinn S, = X1 +...+X,
aus den ersten n Spielen. Die Folge S1, So, ... wird Random Walk (bzw. zufdllige Irrfahrt) genannt.

Wie grofs ist der erwartete Gewinn E X,, (Erwartungswert) beim n-ten Spiel? Wie grof ist der erwartete Gesamt-
gewinn E S, aus den ersten n Spielen? Es gilt:

EX, = 1-45+(-1) 1 = -005263 (= — ;)
ES, = EX1+...+IEX”:fn'O.O5263(:7%)

(Schwaches) Gesetz der grofien Zahlen ,Fir grofle n ist Sa pahe bei E X, mit hoher Wahrscheinlichkeit.”

n
Zentraler Grenzwertsatz ,Fiir grofle n lasst sich die Wahrscheinlichkeit P (a < % < b) durch die Nor-
malverteilung approximieren, wobei a,b € R mit a < b beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenzen sind.”

Beachte Den Begriffsbildungen ,,Zufallsgréfie”; unabhingig”, ,identisch verteilt”, ,fiir grofe n”, ,nahe bei E X;”,
,mit hoher Wahrscheinlichkeit” bzw. ,Normalverteilung” liegen mathematische Definitionen zugrunde. Sie
gehoren zu den Grundbegriffen der Stochastik, die in den folgenden Abschnitten detailliert erldutert werden.
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2 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1 Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohldefinierten und
unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen.

Schreibweise () Grundmenge, w Element
w € : w ist Element von
w ¢ Q: w ist nicht Element von 2
A ={a,b,c,...}: Die Menge A besteht aus den Elementen a,b,c, ...
A ={w:w € Q, what Eigenschaft E}: A besteht aus denjenigen Elementen w von (2, die die Eigenschaft
E haben.

Beispiel Q =N, A={246,...} ={n:n € N,nist durch 2 teilbar}

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse modelliert werden.

Definition

1. A; C As bedeutet, A; ist Teilmenge von Az, d.h., aus w € A; folgt w € A,
2. A = AQ, falls A1 C Ay und Ay C Ay

Betrachten Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Miinzwurf, Werfen eines Wiirfels, Roulette-Spiel,
Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator) eintreten kénnen. Dann ist

e ) = Menge aller moglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merkmalraum, Stichpro-
benraum); Ereignis 2 = sicheres Ereignis (tritt immer ein)

Aq, Ay C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten Eigenschaften;

{w} C Q: Elementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

e Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das Ereignis A tritt ein,
falls w € A.

Fir A; C As gilt: Wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Beispiel (einmaliges Wiirfeln): Q = {1,2,3,4,5,6}; Elementarereignisse {1}, {2},..., {6}.
Das Ereignis A; = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird.
Das Ereignis Ay = {2,4,6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewiirfelt wird.
Also gilt: A; C Ag, d.h., wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Definition Diejenige Teilmenge von Q, die kein Element enthilt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

Beachte Das Ereignis () tritt niemals ein und wird deshalb unmdgliches Ereignis genannt.
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2.2 Ereignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen Ap, Ao, ... kann man durch deren ,Verkniipfung” weitere Ereignisse bilden. Dies wird
durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.
Mengenoperationen und ihre probabilistische Bedeutung

1. Vereinigungsmenge A; U As: Menge aller Elemente, die zu A; oder As gehoren.
(Ereignis A; U A2 = mindestens eines der Ereignisse A; oder As tritt ein)

o0
U 4; = A1 U Ay U... = Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A; gehoren.
i=1
oo
(Ereignis |J A; = mindestens eines der Ereignisse A;, As, ... tritt ein)
i=1

2. Schnittmenge A1 N Az: Menge aller Elemente, die zu A; und As gehoren
(Ereignis A1 N A2 = beide Ereignisse 4; und A, treten ein).
Beachte: Zwei Ereignisse A1, As C Q mit A; N Az = () heifien unwvereinbar, d.h., sie kénnen nicht gleich-
zeitig eintreten.

N 4; = A1 N AxN...: Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehdren.
i=1

o0
(Ereignis (] A; = sémtliche Ereignisse Ay, Ag, ... treten ein)
i=1

3. Differenzmenge A; \ As: Menge aller Elemente von Aj, die nicht zu A gehdren.
Spezialfall: A€ = Q\ A (Komplement) (Ereignis A = Ereignis A tritt nicht ein)

4. Symmetrische Mengendifferenz A1 /A As: Menge aller Elemente, die zu A; oder A, jedoch nicht zu
beiden gehoren.

Beispiel Sei Q = {a,b,¢,d}, A1 = {a,b,c}, Ay = {b,d}.
Dann gilt Ay U Ay = {a,b,c,d}; A1 NAy ={b}; A1\ A2 = {a,c}; A ={d}; A1 A Az ={a,c,d}.

Beachte

e Das Ereignis A1 U Ay tritt genau dann ein, wenn A; oder As oder beide eintreten.

e Das Ereignis A; N As tritt genau dann ein, wenn A; und As eintreten.

e Das Ereignis A; \ Az tritt genau dann ein, wenn A; eintritt und A, nicht eintritt.

e Das Ereignis A; A A tritt genau dann ein, wenn A; oder A eintreten und nicht beide eintreten.

e Die Mengen Ay, Ao, ... C Q heifen paarweise disjunkt, wenn A; N A; = () fiir beliebige i # j.
(Die Ereignisse A1, Az, ... C Q heifen paarweise unvereinbar, wenn A; N A; = 0 fiir beliebige i # j)

Lemma 2.1 Fir beliebige Mengen A1, Ay C Q gilt:
Ay \ Az = A1 N AS,
AT ANAy = (A1 UAs)\ (A1 NAg) = (A1 \ Aa) U (Az \ Ay).

Beweis klar

Beachte Jede beliebige Folge von Mengen Aj, As,... C £ kann man in eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen Af, AY, ... iberfiihren: Sei A} = A1, Ay = Ay \ A}, Ay = A3\ (AJ U AS), ...

Dann gilt: A; N A} =0 fiiri # j, und J A, = UlA;I
n=

n=1
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Weitere Eigenschaften Seien A, B,C C € beliebige Teilmengen. Dann gelten
o Findeutigkeitsgesetze: AUD=A,ANO=0,AUQ=Q,AN0=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB =A4,AU B = B)
o de Morgansche Gesetze: (AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)° = A°UB*
o Assoziativ-Gesetze: AU(BUC)=(AUB)UC,AN(BNC)=(ANB)NC
o Distributiv—Gesetze: AU (BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C)

Es ist oft nicht zweckméifig, alle mdglichen Teilmengen von €2 in die Modellierung einzubeziehen, sondern man
betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von €2, deren Wahrscheinlichkeiten tatséchlich von Interesse
sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein beziiglich der Operationen U, N, \, was durch die folgende
Begriffsbildung erreicht wird.

Definition Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von €2 heifit Algebra, falls

(Al) Ae F=AccF
(AQ) A, As e F= AlUA € F

Beispiel Q = {a,b,c,d}, F1 = {0,{a},{b,c,d},Q} ist eine Algebra, Fo = {0, {a}, {b,c}, Q} ist dagegen keine
Algebra.

Lemma 2.2 Sei F eine Algebra und Ay, As, ..., A, € F. Dann gilt

1. 0,QeF
2. AiNAy e F
3. Ai\ Ay e F

4. UAeF, NAeF
=1 =1

Beweis

1. Weil F nicht leer ist, gibt es ein A € F, A C Q. Also gilt A° € F wegen (A1) bzw.
AU A® € F wegen (A2) bzw. Q° € F wegen (A1).
N—— ~~
=0 =0
2. Auferdem ergibt sich aus den Gesetzen von de Morgan, dass A; N Ay = (A§ U AS)° € F.
3. Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass A1 \ Ay = A1 NAS = (ASUAR)¢ € F

4. Dies ergibt sich mit vollstdndiger Induktion aus (A2) bzw. aus der zweiten Teilaussage. (]

Um Grenzwerte bilden zu konnen, ist es erforderlich, dass das Mengensystem F nicht nur abgeschlossen ist
beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von endlich vielen Mengen, sondern auch beziiglich Vereinigung bzw.
Durchschnitt von abzdhlbar unendlich vielen Mengen. Dies wird durch die Hinzunahme der folgenden Bedingung
erreicht.

Definition Eine Algebra F heifst o—Algebra, wenn zusétzlich gilt:

(A3) Al,AQ,...EfiuAiEf.
i=1

1=
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Beispiel einer Algebra, die keine oc—Algebra ist

Sei Q = N, und sei F die Familie derjenigen Teilmengen A von N, so dass entweder A oder A€ nur endlich
viele Elemente hat. Das Mengensystem F ist eine Algebra, jedoch keine o—Algebra.

Beachte

e Das Paar (Q, F) heifst Messraum, falls F eine o—Algebra ist.
e Fiir jedes Q ist die Potenzmenge P, d.h. die Familie aller Teilmengen von (), stets eine o—Algebra.

e Wenn 2 endlich oder abzéhlbar unendlich ist, dann kann F = P gewdhlt werden. Bei nicht abzdhlbarem
Q (z.B. =R oder Q = [0, 1]) muss eine kleinere o—Algebra betrachtet werden (nicht P).

Auflerdem benétigen wir die folgende Begriffe zur Bildung von Grenzwerten.

Definition Seien A, Ay, As, ... C Q beliebige Teilmengen von 2.

e Dann heifst die Menge
limsup A, := (] [ 4n (: {weQ;Vk21anzkmitweAn}> (1)

der Limes Superior der Folge {A,},

e und

liminf 4, = U ﬂAn (z{weﬂ: 3k>1Vn>kmitw€An}> (2)
k=1n=k

heifst der Limes Inferior der Folge {A,}.
e Aufierdem sagt man, dass die Folge {4, } gegen die Menge A konvergiert, falls

lirglinf A, =limsup 4, (DZEf A) . (3)

Schreibweise Wenn die Folge {4, } gegen die Menge A konvergiert, d.h., wenn (3) gilt, dann schreiben wir
A =lim,, A,, bzw. einfach A,, — A.

Lemma 2.3 Seien A, A1, As, ... C S beliebige Teilmengen von Q.

1. Wenn Ay C Ay C ..., dann gilt A, — A:=J,—, A,. (Schreibweise: A,, T A)
2. Wenn Ay D Ay D ..., dann gilt A, — A=), A,. (Schreibweise: A,, | A)

Beweis Wir zeigen nur die erste Teilaussage. Der Beweis der zweiten Teilaussage ist analog. Sei A = o, 4,.
Fiir jedes k gilt dann Uzo:k A, = A. Alsoist limsup,, A, = A. Andererseits gilt ﬂzo:k A, = Ag, d.h., liminf, A, =
Upeq Ax = A O

2.3 Wahrscheinlichkeitsmafie

2.3.1 Definition und elementare Eigenschaften

Gegeben sei ein Messraum (€, F). Betrachten eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung P : F — [0, 1], die jeder
Menge A € F eine Zahl P(A) € [0, 1] zuordnet. Dann heift P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F.
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Definition (Axiome von Kolmogorow)

e Die Mengenfunktion P : F — [0, 1] heift Wahrscheinlichkeitsmaf auf F, falls
(P1) P(Q2) =1 (,Normiertheit”)
(P2) P(J Ai) = > P(A;) fiir paarweise disjunkte Ay, Ay, ... € F (,,0-Additivitit”)
i=1 i=1
e Wenn (2, F) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf F ist, dann heifit das Tripel (2, F, P)

Wahrscheinlichkeitsraum.

Theorem 2.1 Sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, Ay, Ay, ... € F. Dann gilt

1. P(A°) =1— P(A)

2. A] C Ay = P(A;) < P(Ay)

3. P(A; U Ay) = P(A1) 4 P(Ay) — P(A1 N Ay)
4. P(A1U A3) < P(Ay) + P(As)

Beweis
1. Es gilt
1=P(Q)=PAUA)=P(AUA°UDPUPU...)=P(A)+P(A°)+P®D)+PD)+....

Hieraus folgt, dass P(0) =0, d.h. 1 = P(Q) = P(A) + P(A°).
2. Auflerdem gilt

P(A;) = P(A1U(A2\ A))
P(A1U(A2\ A1) UDuUD...)
= P(A1)+ P(A2\ A1)+ P(0) + P(0) + ...

>0 =0

3. Weil P(A\ B) = P(A) — P(B) fiir A,B € F mit A D B (vgl. den Beweis der Teilaussage 2) und weil

AU Ay = (A1 \ (A1 N A2)) U (A; N Ag) U (A2 \ (A1 N Ay)),

gilt
P(AjUAy) = P((A1 \(A1NA))U (A1 NAy)U(A2\ (41N Ag)))
= P(A1\ (A1 NA2))+ P(A1NAy) + P(A2\ (A1 N Ay))
= P(A;)— P(A1NAs)+ P(A1NAg) + P(Ay) — P(A; N Ag)
= P(A))+ P(As) — P(A1 N Ag)
< P(A)+ P(A,).
4. folgt unmittelbar aus 3. |

Beachte Aus dem Beweis bzw. aus den Aussagen von Theorem 2.1 ergibt sich sofort, dass

e P(0)=0,
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n n
e P(U A) = ,le(Ai) fiir jede endliche Folge Ay,..., A, € F von paarweise disjunkten Mengen,
1=

i=1

° P(AQ \Al) = P(Ag) — P(Al), falls Ay C AQ,

o P( U A;) < ;P(Ai) fiir jede beliebige Folge A;,..., A, € F.

1=

In Verallgemeinerung der 3. Teilaussage von Theorem 2.1 ergibt sich aufserdem die folgende Siebformel.

Korollar 2.1 Fir jedes n = 1,2,... und jede Folge Ay,..., A, € F gilt

P(lJ4)=> (-1! > PAN..NA). (4)

i=1 i=1 1<k <..<ki<n

Beweis (Induktion)

o Induktionsanfang: n = 1 ist klar; fiir n = 2 ist (4) identisch mit der 3. Teilaussage von Theorem 2.1.
e Induktionsannahme: (4) gelte fiir ein n > 2.

o Induktionsschritt: Wir zeigen nun, dass dann (4) auch fiir n + 1 gilt. Und zwar ist

n+1

P(L:J1 A;)

P(Anii\ (Anpan [ JA)u 4)
=1 =1

= P(Ani1) = P(|J(AinAnp0) + P 4)
=1 =1
d-apnabme - pog oSN )Y P(A NN AR N AL
i=1 1<k1<...<k;<n

+3 DY P4 NN Ay)

1<k1<...<k;<n

n+1
= > (=1t > P(Ay, N...NAg,).
i=1 1<k <...<k; <n+1 0

Dariiber hinaus kann man mit Hilfe von Theorem 2.1 zeigen, dass Wahrscheinlichkeitsmafe stetig sind beziiglich
der monotonen Konvergenz von Mengen.

Korollar 2.2 Seien Ay, As,... € F. Dann gilt

P(|J4) = lim P(A;),  falls Ay C Ay C ..., (5)

i=1

und -
P([(Ai) = lim P(4;),  falls Ay D Ay > ... (6)

i=1
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Beweis Sei A1 C Ay C .... Mit der zusétzlichen Notation Ag = 0 gilt dann

P(U A) = P(U(Ai \ A1) = ZP(Ai\Ai,l)

=1

Damit ist (5) bewiesen. Der Beweis von (6) ist analog. Dabei kann die bereits gezeigte Formel (5) genutzt werden,
wenn zu den Komplementen {ibergegangen wird. Und zwar gilt

P(N4) = 1-P(|J45) @ 1- lim P
i=1 =1
= lim (1 - P(47)) = lim P(A4;). 0

2.3.2 Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien

Die Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafen, die in Teilaussage 4 von Theorem 2.1 betrachtet wurde, gilt
nicht nur fiir zwei bzw. endlich viele Ereignisse, sondern auch fiir Folgen von unendlich vielen Ereignissen.

Theorem 2.2 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und Ay, Aa, ... € F seien beliebige Ereignisse. Dann
gilt

P((JA) <> P4). (7)

Beweis Anstelle der Folge {A,} betrachten wir die Folge {A],} von paarweise disjunkten Mengen, wobei

n—1

A=A\ A
=1

Dann gilt

oo

P(JA) = P(U4) =3 PA) <) P4,

i=1
wobei sich die letzte Ungleichung aus der Teilaussage 2 von Theorem 2.1, d.h., aus der Monotonie von Wahr-
scheinlichkeitsmafen ergibt, denn offenbar gilt A/, C A,. O

Das folgende Korollar wird in der Literatur das Lemma von Borel-Cantelli genannt, vgl. auch Theorem 2.7.

Korollar 2.3 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, As, ... € F eine beliebige Folge von Ereignissen.
Dann gilt
P(limsup,, A,) =0, (8)

falls
Z P(A;) < . (9)
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Beweis Aus Korollar 2.2 und Theorem 2.2 ergibt sich, dass

P(limsup,, A,) = ﬂ U A;) U A;)
k=1i=k
(M >
2
= 2 P
=k
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Summierbarkeitsbedingung (9) ergibt. O

Wir diskutieren nun den Zusammenhang zwischen der o—Additivitdt und gewissen Stetigkeitseigenschaften von
Mengenfunktionen.

Theorem 2.3 Sei (Q,F) ein beliebiger Messraum, und sei P : F — [0,1] eine beliebige additive Mengenfunktion,

n

d.h. P( U A;) = > P(A;) gelte fiir jede endliche Folge von paarweise disjunkten Mengen Aq,..., A, € F.
i=1
Auﬂerdem gelte P(Q) = 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. P ist o-additiv (und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaf),
2. P(A,) 1 P(A), falls A, 1 A€ F,

3. P(4,) | P(A), falls A, | A€ F,

4. P(A,) 10, falls A, | 0.

Beweis Wir fiihren einen zyklischen Beweis, d.h., wir zeigen, dass die folgenden Implikationen richtig sind:
l =2 =3 =4 = 1.

1. = 2. P sei o-additiv, und es gelte A, T A € F. Die Behauptung ergibt sich dann genauso wie im Beweis
von Korollar 2.2.

2. = 3. Esgelte A, | A€ F, dh. insbesondere, dass A = (), A,. Hieraus folgt, dass AS 1 A° € F, wobei
A = U2 AS. Also ergibt sich aus Teilaussage 2, dass

P(An) =1 - P(AS) | 1 — P(A%) = P(A).

3. = 4. Diese Implikation gilt offensichtlich, weil die Teilaussage 4 ein Spezialfall von Teilaussage 3 ist.
4. = 1. Seien Aj, As,... € F paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

[j A 10 fiir n — oo.

i1=n+1
Also ist

P(J4) - AU U

=1 1=n+1
Additivitat von P Z
= P(A;) + P( U A;)
i=n+1
Nullstetigkeit von P
ullstetigkeit von ZP(A
i=1

wobei sich die zweite Gleichheit aus der (endlichen) Additivitét von P ergibt, die im Theorem voraus-
gesetzt wird. O
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Fiir Wahrscheinlichkeitsmafe, d.h. flir o—additive Mengenfunktionen lassen sich die in Theorem 2.3 betrachteten
drei Stetigkeitseigenschaften wie folgt zu einer Stetigkeitseigenschaft zusammenfassen.

Theorem 2.4 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, A1, As, ... € F seien beliebige Ereignisse. Dann
gilt
P(A,) — P(4), falls A, — A. (10)

Beweis

e Um die Behauptung zu zeigen, nutzen wir die folgenden beiden Ungleichungen:

P(liminf A,,) < liminf P(A,) (11)
und
limsup P(A,) < P(limsup 4,,) . (12)

e Dabei ergibt sich die Ungleichung (11) aus Korollar 2.2 und Theorem 2.2:

P(liminf A,,)

I
ac)
>

k=1i=k
&) lim P( ﬂ Ai)

k—oco !
i=k

—~
=

Teilaussage 2 von Theorem 2.2

< lim inf P(A;)
>k

k—oo 1

= likrn inf P(Ayg).
e Die Ungleichung (12) ldsst sich auf analoge Weise zeigen. Weil

A =liminf A,, = limsup 4,, ,

ergibt sich nun aus (11) und (12), dass

limsup P(A,,) < P(A) < liminf P(A,),

n—oo n—oo

und damit, dass P(A) = lim,, P(A,). O

2.4 Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume

2.4.1 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Fiir jedes A C Q bezeichne | A| die Anzahl der Elemente, die zu A gehoren. Es gelte || < oo (und damit auch |A] <
oo fiir jedes A C ). Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit || < oo heifit endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition FEin endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(2), P), bei dem alle Elementarereignisse die gleiche
Wabhrscheinlichkeit haben, d.h., P({w}) = ﬁ,Vw € Q, heilt Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
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Beachte Sei (2, P(2), P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Wegen der o-Additivitét von Wahrschein-

lichkeitsmafen gilt dann fiir jedes A C
_ 4]

e
denn offenbar gilt A = J ¢ 4{w} mit {w} N{w'} =0 fir v # &’ und somit

Py = P(U ) = S P = = 151
weA

w€eA w€EA

P(A)

Die so gegebene Wahrscheinlichkeit P(A) = |A|/|Q| heikt Laplacesche Wahrscheinlichkeit von A.

Beispiel (zweimaliges Wiirfeln)
w = (4,7) (i = Augenzahl beim 1. Wurf; j = Augenzahl beim 2. Wurf)
Q={(i,j) : 1 <i,j < 6}; [Q =36; F =P(Q).

Sei beispielsweise A = {Gesamtaugenzahl > 10} = {(6,6), (6,5), (5,6), (6,4), (4,6), (5,5)}.
Dann gilt |[A| = 6 und somit P(4) = & = 1.

2.4.2 Einfache Urnenmodelle

Gegeben sei eine Urne mit N Objekten (z.B. Kugeln), die mit den Zahlen 1,2, ..., N numeriert werden. Aus dieser
Urne werden n Objekte ,zufillig” entnommen. Ergebnis des gesamten Losvorganges ist ein n-Tupel (iy,...,,).
Dabei gibt i; die Nummer des Objektes an, das bei der j-ten Ziehung entnommen wird. Wir betrachten vier
verschiedene Arten von Losvorgingen, die sich durch die folgenden Auswahlarten ergeben:

e mit Zuriicklegen (d.h., Mehrfachziehungen sind méglich)

e ohne Zuriicklegen (d.h., jedes Objekt kann maximal einmal gezogen werden)

mit Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) # (1,2,4,1))
ohne Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) = (1,2,4,1))

Sei D ={1,2,...,N} die Menge der Objekte, die sich zu Beginn des Zufallsexperimentes in der Urne befinden.
Die Grundmengen Q; — €y, die die vier verschiedenen Arten von Losvorgingen modellieren, haben die folgende
Gestalt:

1. Auswahl mit Reihenfolge und mit Zuricklegen
Qr={w=(w1,...,wn),w; €D fiiri=1,...,n} =D"
und somit || = N™
2. Auswahl mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

Qrr={w=(w1,...,wy),w; € D,w; # wj fiir i # j}

1. Ziehung: N Moglichkeiten
2. Ziehung: N — 1 Moglichkeiten

n-te Ziehung: (N —n + 1) Moglichkeiten

Also:  [Qp|=N-(N=1)-...-(N=n+1) = %5
Wichtiger Spezialfall: n = N (Permutationen) = |Qy7| = N!
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3. Auswahl ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

18

Qrr ={w=(w1,...,wp)yw;i € Djw; <wy < ...<wp}
Also: |Qr1| = %f = (N+I'),”, = (]:) (Binomialkoeffizient)
4. Auswahl ohne Reihenfolge und mit Zuricklegen
Qv ={w=(w1,...,wp),w; € D,w; <wy <...<wp}
und somit [Qpv| = (V1) = SHRely
Zusammenfassung
Auswahl  vom
Umfang n aus mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
{1,2,...,N}
. . Q= N» 0 unterscheidbare
mit, Reihenfolge Q] Q1| = (=D N n), Marken
ohne Reihenfol- N+n—1 N nicht unterscheid-
Qrv| = 9 =
ge (v ( " ) (21| (") bare Marken
Verteilung von n
mit Mehrfachbelegung | ohne Mehrfachbelegung | Marken auf N Zel-
len
Beispiele

1. Wir werfen 4 identische Wiirfel nacheinander und achten dabei auf die Reihenfolge der erzielten Augen-

zahlen.

Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die vier Augenzahlen voneinander verschieden sind?

Losung: Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum (Auswahlen mit Reihenfolge und Zuriicklegen)

= |Q;] = 6* (Anzahl der mdglichen Fiille)
A = {Auswahlen, bestehend aus 4 unterschiedlichen Augenzahlen} C Q;
|A|=6-5-4-3 (Anzahl der giinstigen Félle)

JAl _6-5-4-3 5

Pla)= [~ 6 18

. Zahlenlotto: n = 6 aus N = 49 (ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 4 Richtige zu haben?
Losung: D ={1,...,49}, |Q1/] = (469), Qrrr = {w=A{wn,...,
A; = {genau i Richtige}, P(A4 U A5 U Ag) =7

Weil A, N A; = 0Vi # j, gilt P(A4U As U Ag) = P(As) +
Dabei ist |Aa| = (3) () |4s] = 5)(Y), [As] = ( ) (o )

(As) + P(Ag).

= 0.000987

Beachte Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der hypergeometrischen Verteilung.

wG},wiéD,wl <...

< wG}
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Hypergeometrische Verteilung

Betrachten Urne mit N Objekten, wobei zwei Typen von Objekten vorhanden seien,
mit den Teilanzahlen S und R (z.B. S schwarze Kugeln, R rote Kugeln); N =S+ R

Sei n = Anzahl der insgesamt entnommenen Kugeln; s = Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln

Sei P(s,n;S, N) die Wahrscheinlichkeit, s schwarze Kugeln bei der Entnahme von n Kugeln zu ziehen.

()

Dann gilt

2.5 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Wihrend bei der Definition der Laplace’schen Wahrscheinlichkeiten, vgl. Abschnitt 2.4.1,
Quotienten von Anzahlen

gebildet werden, betrachtet man bei geometrischen Wahrscheinlichkeiten

Quotienten von Flicheninhalten bzw. Volumina.

Beispiel

e Sei beispielsweise Q = [0,1]? das Einheitsquadrat in der euklidischen Ebene R?,
— und sei F = B([0,1]?) die Borel-o—Algebra von Teilmengen des Einheitsquadrates [0, 1]2,
— d.h., B([0, 1]?) ist die kleinste o-Algebra von Teilmengen von [0, 1]2, die alle Recktecke (a, b) x (a’, )
enthalt; 0 <a <b<1,0<a <b < 1. Schreibweise:
B([0,1]2) = a({(a,b) % (@ b),0<a<b<1,0<d <t < 1}) .

Erzeugersystem

e Die (geometrische) Wahrscheinlichkeit P(A) von A € B([0,1]?) ist dann gegeben durch den Ansatz

Al

P =101

= ‘A| )
wobel |A| den “Flicheninhalt” (genauer: den Wert des 2-dimensionalen Lebesgue-Makes) von A be-

zeichnet.

Eine allgemeinere Variante der Definition der geometrischen Wahrscheinlichkeit lautet wie folgt.

Definition

e Sei d > 1 eine (beliebige, jedoch fest vorgegebene) natiirliche Zahl, und sei R? der d-dimensionale
euklidische Raum.

— Weiter sei B(R?) die Borel-o-Algebra auf R?, d.h.,

B(RY) = a({(al,bl) % ... % (ag,ba), ai,bi € RY, a; < bi}) .
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[ ]
Beispiel

— Sei Q € B(RY) eine beliebige (Borelsche) Teilmenge in R mit
0< 19| < o0,
wobei || das d-dimensionale ,Volumen” (genauer: den Wert des d—dimensionalen Lebesgue—Mafes)
von {2 bezeichnet.
Die Wahrscheinlichkeit von A € B(R%) N Q ist dann gegeben durch
Al
P(A) =157+
9]
wobei B(R%) N Q die Spur-o—Algebra der Borel-Mengen in  bezeichnet.
Das Tripel (2, B(R?) N Q, P) heift dann geometrischer Wahrscheinlichkeitsraum.
(Buffonsches Nadelexperiment)
Das Buffonsche Nadelexperiment ist eine Methode zur (numerischen) Bestimmung der Zahl 7, die auf

stochastischen Gesetzméfigkeiten beruht.

— Der ,Erfinder” ist Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788).

— Algorithmische Versionen solcher Verfahren sind unter der Bezeichnung ,Monte-Carlo-Simulation”
bekannt.

Betrachten das System
K={(z,9): (z,y)€{...,-1,0,1,...} x R} C R?

von parallelen und Aquidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R2.

Werfen eine Nadel (d.h. eine Strecke) mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R?, wobei mit ,will-
kiirlich” das folgende stochastische Modell gemeint ist.

Betrachten die Grofken s und ¢, die die relative Lage der Nadel beziiglich des Geradensystems K
beschreiben, wobei

— s der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur néichsten linksliegenden Nachbargeraden
von K ist,

— t der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet.
Betrachten den geometrischen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, B(R?) N, P) mit Q = [0, 1] x [-7/2, 7/2].
Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A C Q) mit

1 1
A:{(s,t)eQ:0<s<§cost}u{(s,t)69:1—§cost<s<1},

dass die Nadel eine der Geraden von K schneidet.

Es gilt
1 1
PA) = P((s,t)eﬂz0<s<§cost)+P((s,t)€Q:1—§cost<s<1)

1 w/2 1 1 /2 1
= f/ 2 costdt—&—f/ 3 costdt

T™J_x/2 ™ J—x/2

1 [/? 2
= 7/ costdt = —
TI"f.n./2 ™

d.h., fiir die (geometrische) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass die Nadel eine der Geraden von
K schneidet, gilt
2
P(A)=—. (14)
™
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Beachte

Aus der Gleichung (14) ergibt sich eine Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die auf
dem sogenannten Gesetz der grofien Zahlen beruht, vgl. Abschnitt 5.2.2.

Und zwar werfen wir die Nadel n-mal, wobei n eine hinreichend grofie natiirliche Zahl sein sollte.
Seien (s1,t1), ..., (Sn,tn) die Ergebnisse der n durchgefiihrten Experimente.

Betrachten die Funktionswerte 1 = z(s1,t1), ..., %, = x(Sp, t,) mit

1, falls s < %cost oder 1 — %cost < s,

x(s,t) =
0 sonst,,

d.h., die Indikatoren der Ereignisse, ob die Nadel beim jeweiligen Wurf eine der Geraden von K schnei-
det oder nicht.

Aus (14) und aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt dann, dass das arithmetische Mittel

Yn =n"1 Y 2; mit ,groker Wahrscheinlichkeit” eine gute Niherung der Zahl 2/7 ist.

i=1
Mit anderen Worten: Fiir grofie n ist 2/y,, mit groker Wahrscheinlichkeit eine gute N&herung der Zahl
.

Das folgende Beispiel soll deutlich machen, dass es (dhunlich wie bei der Laplace’schen Wahrscheinlichkeit) auch
bei der geometrischen Wahrscheinlichkeit sehr wichtig ist, die Grundmenge ) geeignet zu wahlen.

Beispiel

(Bertrandsches Paradoxon)

In den Kreis B(o,1) C R? mit Mittelpunkt im Nullpunkt und Radius Eins werde ,auf gut Gliick” eine
Sehne gelegt.

Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass die Sehne linger als v/3 ist (wobei v/3 die
Seitenldnge des einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist).

Beachte: Das Problem ist ,inkorrekt” gestellt und erfordert zunéichst eine Prézisierung, was genau mit
der Sprechweise ,auf gut Gliick” gemeint ist.

Modell 1: Der Mittelpunkt der Sehne werde ,auf gut Gliick” in den Kreis B(o, 1) gelegt. Mit Q = b(o, 1)
und A ={w e N: 0 < |w| < 0.5}, wobei |w| die Liange des Vektors w bezeichnet, ergibt sich dann die
Wahrscheinlichkeit A o
™
PA)=—==—=-.
(4) | T 4
Modell 2: Ein Endpunkt der Sehne sei fest vorgegeben, und der andere Endpunkt werde ,auf gut
Gliick” auf die Kreislinie 0B(o,1) gelegt. Mit Q = (—7/2,7/2) und A ={w e Q: —7/6 <w < 7/6}
ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeit
Al #/3 1
PA)=—==—=-.
(4) | ™ 3
Modell 3: Die Richtung der Sehne sei fest vorgegeben (0.B.d.A. vertikal), und der Mittelpunkt der
Sehne werde ,auf gut Gliick” in das Intervall (—1,1) gelegt. Mit @ = (=1,1) und A={w e Q: -0.5<
w < 0.5}, ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeit

_ A

PA) = 1o 7%.
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2.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

2.6.1 Definition und Multiplikationssatz

H&ufig verfiigen wir bei der Durchfiihrung von Experimenten iiber Vorinformationen, die bei der Berechnung von
Wabhrscheinlichkeiten interessierender Ereignisse beriicksichtigt werden sollen.

Bei manchen Untersuchungen wird jedoch lediglich (hypothetisch) angenommen, dass eine bestimmte Vorinfor-
mation vorliegt, wobei dann unter dieser hypothetischen Annahme gerechnet wird. Diese sogenannte Bayessche
Methodik wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert.

Beispiele

1. Skatspiel
e Die Kenntnis der eigenen 10 Karten soll als Vorinformation iiber die Verteilung der {ibrigen 22
Karten genutzt werden.
— Markieren die 32 Karten mit den Zahlen 1,2,...,32.

— Betrachten Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Q2 die Menge aller Permutationen
von 32 Elementen ist (N = n = 32; mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

— Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ao N As, wobei As = {Spieler 2 hat x Asse},
Az = {Spieler 3 hat y Asse}, unter der Bedingung, dass das Ereignis A; = {Spieler 1 hat die
Karten mit den Nummern k1, ..., kio} eintritt.

e Lisungsansatz: Beziehen die Anzahl der Permutationen, bei denen A N A3 eintritt, nicht auf die
Gesamtanzahl 32! aller moglichen Permutationen, sondern lediglich auf diejenigen Permutationen,
bei denen das Ereignis A; eintritt.

— D.h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die (bedingte) relative Haufigkeit |(A2NAs)NA1|/|A1]
— Dabei benutzen wir die Schreibweise:
[(Az N As) N A4

P(Ay N Ay | Ay) = i

und nennen diese Grofe bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A; N Az unter der Bedin-
gung, dass das Ereignis A; eintritt.

2. Urnenmodell

Betrachten Urne mit N Objekten (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S+ R, vgl. Abschnitt 3.2.2;
2 Objekte, 2 < N, sollen insgesamt ausgewihlt werden (ohne Zuriicklegen);

Sei A das Ereignis, beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen, und sei B das Ereignis, beim ersten
Versuch ,rot” zu ziehen.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B), beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen,
falls beim ersten Versuch ,rot” gezogen wird.

Es gilt

4| B) < ANBL _ R-S S

Bl  R-S+RR-1) N-1°

Dies fiihrt zu der folgenden (allgemeineren) Begriffsbildung.
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Definition Seien A, B € F beliebige Ereignisse mit P(B) > 0. Dann heiftt

P(AN B)

PA|B) ==

(15)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Beachte Die Definitionsgleichung (15) kann in der Form P(ANB) = P(B)P(A | B) geschrieben werden. Durch
Iteration dieser Uberlegung ergibt sich der folgende Multiplikationssatz.

Theorem 2.5 Seien Ay, A, ..., A, € F Ereignisse mit P(Ay N AsN...NA,_1) > 0. Dann gilt:

P(A1NAsN...NAy) = P(A) P(As | A1) P(A3 | AyNAs) ... P(An | AyNAsN ... N Au1).  (16)

Beweis klar

Beispiel (Skatspiel)

e Betrachten das Ereignis A; = {Spieler i erhilt genau ein As}; i =1,2,3.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A; N A N A3), dass jeder der drei Spieler genau ein As erhilt?
o Lisung: Es gilt

P(A)) = 0 () =0.428, P(Ay| Ay) = () =0.42857, P(A3|A1NAy)= () ()

(o) (t0)

e Hieraus und aus (16) ergibt sich

P(A1 N Ay N As) = P(A1)P(As | A))P(As | Ay N Ag) = 0.0556.

2.6.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit; Bayessche Formel

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € F ist es manchmal niitzlich, die (unbe-
dingte) Wahrscheinlichkeit P(A) als gewichtete Summe von bedingten Wahrscheinlichkeiten darzustellen.

Hierfiir ist es erforderlich, den Grundraum 2 wie folgt in (messbare) Teilmengen zu zerlegen.

Definition Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl, und sei Bj, B, ..., B, € F eine (endliche) Folge von
Ereignissen mit den Eigenschaften

(Zl) BlmBJ:(DfUI‘L#J,
(Z2) U;’L:l Bi = Qv
(Z3) P(B;) >0firallei=1,...,n.

Dann heiftt By, Bs, ..., B, messbare Zerleqgung von ).

Theorem 2.6 Sei A € F ein beliebiges Ereignis und By, Bs, ..., B, eine messbare Zerlequng von Q. Dann gilt

e Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) =) P(Bj)P(A] B;), (17)
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e Bayessche Formel
i) P(A| Bi)

p(B;| 4)= L&
5 PP B)

(18)

fiir jedes i = 1,...,n, wobei in (18) vorausgesetzt wird, dass P(A) > 0.

Beweis Aus (Z1)-(Z3) und aus der Additivitit des Wahrscheinlichkeitsmafes P ergibt sich, dass

P(A) = PANQ)= (Am OBZ)

n

- P(O(AHB )) 3 P(ANB))

1

_ ZP(B,;)]D(;E(E_?’:) =S P(B)P(A| By,

v i=1

o
Il
-

wobei im letzten Schritt die Definitionsgleichung (15) benutzt wird. Damit ist (17) bewiesen. Aus (15) und

(17) ergibt sich nun

P(B,NA) _ P(B)P(A|B)
P(A) 2= P( )P(A|Bj)

=1

P(B; | A) = O

Beachte Die Aussagen von Theorem 2.6 bleiben giiltig, wenn anstelle einer Zerlegung von 2 in endlich viele
Teilmengen eine unendliche Folge By, Bs, ... € F von Ereignissen mit den Eigenschaften

(Z’l) Bi ﬁBj = @ fiir ¢ 75],

(z2) Uz, Bi = Q,

(Z’3) P(B;)>0fiirallei=1,2,...

betrachtet wird. Die Formeln (17) und (18) sind dann lediglich wie folgt zu modifizieren:

oo

P(A) =Y P(Bj)P(A]| B)), (19)

j=1

bzw.
P(B;)P(A | B;)

Y21 P(B;))P(A| B))

fiir jedes 7 = 1,2, ..., wobei in (20) erneut vorausgesetzt wird, dass P(A) > 0.

P(Bi | A) = (20)

Beispiel

e Betrachten eine Fufballmannschaft, deren Siegeschance je Bundesliga—Spiel bei 75% liegt, falls ihr
Kapitédn in guter Form ist.

— Wenn ihr Kapitdn jedoch nicht in guter Form ist, dann betrage ihre Siegeschance nur 40%.

— Bei 70% aller Bundesliga—Spiele seiner Mannschaft sei der Kapitin in guter Form.

— Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass
1. die Mannschaft ein Bundesliga—Spiel gewinnt,
2. der Kapitén bei einem Bundesliga—Spiel in guter Form ist, obwohl die Mannschaft das Spiel

nicht gewinnt,.

o Lisung: Zerlegen den Grundraum 2 auf zwei verschiedene Weisen in zwei Komponenten.
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— Sei A = {Mannschaft gewinnt Bundesliga—Spiel}, A° = {Mannschaft gewinnt Bundesliga—Spiel
nicht}
bzw.
B = {Kapitén ist in guter Form}, B¢ = {Kapitén ist nicht in guter Form}

— Dann gilt P(A| B) =0.75, P(A | B¢) = 0.40, P(B) = 0.70

— Aus (17) bzw. (18) ergibt sich nun

P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A|B°)P(B°)
= 0.75-0.704+0.40-0.30 = 0.645

bzw.

P(A° | B)P(B)
P(A° | B)P(B) + P(A°|B°)P(B")
0.25 - 0.70

= =0.493.
0.25-0.70 + 0.60 - 0.30

P(B|A°) =

2.7 Stochastische Unabhingigkeit

Der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A, B € F ist mit der intuitiven Vorstellung
verbunden, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) des Ereignisses A unter der Bedingung B mit der ,un-
bedingten” Wahrscheinlichkeit P(A) von A iibereinstimmt, d.h. P(A | B) = P(A), wobei P(B) > 0 vorausgesetzt

wird.

Es ist jedoch zweckmifiger, die folgende (dquivalente) Gleichung P(A N B) = P(A)P(B) zu betrachten, weil
durch sie auch der Fall P(B) = 0 erfasst wird.

Definition

1. Die Ereignisse A, B € F heifsen unabhdngig, falls P(AN B) = P(A)P(B).

Beachte

1.

Beispiel

Sei Ay, As, ..., A, € F eine beliebige Familie von Ereignissen. Dann sagt man, dass Aj, As,..., A,
unabhdngige Ereignisse sind, falls fiir jede Teilmenge {i1,io2,...,ix} C {1,2,...,n} gilt:

k
P(A;;). (21)

P(A;, NAy,N...NA;) =
j=1

Der Begriff der Unabhéngigkeit wird auch fiir unendliche Familien von Ereignissen benétigt. Man sagt,
dass A1, As,... € F unabhingige Ereignisse sind, falls fir jede endliche Teilmenge {i1,i2,...,ix} C
{1,2,...,} die Bedingung (21) erfiillt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Unabhéngigkeit von Ereignis—Paaren A;,, A;, im allgemeinen nicht
die (vollstiandige) Unabhingigkeit der gesamten Folge A;, As, ..., A, impliziert.

e Sei (Q, F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = P(Q), P({k}) = } fiir jedes k € Q.
o Sei A = {k,4} fur k =1,2,3. Dann sieht man leicht, dass

1. die Paare A;, As bzw. Ag, A3 bzw. Ay, A3 jeweils unabhéngig sind,
2. die Ereignisse A1, As, Az jedoch nicht unabhéngig sind.
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e Denn es gilt

P(Ai) : P(Ai+1) =

fiir i = 1,2

| =
DO =

P(Ain Aipr) = P({4)) = 5

bzw.

N
N
e

P(A; N A3) = P({4}) = = P(A1) - P(A3) =

e Jedoch )

PUANANA) =P = #  P(A) - P(4) - P(4g) = ¢ .

Die folgende Invarianzeigenschaft unabhiingiger Ereignisse beziiglich der Komplementbildung wird im weiteren
Verlauf der Vorlesung mehrfach benotigt.

Lemma 2.4  Sei Ay,..., A, € F eine beliebige Folge von unabhdngigen Ereignissen. Dann sind auch die
Ereignisse AS, ..., AS unabhingig.
Beweis

e Wir betrachten nur den Fall n = 2. Dann ergibt sich aus den allgemeinen Rechenregeln fiir Wahr-
scheinlichkeitsmafe (vgl. Theorem 2.1) und aus der Unabhéngigkeit der Ereignisse A; und Ao, dass

P(AT)P(A3) = (1-P(A1))(1 = P(A2)) =1— P(A1) - P(A2) + P(A1)P(A2)
1—P(A;) — P(A2) + P(A1NAy)=1—P(A UAy)
P((A1 U As)) = P(A{ N A3).

e Fir beliebiges n > 2 ergibt sich die Behauptung auf dhnliche Weise mit vollstdndiger Induktion. [

In Ergénzung von Korollar 2.3 kénnen wir nun den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli formulieren und
beweisen.

Theorem 2.7 Sei A1, As,... € F eine beliebige Folge von unabhdngigen Ereignissen, so dass
Y P(4) = . (22)
i=1
Dann gilt
P(limsup,, A,) =1. (23)
Beweis

e Fiir reelle Zahlen «y, ..., apy; mit k,0 = 1,2, ... gilt bekanntlich log(1 — ;) < —ay, falls 0 < o; < 1.

—> Hieraus folgt, dass

k+1 k+1 k+1 k+1

log(H(l—an)) < —Zan bzw. H(l—an) Sexp(—Zan)

n==k n==k n=k n=~k
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o Weil mit den Ereignissen A;, Ao, ... auch die Ereignisse A{, AS, ... unabhingig sind (vgl. Lemma 2.4),
ergibt sich somit

k41 k41
P((4) = JJa-Pn)
n=k n=~k

k+1

< exp(f Z P(An)) .
n=k

e Aus (22) folgt, dass bei festem k die rechte Seite fiir | — oo gegen 0 strebt.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Korollar 2.2, dass

o0 ket K+l
p( m A2) Korollar 2.2 1. P( ﬂ Af) < lli)r&exp(— Z P(An)) =0.
n=~k

l—o0
n=~k n=~k

—> Hieraus ergibt sich, dass

oo o0 o0

1 - P(limsup, A,) = P(| ] () 4%) <> _P(() 4%) =o0. -

k=1n=k k=1 n=k
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3 Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

3.1 Definition von Zufallsvariablen

Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und ein beliebiges Element w € 2, wobei wir so

wie bisher

Beachte
d.h.,

Beispiele
1.

{w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren.

Hiufig interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl X (w) von w,
wir betrachten die Abbildung w — X (w).

Q) = Menge von Eintragungen in einem Telefonbuch

w = Familienname, X (w) = Anzahl der Buchstaben von w
oder

w = Telefonnummer, X (w) = Anzahl der Ziffer ,1” in w

. zweimaliges Wiirfeln Q = {w = (w1;w2),w; € {1,...,6}}

Augensumme w — X (w) = w1 + wo

Sei A = {w: X(w) =10} = {(6,4),(5,5),(4,6)} bzw. allgemeiner A = {w : X(w) = k}, wobei
ke{2,...,12}.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Hierfiir ist es erforderlich, dass A € F.

Allgemein muss also {w:w € Q, X(w) =k} € F fiir jedes k = 2,...,12 gelten.

Bei diesem Beispiel ist das gleichbedeutend mit {w : w € Q, X (w) < z} € F fiir jedes z € R.

Das fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung X : Q@ — R heift Zufallsvaria-
ble (bzw. Zufallsgrifse), falls

Beachte

{lwiwe X(w)<z}eF VeeR. (1)

1. Die Regularititsbedingung (1) wird Messbarkeit der Abbildung X beziiglich der c—Algebra F genannt.

. In vielen Fallen interessiert nicht nur die Wahrscheinlichkeit, dass die Werte X (w) der Zufallsvariablen

X einen vorgegebenen Schwellenwert x nicht {iberschreiten, d.h., dass X Werte im Intervall B =
(=00, z] annimmt.

. Oftmals interessiert auch die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte in einer allgemeineren Teilmenge B C R

annimmt, wobei B beispielsweise die Vereinigung von mehreren disjunkten Intervallen sein kann.

Deshalb wird nicht nur im Grundraum €2, sondern auch im Bildraum R ein System von Teilmengen
von R betrachtet, das abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen U, N, \ ist.

. Dabei wird oft die Borel-o—-Algebra B(R) betrachtet, die definiert ist als die kleinste o—Algebra von

Teilmengen von R, die alle offenen Intervalle (a,b) enthélt; —co < a < b < co. D.h.

B(R) = U({(a,b), —o<a<b< oo})

Erzeugersystem

. Insbesondere enthilt B(R) auch alle halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervalle, denn es gilt

(a,0] = () (a,b+n~") € BR), [a,0) = ()(a—n"",b) € B(R), [a,b] = [)(a—n"",b+n"") € B(R).
n=1 n=1 n=1

Fiir jede abzéihlbare Teilmenge C = {z1,x2,...} von R gilt C € B(R), denn fiir jedes z € R gilt
{z} =72 (@ —n"t,z+n"t) € B(R) und damit auch C = |J:2 {z;} € B(R).
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3.2 Verteilung und Verteilungsfunktion

Die Regularititsbedingung (1) kann durch die folgende (scheinbar schirfere, in Wirklichkeit jedoch dquivalente)
Bedingung ersetzt werden.

Theorem 3.1 Die Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable, wenn
{w:weQ,X(w)eBteF VBeB(R). (2)

Beweis Offenbar folgt (1) aus (2). Es gentigt also zu zeigen, dass auch umgekehrt (2) aus (1) folgt.
e Es gelte also die Zugehorigkeitsrelation (1).

o Wir zeigen zuerst, dass das Mengensystem
G={B: BeBR), X Y(B)ecF} (3)
eine o-Algebra ist, wobei X 1(B) = {w: w € Q, X(w) € B} das Urbild von B beziiglich der Abbildung
X ist.
— Es ist klar, dass R € G, weil X " }(R) = Q € F.
— AuRerdem gilt B¢ € G fiir jedes B € G, weil X~1(B°) = (X~Y(B))" € F.
— Analog ergibt sich, dass B; U By € G fiir beliebige By, By € G, weil
XY B1UBy) = (XY (B1)UX!(By)) € F,
bzw., dass By U Bs U. .. € G fiir beliebige By, Bs,... € G.
— Also ist das in (3) gegebene Mengensystem eine o-Algebra.
e Dariiber hinaus bedeutet die Bedingung (1), dass (—oo,z] € G fiir jedes = € R.
— Hieraus folgt, dass (z,00) = (—00,2]® € G und (—o0,z) = J.,(—00,z —n~' € G.
— Deshalb gilt (a,b) = (—00,b) N (a,00) € G fiir —oo < a < b < 0.
— Also gehort das Erzeugersystem {(a,b), —0o < a < b < oo} der Borel-o—Algebra B(R) zu G.
— Dies bedeutet, dass B(R) C G.

e Damit ist gezeigt, dass (2) aus (1) folgt. O

Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition

e Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : Q — R sei eine beliebige Zufallsvariable.
e Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist die Mengenfunktion Px : B(R) — [0, 1] mit

Px(B)=P({w:we N, X(w) € B}) VB € B(R). (4)
Beachte

1. Diein (4) definierte Mengenfunktion Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Messraum (R, B(R)),
denn Py ist
e normiert, weil Px(R) = P(Q) =1, und
e o-additiv, weil fiir paarweise disjunkte By, Ba,... € B(R)

o0

Px(JB) = P(x 1 (UB)) =P(UX"(B))=d P(X'(Bi) =) Px(Bi).
=1 =1 =1 i=1

=1

2. Die Abbildung P — Px nennt man Maftransport vom Messraum (€2, F) in den Messraum (R, B(R)).

Die folgende Kurzschreibweise ist tiblich: P (X € B) = P ({w :w € Q, X (w) € B}) VB € B(R)
Speziell: P(X <z)=P({w:w e Q, X (w) <z}) Ve eR
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3.2.1 Diskrete Zufallsvariablen; Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wir betrachten in dieser Vorlesung zwei (Grund-) Typen von Zufallsvariablen: diskrete Zufallsvariablen und
absolutstetige Zufallsvariablen.

Definition Die Zufallsvariable X (bzw. ihre Verteilung) heifit diskret, falls es eine abz&hlbare Teilmenge C C R
gibt, so dass P(X € C) = 1.

Beachte Der Begrift der absolutstetigen Zufallsvariablen wird spéter in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrt. Wir erwih-
nen jedoch schon jetzt ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal:

1. diskrete Zufallsvariablen haben einen abzihlbaren Wertebereich, z.B. wenn Q = X~1(C) mit C C
N,Z,Q C R. Sei beispielsweise X = Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln = X : Q — {2,3,...,12}

2. absolutstetige Zufallsvariablen haben einen {iberabzihlbaren Wertebereich, z.B. [a, 8], [a, 00), (—00, b], R
z.B. Roulette mit drehbarem Zeiger und ,kontinuierlicher” Skala, wobei
X — Wert des Spiels — Winkel des Zeigers, d.h. X : Q — [0,27)

Definition Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h., es gebe eine abzéhlbare Menge C = {1, 2, ...}, so dass
P(X € C) = 1. Dann heift die Folge p1,pa,... mit pp = P(X = xx) Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw.
Zahldichte) von X.

Beachte
1. Fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion {p;} gilt offenbar py, € [0,1] fiir jedes k = 1,2,... und > p = 1.
k=1

2. Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
{pr} bestimmt, denn es gilt dann fiir jedes B € B(R)

Px(B) = Px(BNnC)=Px( |J {=})= > Px{z})= > »-
iz, €EB ix,€B i, €B

3. Fiir jedes x € C heift die Zahl py = P(X = zy) Einzelwahrscheinlichkeit von X.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln

o Sei X = Summe der Augenzahlen beim zweimaligen Wiirfeln.
e Dann gilt P(X e C)=1mit C={2,3,...,12}, d.h. 2 =k + 1.
e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist gegeben durch:

CEkHQ‘S‘ﬁl‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12
12|31 45| 6 | 5 4| 3|2 |1
pk’H36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36‘36
2. Bernoulli-Schema
e Einmaliger Minzwurf: Q; = {0, 1}, ,,0° = Wappen, ,,1” = Zahl
e n-maliger Miinzwurf: Fiir i = 1,...,n setzen wir Q; = {0, 1}, wobei P;({w;}) = 3 im Fall einer
fairen Miinze bzw. allgemein P;({1}) = a; und P;({0}) =1 — a;.
e Bei identischen Versuchsbedingungen nehmen wir an, dass a1 = as = ... =a, =p, p € [0, 1].

e Unabhingige Versuche modellieren wir durch den Ansatz (Q, F, P) mit
Q=N x...xQ ={w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}, F =P,

wobel P das Produktmafl auf F ist, fiir das gilt: P{w}) = [[ Pi({w:}).
i=1
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o Sei w= (wy,...,wy) € Q ein beliebiges Elementarereignis. Dann gilt

P({wh) =[] @ II @-ap

tiw;=1 jiw;=0

P({w}) =p"(1 —p)" ",

Deuten ,,17 als Erfolg und ,0” als Misserfolg.

P(X =k) = <Z>pk(l —p)" Tk Wk =0,1,...,n.

Sprechweise: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.

Spezialfall: Wenn n = 1, dann sagen wir, dass X Bernoulli—verteilt ist.

3.2.2 Grundlegende Klassen diskreter Verteilungen (Zusammenfassung)

1. Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)
e Betrachten Urne mit N Objekten (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S + R;

e n Objekte, n < N, sollen insgesamt ausgewihlt werden;
e X = Anzahl von schwarzen Kugeln bei n Entnahmen

k n—k

X :Q—{0,1,...,min{n, S}}, pk:P(X:k):W k=0,1,.

G)

e Die hypergeometrische Verteilung hat 3 Parameter: N, S < N, n < N,

Fiir w € Qmit [{i :w; =1}| =k und a1 = a3 = ... = a,, = p gilt dann insbesondere

Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Wenn a; = a3 = ... = a,, = p, dann gilt

..,min{S, n}

e Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py ist schwierig, falls N und S grof sind;

e Ausweg: Binomialverteilung liefert asymptotische Niherungsformel, falls N, S — oo, <

2. Binomialverteilung (Bernoulli-Schema)

e n—maliger Miinzwurf;
e identische Erfolgswahrscheinlichkeiten a1 = ... = a,, = p;
e X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen

X:Q—-{0,1,...,n}, pk:P(X:k‘):<

o Fiir jedes K =0,1,...,n gilt

—
» N S,N—oco

31
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— S
falls N, 5 — oo, % S’KOO p, denn
S\ /N-S S| (N —-9)!
k)\n—k kNS =Rk (n—Ek)(N—-S—n+k)
N o N!
n nl(N —n)!

32

SYN—8—1)...(N—S—n+k+1)

_ n! S(S—1)...(S—k+1)(N—
T El(n—k)! N(N—-1)...(N—=n+1)
_ (n\S S—k+1 N-S N-S—(n-k)+1
N k) N "'N—k+1 N—k " N-n+1

—p¥ (1—p)n—*

— (Z)p’“(l —p)" "

e Die Binomialverteilung hat 2 Parameter: n und p (Schreibweise: Bin(n, p));

e Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py, ist schwierig, falls n grof und p klein (oder nahe bei 1)

1st;

o Ausweg: Poisson—Verteilung liefert asymptotische Niherungsformel, falls n — co und p — O mit n-p —

A, s0 dass 0 < A\ < o0.

3. Poisson-Verteilung (Gesetz der seltenen Ereignisse)

e Betrachten diskrete Zufallsvariable X : Q — {0,1,...};
e die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) seien gegeben durch

Pk

e Die Poisson—Verteilung hat 1 Parameter: A (Schreibweise: Poi()\));

o (esetz der seltenen Ereignisse: Fiir jedes k =0,1, ..

falls n — oo und p — 0 mit n-p — A, denn

(Z)p’“(l —p)" "

4. geometrische Verteilung

Ak
:Ee—*, k=0,1,..
. gilt
n k n—k Ak —A
(ot X
_ n! k(1 n—k
TR
1 nn-1)...(n—k+1)
k! nk
-1
1
i H)\ke_A.

(

S0< A<

np)*
——

Y

e Sei X = die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg im Bernoulli-Schema (mit n = o0), d.h.

X:Q—-{1,2,...}

e die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) sind dann gegeben durch

pr=p(1—p

)k—l

)

k=1,2,...

e Die geometrische Verteilung hat 1 Parameter: p € (0,1).

)
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3.2.3 Verteilungsfunktion; absolutstetige Zufallsvariablen
Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable.
Definition Die Funktion Fx : R — [0, 1] mit
Fx(z) = P(X <x) VzeR (5)

heiftt Verteilungsfunktion von X, wobei Fx(x) = P(X < x) = P(X € (—o0,z]) = Px((—00, 2]).

Wir diskutieren nun zun#chst einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen.

Theorem 3.2 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable und Fx : R — [0, 1] ihre Verteilungsfunktion. Dann
gilt

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen:

Fx(—00) = lim Fx(z)=0, Fx(o0):= lim Fx(z) =1, (6)
2. Monotonie:
Fx(z) < Fx(z+h) Vz € R und h > 0, (7)
3. Rechtsstetigkeit: Fx(x) ist rechtsseitig stetig, d.h. fir jede Folge {h,} mit h, > 0 und lim h, =0 gilt
lim Fx(x + h,) = Fx(x) Ve e R. (8)
n—oo

Beweis

Zu 2. Weil (—o0,z] C (—o0,x + h], ergibt sich aus Teilaussage 2 von Theorem 2.1, dass

Fx(x) = Px((—OO,I]) S Px((—00,$+h]) = Fx($+h)

Zu 1. Wir zeigen nur die erste Teilaussage von (6). Wegen der Monotonie von Fx kbénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass £ monoton gegen —oo konvergiert. Aus Korollar 2.2 ergibt sich dann, dass

= PX(ﬂ (—oo,x])
<0
= Px(®)=0.

Der Beweis der zweiten Teilaussage von (6) verlauft analog.

Zu 3. Ahnlich wie im Beweis von Teilaussage 1 ergibt sich aus Korollar 2.2, dass

lim Fx(z+h,) = lim Px((—00,z + /)
= Px([)(~00,z+ hy))
— Py((~o00,a))

= Fx(J‘) 0
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Beachte

1.

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F'x lassen sich auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten ausdriicken
Pla<X <b), Pla<X<bh), Pla<X<b), Pla<X<b),
denn egs gilt beispielsweise

Pla<X<b) = PUX<b\{X<al)
= P(X<b)-P(X <a)
Fx () - limFx (o~ h) .

. Im allgemeinen gilt jedoch nicht Fx (a) = E%FX (a — h), sondern

FX(a):l}H%FX(a—h)—FP(X:a), (9)
denn
P(X=a) = P((]{a—n_1 < X <a})

= lim P(a—n_1<X§a)

n—oo

= lim (P(X <a)=P(X <a—n""))

n—oo

= Fx(a) _nh—>HoloFX(a —n ).

. In Theorem 3.2 wurde gezeigt, dass

o Verteilungsfunktionen monotone und beschrénkte Funktionen sind.

o Hieraus folgt, dass Verteilungsfunktionen fiir jedes € > 0 nur endlich viele Sprungstellen besitzen
kénnen, deren Sprunghdhen grofer als € sind.

e Insgesamt konnen Verteilungsfunktionen also hochstens abzahlbar viele Sprungstellen besitzen.

. Fiir die Verteilungsfunktion F'x einer diskreten Zufallsvariablen X gilt fiir jedes = € R:

Fx@@) = PX<a)=P( J (X=u})= > PX=u)= Y m,

k:xzp<z k:xp<z k:xp<z

wobei p, = P(X = xy).

. Die Verteilungsfunktion F'x einer diskreten Zufallsvariablen X ist eine sogenannte Treppenfunktion,

d.h. eine stiickweise konstante Funktion mit der Sprunghohe pp im Punkt xx; vgl. Abbildung 1. In
Abbildung 2 wird als ein Beispiel dieser Art die Verteilungsfunktion der Poisson—Verteilung dargestellt.

Um zu zeigen, dass der Zusammenhang zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen einein-

deutig ist,

bendtigen wir einen Satz iiber monotone Mengensysteme, der ein wichtiges Hilfsmittel in der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung ist.

Definition Sei  eine beliebige Menge.

1. Eine Familie G von Teilmengen von 2 heikt d—System (Dynkin—System) auf €, falls

e Qeg,
e A\ B € g fiir beliebige A, B € G mit A D B,
e U2, 4; € G fiir beliebige A1, As,... € Gmit Ay C Ay C ...
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2. Eine nichtleere Familie G von Teilmengen von § heiRt 7-System auf €, falls (), 4; € G fiir jedes
n=1,2,... und fiir beliebige A;,..., A, € G.

Beachte

e Jede o—Algebra auf Q ist gleichzeitig ein d-System und auch ein 7—System auf Q.

e Umgekehrt ist jedes System von Teilmengen von €2, dass sowohl ein d-System als auch ein m-System
auf Q ist, eine o—Algebra auf Q.

o Schreibweise: Sei d(G) das kleinste d—System, das das erzeugende System G von Teilmengen von €
umfasst. Analog bezeichne o(G) die kleinste o—Algebra, die das erzeugende System G von Teilmengen
von () umfasst.

i ~

Abbildung 1: Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen

Abbildung 2: Verteilungsfunktion der Poisson—Verteilung

Lemma 3.1 (Monotone class theorem) Sei G ein w-System auf Q. Dann gilt

o(9) = d(9) . (10)
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Der Beweis von Lemma 3.1 geht iiber den Rahmen dieser einfilhrenden Vorlesung hinaus und wird deshalb
weggelassen.

Theorem 3.3 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable. Dann wird die Verteilung Px wvon X durch die
Verteilungsfunktion Fx von X eindeutig bestimmt.

Beweis

e Betrachten zwei beliebige Zufallsvariablen X,Y : Q@ — R und

e nehmen an, dass ihre Verteilungsfunktionen iibereinstimmen, d.h.,

Fx(z) = Fy () VreR. (11)

e 7Zu zeigen ist, dass dann
Px(B) = Py(B) VB € B(R). (12)
e Sei G = {(a,b] : —0 < a < b < oo} das System aller links—offenen und rechts—abgeschlossenen

Intervalle in R.
e Fs ist klar, dass G ein m-System ist.

e Aus (11) und
Px((a,0]) = Fx(b) — Fx(a) = Fy (b) — Fy(a) = Py ((a,b])

folgt, dass (12) fiir jedes B € G gilt.
e Auflerdem kann man sich leicht iiberlegen, dass (12) auch fiir jedes B € d(G) gilt.
e Aus Lemma 3.1 folgt nun, dass (12) fiir jedes B € o(G) = B(R) gilt. O

Definition Die Zufallsvariable X : Q@ — R (bzw. ihre Verteilung) heiflt absolutstetig, falls die Verteilungsfunktion
Fx von X die folgende Integraldarstellung

Fx(z) = /( Sxwdy v R (13)

besitzt, wobei fx : R — [0,00) eine (Lebesgue-integrierbare) Funktion mit nichtnegativen Werten ist, die
Dichte (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte) von X genannt wird. Das Integral in (13) wird im allgemeinen als
Lebesgue—Integral aufgefasst.

Die Verteilungsfunktion Fx (und damit auch die Verteilung Pyx) einer absolutstetigen Zufallsvariablen X wird in
dem folgenden Sinne eindeutig durch die Dichte fx bestimmt.

Theorem 3.4

1. Die Zufallsvariable X : Q — R ist genau dann absolutstetig, wenn sich die Verteilung Px von X darstellen
lasst in der Form:

Px(B)= [ Ixtidy VB eB®). (14)
B
2. Die Zufallsvariablen X,Y : Q — R seien absolutstetig. Es gilt Px = Py genau dann, wenn

fx(@) = fy(z) (15)

fiir fast alle © € R, d.h., (15) gilt fir alle x € R\ B, wobei die (Borelsche) ,,Ausnahmemenge” B C R das
Lebesgue—Mafs 0 hat.
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Beweis
e Die Hinlinglichkeit der Bedingung (14) ist offensichtlich, denn es geniigt, in (14) die spezielle Borel-
Menge B = (—o0, x] einzusetzen, um (13) zu erhalten.

e Die Notwendigkeit der Bedingung (14) ergibt sich aus (13) und aus dem eineindeutigen Zusammenhang
zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion, vgl. Theorem 3.3.

e Die Notwendigkeit und Hinlénglichkeit von Bedingung (15) ergibt sich aus den allgemeinen (Eindeutig-
keits—) Eigenschaften von Lebesgue-Integralen, vgl. die Vorlesung Analysis III. |

Beachte

1. Bei vielen Anwendungen ist die Dichte fx eine (zumindest stiickweise) stetige Funktion. Das Integral
in der Definitionsgleichung (13) kann dann auch als ein uneigentliches Riemann—Integral aufgefasst
werden.

2. Wenn X absolutstetig ist, dann hat die Verteilungsfunktion Fx keine Spriinge, d.h., Fx ist eine (im
iiblichen Sinne) stetige Funktion. Hieraus und aus (9) folgt insbesondere, dass

PX=2)=0 Vz eR. (16)

3. Die Verteilungsfunktion F'x einer absolutstetigen Zufallsvariablen X ist jedoch im allgemeinen nicht
iberall differenzierbar. Und zwar ist F'x dort nicht differenzierbar, wo die Dichte fx Sprungstellen hat.

f ()

X

/

_——_—_—}

Abbildung 3: Dichte der Normalverteilung (o2 groR bzw. klein)

Beispiele Um die Verteilung einer absolutstetigen Zufallsvariablen X zu beschreiben, geniigt es, die Dichte fx
zu betrachten, weil durch fx die Verteilungsfunktion F'y und damit auch die Verteilung Px von X eindeutig
bestimmt wird.

1. Normalverteilung N(u, 0?) mit den Parametern 4 € R und o2 > 0:

(z—p)*
_ _ R 1
) = e (- Vo € (17)
Spezialfall: Standardnormalverteilung N(0,1). Dann nimmt die Dichte fx(x) in (17) die folgende Form
an:
fx () 1e<x2) vz € R (18)
x) = xp | —— x
T TP T2

In Abbildung 3 wird die Dichte der Normalverteilung fiir grokes bzw. kleines o dargestellt.
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2. Ezponentialverteilung Exp(\) mit Parameter A > 0:

Ae 0 falls > 0

0, falls x < 0

fx(z) =

Die Dichte der Exponentialverteilung ist in Abbildung 4 dargestellt. Fiir die zugehorige Verteilungs-
funktion Fx : R — [0,1] gilt Fx(x) =1— e ** falls z >0, und Fx(z) = 0, falls x < 0.

Fl)
A

i_

Abbildung 4: Dichte der Exponentialverteilung

3. Gleichverteilung U(a,b) mit den Parametern a,b € R, wobei a < b:

1

fx(@)=¢ b—a’
0 sonst

fallsa <x <b

Die Dichte der Gleichverteilung ist in Abbildung 5 dargestellt. Fiir die zugehorige Verteilungsfunktion
Fx : R —[0,1] gilt

1 fallsa <x >b

b—a

)

0, sonst

Abbildung 5: Dichte der Gleichverteilung
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Beachte

o Absolutstetige Verteilungen treten oft als (asymptotische) Ndherungslosungen auf.

e So lasst sich beispielsweise die Binomialverteilung mit den Parametern n und p durch die Standard-
normalverteilung approximieren, falls n grofs ist. Dies ist der folgende zentrale Grenzwertsatz von
DeMoivre—Laplace.

Theorem 3.5 Fir jedes n > 1 sei die Zufallsvariable X,, binomialverteilt mit den Parametern n und p. Dann
gilt fiir beliebige p € (0,1) und a,b € R mit a < b

X, — L
lim P<a<7np§b):P(a<X§b) = — e "2 4y , (19)
=00 np(1l — p) V21 Ja

wobei die Zufallsvariable X standardnormalverteilt ist, d.h. X ~ N(0,1).

Der Beweis von Theorem 3.5 wird zunéchst weggelassen und spéter, in Abschnitt 5.3 der Vorlesung, in einem
allgemeineren Zusammenhang nachgeholt.

Beachte Wenn fiir die Schranken a und b in (19)

k—1—mnp k—np
0= — und b= ——
np(l—p) np(l—p)
eingesetzt wird, dann ergibt sich aus (19), dass fiir groke n
PX,=k) = Pk-1<X,<k)
_ P(k:—l—np < X, —np < k—np )
Vip(L=p)  /np(l—p) = /np(l—p)
~ ( k—1—np “X< k—np )
vnp(l—p) np(l—p)

Q

1 k—np
np(l —p) fX( np(1 —p))

fiir jedes k =0,1,...,n, wobei fx die in (18) gegebene Dichte der Standardnormalverteilung ist.

3.3 Zufallsvektoren
3.3.1 Definition, Verteilung und Verteilungsfunktion

Bei Anwendungen besteht oft die Notwendigkeit, nicht nur eine Kennzahl X (w), sondern gleichzeitig mehrere
Kennzahlen X;(w),..., X, (w) von w € Q zu betrachten.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
e Als Grundraum wéihlen wir so wie bisher Q = {(4,7) : 1 <4,j < 6}, vgl. Abschnitt 2.4.1.
e Sei X : 2 —{0,1,2} bzw. Y : Q — {0, 1,2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,6” bzw.
,»1”7 beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird.
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e Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten
P(X =z)und P(Y =y) von X und Y

0 16 8 1 25
36 36 36 36
T 1 - 10
2 % 0 0 =
P(Y =y) % 3% 36

e Aus der Tabelle kann man auch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe X + Y erhalten. Bei-
spielsweise gilt

8 8 16
PX+Y=1)=PX=1,Y=0+PX=0Y=1)=—+ —=—.
e Analog ergibt sich
16 4
P(X+Y =0)=— PX+Y =2)=—
(X+Y=0)=35, PEX+Y=2=_
bzw. 5 a4
PX-Y=1=— PX-Y=0=—.
( = P )=5
2. Analyse von Kommunikationsnetzen
e Betrachten ein Kommunikationsnetz mit n Komponenten.
e Sei Q=) x...xQ,, wobei 2 die Menge aller moglichen Momentanzustinde w = (w1, . ..,w,) des
Netzes und ; die Menge aller méglichen Momentanzustinde w; der i-ten Komponente bezeichnet;

i=1,...,n.

e Dann kann beispielsweise durch die Abbildung w — X;(w) die Belastung X;(w) der i-ten Kompo-
nente in Abhéngigkeit vomm Momentanzustand w des Netzes modelliert werden.

e Die (globale) Belastung des gesamten Netzes kann dann durch den Vektor (Xi(w),...,X,(w))
beschrieben werden.

Die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Kennzahlen X (w), ..., X, (w) von w € § fiihrt zum Begriff des Zufalls-
vektors.

Definition Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei Xi,..., X, eine beliebige Folge von
Zufallsvariablen X; : Q - R;i=1,... n.

e Die Abbildung X = (X1,...,X,,) von Q nach R™ heifst dann n—dimensionaler Zufallsvektor mit den
Komponenten Xi,...,X,.

e Die Verteilung des Zufallsvektors X ist die Mengenfunktion Px : B(R™) — [0, 1] mit

Px(B)=P(w:we N, X(w) € B) VB e B(R"). (20)
e Die Funktion Fx : R™ — [0, 1] mit
Fx(x1,...,2n) =P(X1 <x1,..., X, < z,) (21)
heifit (gemeinsame bzw. multivariate) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X1,...,Xp).

Theorem 3.6 Die Abbildung X : Q — R" ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn
{w:weQ, X(w)eB}eF VB € B(R"™). (22)

Die Verteilung Px von X wird eindeutig durch die Verteilungsfunktion Fx von X bestimmt.

Der Beweis ist analog zum Beweis der Theoreme 3.1 und 3.3. Er wird deshalb weggelassen.
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3.3.2 Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen

Theorem 3.7 Sei X : Q — R” ein beliebiger Zufallsvektor und Fx : R™ — [0,1] seine Verteilungsfunktion. Dann
gilt

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fiir beliebige i € {1,...,n} und x1,...,2, € R gilt

(1) FX(',I:17"'a$i717_oo7xi+17"'7xn) :07 wobei
Fx(lﬂl,...,in_l,*OO,iL'i_Fl,...,lL’n): lim FX(:L'17~";Zi—laxivxi+17"'7$n);
T;——00
(i) Fx(oco,...,00) =1, wobei Fx(0o,...,00) = lim  Fx(z1,...,2y);
T1,ee., Ty —00
(ili) Fx(o0,...,00,24,00,...,00) = Fx,(x;), wobei Fx(o0,...,00,x;,00,...,00) analog zu den in (i)—(ii)

betrachteten Grenzwerten definiert wird und Fx, Randverteilungsfunktion von X genannt wird.
2. Monotonie: Fx(x1+h1,...,2n +hyn) > Fx(x1,...,2n) V21,..., 2 €R, hy,... hy >0

3. Rechtsstetigkeit: Fx(x1,...,2,) = lirg lOFX(Jnl +hi,eo o,y +hy) Var,..o,x, €R

JPEEEY) n

Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.2 und wird deshalb weggelassen.

Definition

1. Der Zufallsvektor X = (Xi,...,X,,) heillt diskret, wenn es eine abzidhlbare Menge C' C R™ gibt, so
dass P(X € C) = 1.

2. Sei X = (Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor. Dann heifst {P(X = z), € C} Wahrscheinlich-
keitsfunktion von X.

Beachte

e Wenn X = (X,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor ist, dann sind auch seine Komponenten X1, ..., X,
diskrete Zufallsvariablen, d.h., es gibt abzdhlbare Mengen C1,...,C, C R™, so dass

P(X1€Cl)::P(Xn€Cn):1

e Dabei gilt C ={z = (x1,...,2p): 21 €Cy,..., 2y € Cp}.

e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion {P(X = z), © € C} des Zufallsvektors X = (X,...,X,,) lasst sich
durch die Wahrscheinlichkeitsfunktionen

{P(Xl = .171), T € Cl}a RN {P(Xn = $n), Tn € Cn}
seiner Komponenten X7y, ..., X,, ausdriicken, denn es gilt

= Z Z Z Z P(Xl:yly---aXifl:yiflyXithXile:yiJrla

y1€C Yi—1€C—1Yi+1€C 41 Yn €CH

ey Xy = Yn) -
Definition Der Zufallsvektor X = (X,...,X,,) heikt absolutstetig, wenn es eine (Borel-messbare) Funktion
fx :R™ — [0,00) gibt, so dass
Fx(xl,...,xn):/( ] ( ]fX(yl,...,yn)d(yl,...,yn) Vay,...,z, €ER. (23)
—00,Tpn|X...X(—00,21

Die Funktion fx heifst die (gemeinsame) Dichte von X.
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Theorem 3.8 Sei X = (X4,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx. Dann gilt:

1.
Pe(8) = [ Ixt)dy VB e BR"). (24)

2. Die Komponenten X1,..., X, von X sind absolutstetige Zufallsvariablen, wobei die Dichte fx, : R — [0, 00)
von X; gegeben ist durch

Ix;(xi) = // IxWis o Yie 1, T Yig1s 5 Yn) Ayt - dyic1 dyivr - .. dyn - (25)
R R
(n—1)-mal

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (23) und aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen der Verteilung
Px und der Verteilungsfunktion F'x von X ergibt sich unmittelbar die Giiltigkeit von (24).

e AuRerdem ergibt sich aus Teilaussage 1.3 von Theorem 3.7 und aus der Definitionsgleichung (23), dass
Fx,(z;) = Fx(00,...,00,24,00,...,00)
= / / / IxWise s ¥im1,Yis Vit ts -5 Yn) dyn - dyic1dYiga - .. dyn dy; -
(—o00,z;] R R
(n —1)-mal

e Aus dieser Darstellungsformel fiir die Verteilungsfunktion Fx, folgt unmittelbar, dass X, absolutstetig
ist und die in (25) angegebene Dichte besitzt. O

Beachte

e Die in (25) betrachtete Funktion fx, heifft Randdichte von X.
e Die Umkehrung der zweiten Teilaussage von Theorem 3.8 gilt im allgemeinen nicht.

e Beispielsweise ist der Zufallsvektor Y = (X,..., X) mit X ~ N(0,1) nicht absolutstetig, obwohl seine
Komponenten absolutstetig sind.

3.3.3 Weitere Beispiele von Zufallsvektoren

1. n—maliger Minzwurf

e Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F, P) mit der Grundmen-
ge
Q=N x...x % ={w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}
e Dbei identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten a1 = ... = a, = p;
e Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Dann ist X binomialverteilt, d.h.

n

pk:P(X:k):(k

>pk(1—p)”_k, k=0,1,...,n.

e Aufierdem betrachten wir die (zuféllige) Nummer Y desjenigen Versuches, bei dem zum ersten Mal ein
Erfolg eintritt, d.h.

inf{i >1: w; =1}, falls X(w)>1
n+1, falls X(w) =0

Y(w) =
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Gesucht sind die Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors (X,Y):
p(z,y) =P(X =z,Y =y) firo<z<n, 1<y<n+1

Offenbar gilt p(0,n + 1) = (1 —p)" und p(0,y) =0 fiir 1 <y < n.
Sei jetzt X(w) =2 > 1 und Y(w) =y, d.h., w; =0 fiir ¢ < y und w, = 1, und es miissen genau = — 1

Einsen unter wy41, ..., wy sein.
o Dalfiir gibt es (2:11/) Moglichkeiten, falls x — 1 < n —y, und 0 Moglichkeiten, falls z —1 > n —y.
e Also ist
(n B y)px(l —p)"7%, fallsz—1<n-—y,
play)=q \#—1

0, fallsx —1>n—y.

Spezialfall. Sei jetzt n =3 und p = % Dann sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. die
(Rand-) Wahrscheinlichkeiten P(X = z) und P(Y = y) in der folgenden Tabelle gegeben:

y
PX=x2Y=y) |1l 2 3 4| PX=ux)
0 0 0 0 3% i
T 2
2 |3 b0 o] ¢
3 £ 0 0 0 3
PY=y |3} %3

2. zweidimensionale integrierte Gleichverteilung

e Sei X = (X1, X2) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte

drixe, falls 0 <xq, 29 <1
fx(z1,22) =
0 sonst

e Fiir die Randdichten folgt dann aus (25), dass

fx,(x1) = /: fx (21, 22) doo = 41 - % =2z,  Va; €[0,1]
und analog .
fx,(x2) = /0 fx(xy,xo)dey =22y Vag €0,1]
e Wir wollen nun noch die Wahrscheinlichkeit P(X; < 2X5) berechnen. Wegen (24) gilt

P(X; <2X,) = (3617332) 0<a,m <1, 21 < 2a9)

212
/ / 4xx9 day duo —|—/ / 4z 19 day dao
> 2272 z?
/ 4$2 |:1:| d$2 +/ 45132 |::| dl’g
0 2 0 1 2 0

2

1 1
- o[, fg], -3
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3.3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion; bedingte Verteilung; bedingte Dichte

Analog zu dem in Abschnitt 2.6.1 eingefiihrten Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit definieren wir nun die
Begriffe der bedingten Verteilung bzw. der bedingten Dichte.

Definition (bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion und bedingte Verteilung)
e Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit P((X,Y) € C) = 1 fiir eine abzahlbare Menge C' = {(z;,y;) :
i,j € N}
e Fir jedes j € Nmit P(Y =y;) > 0 heifst dann {P(X =z, | Y =y;), ¢ € N} die bedingte Wahrschein-
lichkeitsfunktion von X unter der Bedingung {Y = y;}.

e Sie bestimmt die bedingte Verteilung {P(X € B |Y = y;), B € B(R)} von X unter der Bedingung
{Y =y,} eindeutig.

e Analog heifit {P(Y =y, | X =), j € N} baw. {P(Y € B| X =x;), B € B(R)} fiir jedes i € N mit
P(X = ;) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Verteilung von Y unter der
Bedingung {X = z;}.

Definition (bedingte Dichte)
e Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte f(x y)(z,y).

e Dann heifit die Funktion fxy—, : R — [0, 00) mit

_ f(X,Y)(CU» Y)
Ty (y)

die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fy(y) > 0 vorausgesetzt wird.

fX\Y:y(CU)

e Analog heifst die Funktion fy x—, : R — [0, 00) mit

f(X,Y) (z,y)
fx(z)

die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = z}, wobei fx(z) > 0 vorausgesetzt wird.

fY|X:a:(y) =

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
Sei X : Q — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0,1,2} die (zuféllige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,6” bzw. ,1”
beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird; vgl. Abschnitt 3.3.1. Dann ergeben sich die folgenden bedingten
Wabhrscheinichkeitsfunktionen von X unter der Bedingung {Y = j}:

16 8 1
0 2% 25 25
8 2
2 1 0 0

2. integrierte Gleichverteilung
Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

dry, fallsO0<z, y<1
f(X,Y)(iE,y) =
0 sonst
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Fiir y € (0,1] gilt dann fiir die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}:

faxw(@,y) 2z, falls z €[0,1]
Ixiy=y(z) = =——F~—— =
Fr(w) 0 sonst

Die bedingte Dichte fx|y—,(z) stimmt also bei diesem Beispiel mit der (unbedingten Rand-) Dichte
fx(x) von X iiberein; vgl. Abschnitt 3.3.3.

3.3.5 Unabhingige Zufallsvariablen
Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird durch den in Abschnitt 2.7 eingefiihrten Begriff der Unabhéingigkeit
von Ereignissen ausgedriickt.

So heifien zwei Zufallsvariablen X7, X5 : Q — R unabhingig, wenn die Ereignisse {X; < z1} und {Xs < zo} fiir
beliebige x1,z2 € R unabhéngig sind.

Fiir Folgen von Zufallsvariablen wird der Begriff der Unabhéngigkeit folgendermafen gebildet.

Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.
1. Die Zufallsvariablen Xi,..., X, : Q@ — R heifsen unabhdngig, falls

Fix,,..xn(@,...,2n) = Fx,(z1) ... Fx, (7n) YV (z1,...,2n) € R™. (26)

2. Sei X1, Xo,...: Q — R eine beliebige (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. Dann sagt man, dass
X1, Xo,... unabhdngige Zufallsvariablen sind, falls jede endliche Teilfolge X, , ..., X;, von X1, Xo,...
aus unabhingigen Zufallsvariablen besteht.

Beachte

e Aus den Definitionen der Verteilungsfunktionen Fx, . x,) und Fx,,..., Fx, ergibt sich sofort, dass
die Definitionsgleichung (26) dquivalent ist mit

P(Xi<zy,...,X, <m,)=P(X; <z1)... P(X,, < z,) Vzi,...,2, €ER. (27)

e Dariiber hinaus kann man zeigen, dass (27) und damit auch (26) dquivalent ist mit der folgenden
(scheinbar schirferen) Bedingung.

Theorem 3.9 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, : Q — R sind genau dann unabhdngig, wenn

P(X,€B,...,Xp, € By))=P(X,€By)...P(X, €B,) VBi,...,B,€BR). (28)

Beweis

e Es ist klar, dass (27) aus (28) folgt. Hierflir geniigt es, B; = (—o0, ;] zu setzen.

e Umgekehrt ergibt sich (28) aus (27) aus dem Monotone Class Theorem (vgl.Theorem 3.1), wobei
ghnlich wie im Beweis von Theorem 3.3 vorgegangen werden kann. |

Hieraus und aus den Definitionsgleichungen (13) und (23) von fx,, .. x,)(1,...,2n) und fx, (z1),..., fx, (zn)

ergibt sich unmittelbar die folgende Charakterisierung der Unabhéngigkeit von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen.
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Theorem 3.10

1. Seit X = (X4,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit

P(XeC)=1
fiir eine abzdhlbare Menge C C R™. Seine Komponenten X1, ..., X,, sind genau dann unabhdngige Zufalls-
variablen, wenn
P(Xl:l'l,...,Xn:Zn):P(Xl:xl)...P(Xn:iL'n) V(Zl,...7i)’]n)ec. (29)

2. Sei X = (X1,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor. Seine Komponenten X1,..., X, sind genau dann
unabhdngige Zufallsvariablen, wenn

fx(@1,...,zn) = fx,(x1) ... fx, (xn) (30)

fir fast alle x4, ...,x, € R gilt, d.h., fir alle v = (x1,...,z,) € R"\ B, wobei die (Borelsche) ,,Ausnahme-
menge” B C R" das (n—dimensionale) Lebesgue—-Maf 0 hat.

Beweis

e Sei X =(Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor.

— Offenbar folgt dann (29) aus (28). Hierfiir geniigt es, B; = {z;} zu setzen.
— Umgekehrt ergibt sich (28) sofort aus (29), denn es gilt

P(X,€By,...,X, €B,) = oo Y PXi=m,., Xy =)
r1€B1NCy T, €B,NCH

(29) oo Y PXi=m). P(X, =)

r1€B1NCy T, €B,NCYy

= Z P(X1 :le) Z P(Xn :Jf”)

r1€B1NCy xn, €B,NC,
—  P(X,€B))...P(Xn € By),

wobei C; C R eine abzihlbare Menge ist mit P(X; € C;) =1;i=1,...,n.
— Damit ist die erste Teilaussage bewiesen.
e Sei nun X = (X1q,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit unabhingigen Komponenten.

— Dann ergibt sich aus (23) und (26), dass fiir beliebige z1,...,2, € R

/ / fxWi, -y yn)dyr ... dyn
(—o00,xy] (—o0,x1]

= Fx(x1,...,2n) = Fx, (z1)... Fx,(2,) :/

(—o0,x1]

/( ]/( ]le(yl)---an(yn)dyl---dyn~
—00,Tn —00,T1

— Hieraus und aus den allgemeinen (Eindeutigkeits—) Eigenschaften von Lebesgue-Integralen folgt
die Giiltigkeit von (30) fiir fast alle z1,...,z, € R.

— Umgekehrt ergibt sich aus (23) und (30) sofort die Giiltigkeit von (26) und damit die Unabhin-
gigkeit der Komponenten Xi,...,X, von X. (]

Fx () dys .. / Fx, () dy

(700@”]
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3.3.6 Beispiele: Zufallsvektoren mit unabhingigen Komponenten

1. n—maliger Minzwurf

Wir betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P(2), P) mit der
Grundmenge
Q= x..xQ ={w:w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}

und dem Wahrscheinlichkeitsmaf P, das durch
Pwp) = ] @ J] 0—a) (31)

tw;i=1  J:w;=0

gegeben ist, wobei 0 < ay,...,a, < 1.

Aufierdem betrachten wir die Zufallsvariablen X1, ..., X, : Q@ — R, die durch die Projektion X;(w) = w;
fiiri =1,...,n gegeben seien.

Aus (29) und (31) folgt unmittelbar, dass X1, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen sind.

Man kann jedoch auch in diesem Modell Zufallsvariablen konstruieren, die nicht unabhéngig sind. Sei
némlich a; = 0.5, und sei Y7 : 2 — R gegeben durch

1 fallsw; =0
0 fallsw; =1

Yl (W) =

Dann sind X; und Y; nicht unabhingig, denn es gilt

PX;=1Y,=1)=0 # PX;=1)P(Y,=1)=-.

2. zweidimensionale Normalverteilung

Betrachten zwei unabhingige Zufallsvariablen X1, X5, die standardnormalverteilt sind. D.h.,

1 1,
——exp(—=xz VreR;i=1,2.
= op(—57%)

Fiir die (gemeinsame) Dichte fx(x1,x2) des Zufallsvektors X = (X7, X5) gilt

fx.(z) =

Fx(nma) = (o) - fxa(w2) = 5 exp(~ 53 +03)

Man sagt dann, dass auch der Zufallsvektor X = (X1, X2) standardnormalverteilt ist.

Verallgemeinerung: Sei p € [0,1), und sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte

1 1 2% — 2px 29 + 23
(e an) = s e (g )

Dann gilt fiir die (Rand-) Dichte fx, (z1) von X3

V.’El,l'g eR.

fx, (z1) = /fo(ﬂchxz)dxz

1 / ( 1x§—2px1x2+a¢§>d
—— [ exp(—= T
2m/1 — p? Jr 2 1—p?
quadratische Ergéinzung 1 ( 1 x%(l - p2)) / eXp( 1 (1‘2 — p$1)2> dr
= — —_—— —_——— 2.
R

exp —=
2m\/1 — p2 2 1-p?

2 1—p?
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Durch die Substitution

— p: 1
R bzw du = dxs
1— p2 _ /)2
ergibt sich also
T — ex —x xp| —=u U= ——exp|——x
X1 1 9 p 2 1 R b \/ﬂ p 2 1
=27

Analog gilt

fX2 (xz) = \/12? exp(—%x%) .

Die Komponenten X, Xs des Zufallsvektors X = (X1, X3) sind also fiir jedes p € [0,1) standard-
normalverteilt.

Beachte jedoch, dass X3 und Xy nur dann unabhéingig sind, wenn p = 0. Denn fiir p > 0 gilt

fX(xlaaj?) 7é le(xl) ) sz(‘TQ)'

3.4 Funktionen von Zufallsvektoren

3.4.1 Zusammengesetzte Abbildungen

Beispiel

Beachte

(Klassifikation)

Manchmal ist es zweckmifig, die Werte von Zufallsvariablen X : 2 — R zu klassifizieren. Dabei wird
der Wertebereich R von X in m Klassen zerlegt, die wir mit der Menge der ersten m natiirlichen Zahlen
{1,2,...,m} identifizieren.

Mit anderen Worten: Aufer der Zufallsvariablen X betrachten wir noch eine weitere Abbildung ¢ :
R —{1,2,...,m}.

Durch Nacheinanderausfiithrung der Abbildungen X und ¢ ergibt sich dann die Abbildung p(X) : Q —
{1,2,...,m} mit (X)(w) = p(X(w)), die jedem w € 2 die Klasse ¢(X)(w) zuordnet.

Um die Wahrscheinlichkeit bestimmen zu kénnen, dass die Zufallsvariable X Werte in Klasse 7 annimmt,
muss gewahrleistet sein, dass
{w:rweQoX)(w)=1i} € F. (32)

Die Abbildung ¢(X) muss also die Regularititseigenschaft einer Zufallsvariablen besitzen, d.h. der
Messbarkeitsbedingung (1) gentigen.

Um dies zu erreichen, wird iiber die Abbildung ¢ vorausgesetzt, dass {x : = € R,p(z) = i} eine
Teilmenge von R aus B(R), d.h. eine Borel-Menge ist, fiir jedes i = 1,2,...,m.

Man kann zeigen, dass dann (32) fiir jedes i € {1,2,...,m} bzw. {w: w € Q,o(X)(w) <z} € F fir
jedes z € R gilt, d.h., p(X) ist eine Zufallsvariable.

Es interessieren auch Funktionen ¢ : R™ — {1,2,...,m} von Zufallsvektoren X : @ — R™.

Damit auch in diesem Fall eine Bedingung an ¢ formuliert werden kann, so dass die zusammengesetzte
Abbildung ¢(X) : @ — {1,2,...,m} eine Zufallsvariable ist, wird die Borel-o-Algebra B(R™) von
Teilmengen des R™ betrachtet.
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e Sie ist definiert als die kleinste o-Algebra von Teilmengen des R™, die alle offenen Quader X7, (a;, b;)
enthdlt; —oco < a; < b; < oo. D.h.

B(R") = 0({X?:1(ai,bi), oo < a; < by < oo}) .

Erzeugersystem
e Die Abbildung ¢ : R™ — R heilit Borel-messbar, wenn
{z:zeR" p(x) <y} e BR") Vy e R. (33)

e Zwei einfache Beispiele solcher (Borel-messbarer) Abbildungen ¢ : R® — R sind gegeben durch
o(x1,...,xp) =21+ ...+ 2y bzw. ©(z1,...,Tp) =21 ... Tp, vgl. auch Abschnitt 3.4.4.

Allgemein gilt fiir zusammengesetzte Abbildungen

Theorem 3.11 Sei (0, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q — R™ ein beliebiger Zufalls-
vektor. Auferdem sei o : R™ — R eine Borel-messbare Abbildung, d.h., die Bedingung (33) sei erfillt. Dann ist
die zusammengesetzte Abbildung o(X) : Q@ — R mit o(X)(w) = p(X(w)) eine (reellwertige) Zufallsvariable, d.h.,
es gilt

{wrweoX)(w)<z}teF Vz e R. (34)

Beweis Um die Giiltigkeit von (34) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir das Urbild ¢~!(—o0, 2] wegen
(33) gilt
o (=00, 2] = {z: 2 € R", p(x) < z} € B(R™) Vz e R.

Hieraus und aus der Borel-Messbarkeit von X : Q@ — R™ folgt, dass
{wiweQpX)(w) <z}={w:weQ X(w) €y (-0,z2]}cF

fiir jedes z € R. O

Beispiel

e Sei X = (Xq,...,X,) ein beliebiger Zufallsvektor; n > 2.

e Betrachten die folgende Abbildung ¢ : R™ — {0,1,...,m}, die als Klassifikation der Werte von X
aufgefasst werden kann.

e Sei ¢ > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenze.

o Fiir jedes z = (1,...,z,) € R sei
ple) ={(i,j):1<i<j<n—e<wz—z <e}, (35)

d.h., ¢(z) ist die Anzahl derjenigen Paare von Komponenten x;,2; von , die sich um nicht mehr als
€ voneinander unterscheiden.
o Der Wertebereich R™ von X wird dabei in m+ 1 = (g) + 1 Klassen zerlegt.

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass die in (35) gegebene Abbildung die Regularitdtsbedingung (33)
erfillt.

Eine weitere wichtige Klasse von Borel-messbaren Funktionen ist durch das folgende Lemma gegeben.

Lemma 3.2 Jede stetige Funktion ¢ : R™ — R gendigt der Bedingung (33), d.h., jede stetige Funktion ist Borel-
messbar.
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Beweis Sei ¢ : R® — R eine stetige Abbildung. Die Begriindung der Behauptung lisst sich nun in folgende
Schritte zerlegen:

o Weil o1 (—o00,y] = {z: 2 € R", p(x) < y} und weil fiir stetige Abbildungen die Urbilder abgeschlosse-
ner Mengen erneut abgeschlossene Mengen sind, ist {z : « € R", p(z) < y} eine abgeschlossene
Teilmenge des R™.

e Auflerdem kann man sich leicht {iberlegen, dass sich jede offene Teilmenge des R™ als abzdhlbare Ver-
einigung von Quadern darstellen 14sst.

e Also ist jede offene Teilmenge des R™ eine Borel-Menge.

e Deshalb ist auch jede abgeschlossene Teilmenge des R™ (als das Komplement einer offenen Menge) eine
Borel-Menge.

e Es gilt also {z: z € R", p(z) < y} € B(R"). O

Korollar 3.1 Sei o : R™ — R ein Polynom, d.h., es gelte

k
o(x1, ..., ) = Z a; "t (36)
i=0
fir ein k € N und fir gewisse Konstanten ag,a1,...,ar € R, my1,...,miy, > 0. Dann ist p Borel-messbar.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.2 und aus der Tatsache, dass jedes Polynom eine
stetige Abbildung ist. O

In den folgenden Abschnitten 3.4.2 — 3.4.4 wird eine Reihe von Spezialfillen diskutiert, bei denen ¢ die in (36)
gegebene Form hat.

3.4.2 Lineare Transformation

Ein wichtiger Spezialfall einer zusammengesetzten Abbildung ist die lineare Transformation von Zufallsvariablen,
wobei n =1 und ¢ : R — R mit p(z) = ax +b; a,b € R.

Theorem 3.12 Sei X : Q2 — R eine beliebige Zufallsvariable und a,b € R beliebige Zahlen mit a # 0. Dann ist
aX + b eine Zufallsvariable, und

1. die Verteilungsfunktion von aX + b ist gegeben durch

FX(””TfZ’), fallsa >0,
Fox () = (37)
1= Fyx(22) + P(X = 22), falls a < 0.
2. Wenn X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch aX + b absolutstetig mit der Dichte
1 x—b
faxto(z) = me(T)' (38)

Beweis

e Wenn a > 0, dann gilt

FaX+b(x):P(aX+b§x):P(X§ I*b) :FX(I;b).
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e Analog ergibt sich fiir a < 0
Foxip(xr) = PlaX+b<x)
_ P(X > x — b)

a

= 1—P(X<xa_b)

= 1—FX(xa_b)+P(X:x_b).

a

e Damit ist (37) bewiesen.

e Seinun X absolutstetig. Weil ¢(z) = ax+0, gilt dann ¢~ (z) = = (2 —b) und somit (p~!)'(z) = a~ L.
Die Behauptung (38) ergibt sich nun aus der folgenden allgemeinen Transformationsformel (40) fiir
Dichten absolutstetiger Zufallsvariablen. (]

Theorem 3.13 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : Q@ — R eine beliebige Zufalls-
variable.

1. Wenn die Abbildung ¢ : R — R stetig und streng monoton wachsend ist, dann gilt fiir die Verteilungsfunk-
tion Fy(x) von o(X)

Fox)(z) = Fx(¢ ' (z)), (39)

wobei ¢~ 1 die Umkehrfunktion von ¢ bezeichnet.

2. Sei nun X absolutstetig mit der Dichte fx, sei B C R eine offene Menge mit P(X € B) = 1, und sei ¢
stetig differenzierbar auf B mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € B. Dann ist (X) absolutstetig, und es gilt

fo) () = fx (@ W)™ ) ()] (40)
fiir alle y € p(B) := {p(x) : x € B}.

Beweis
o Fiir jedes x € R gilt

Fox)(z) = P(p(X) < 2) = P(X < o7 (2)) = Fx (¢~ (2)).

e Damit ist (39) bewiesen.

e Wir zeigen (40) nur fiir den Spezialfall, dass B = R. Dann kénnen wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass ¢'(z) > 0 fiir alle z € R. (Wenn ¢'(z) < 0 fiir alle € R, dann
verlduft der Beweis analog.)

e Sei also ¢'(z) > 0 fiir alle z € R.

e Aus Teilaussage 1 ergibt sich dann, dass

Fox(@) = Fxl(p ') = /

(=00, 7! (z

fx(u) du = / Fx (@ )l (™Y () do,
)] (—o0,z]

wobei sich die letzte Gleichheit mit u = ¢ ~!(v) aus den allgemeinen Substitutionsregeln fiir Lebesgue—
Integrale ergibt.

e Hieraus und aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und Dichte von
absolutstetigen Zufallsvariablen ergibt sich (40), vgl. die Theoreme 3.3 und 3.4. O
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Beispiel
e Sei X standardnormalverteilt, und o > 0, p € R seien beliebige Konstanten.
e Gemif Theorem 3.12 ist dann die Zufallsvariable Y = 0 X + p absolutstetig, und es gilt

frta) = (-5 (1)) ()

e Eine Zufallsvariable Y, deren Dichte durch (41) gegeben ist, heilt normalverteilt mit den Parametern
w und o?; vgl. auch Abschnitt 3.2.3. Dabei verwenden wir die Schreibweise Y ~ N(u,0?).

e Ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen Y ~ N(u,o?) ergibt sich umgekehrt durch die
lineare Transformation X = (Y — u)/o eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X ~ N(0, 1).

3.4.3 Quadrierung
Theorem 3.14 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable. Dann gilt
1. fiir die Verteilungsfunktion von X?

Fx (V&) — Fx(~v&@) + P(X = —&), falls 2 >0,
0, falls x < 0.

Fx2(z) =

2. Wenn X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch X2 absolutstetig, und es gilt

[x2(x) = 255(&(\/5) + fx(=vx)), falls x>0, )

0, falls x < 0.

Beweis Wir kénnen &hnlich wie im Beweis von Theorem 3.12 vorgehen:

e Fiir x < 0 gilt offenbar Fx2(z) = 0.
o Fiir z > 0 gilt

Fx2(z) = P(X?<a2)
— P(Vi<X <)
= P(X < VE) - P(X < —a)
= P(X <Vz)—P(X <—Vz)+ P(X =—x)

= Fx(Va) = Fx(—Vz)+ P(X = —/x).

e Damit ist die erste Teilaussage bewiesen.
e Im absolutstetigen Fall gilt fiir x > 0

Fx:(z) = P(-vVz<X<Va)
fx(u)du

/(x/i V)

/ Fre(u) du + / Fx () du
(0, vx) (=+,0)

1 1
/(O,w) mfx(\/a) dv + /(071,) Tﬁfx(_ﬁ) dv
(fx (V) + fx(=vv)) dv,

1
x/(O,x) 2\/5

wobei in der vorletzten Gleichheit die Substitution u = /v im ersten Integral und die Substitution
u = —4/v im zweiten Integral verwendet wurde.
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e Damit ist gezeigt, dass die Verteilungsfunktion Fx= von X? eine Integraldarstellung mit der in (42)
gegebenen Dichte besitzt. a

Beispiel Wenn X ~ N(0,1), dann ergibt sich aus (42):

\/2171 exp(—3), fallsz >0,
0, falls x < 0.

fxz(z) = (43)

Beachte Die Summe von n unabhiingigen (und identisch verteilten) Zufallsvariablen, deren Dichte durch
(43) gegeben ist, heifit y2>-wverteilt mit n sogenannten Freiheitsgraden. Die x?-Verteilungen werden in der
Vorlesung Statistik I genauer diskutiert. Sie sind eine Familie von sogenannten statistischen Prifverteilungen.

3.4.4 Summe, Produkt und Quotient von unabhingigen Zufallsvariablen

Theorem 3.15 Sei X = (X1, X32) : Q — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte fx.
Dann ist auch die Zufallsvariable X1 + Xo absolutstetig, und ihre Dichte ist gegeben durch

leJng (Z) = /fo(t, z— t) dt Vz eR. (44)

Wenn die Zufallsvariablen X1, Xo unabhdngig sind, dann gilt insbesondere die sogenannte Faltungsformel

Frraxa() = / fo (O fsa(z—t)dt  VzeR. (45)

Beweis

e Wir nutzen die Tatsache, dass zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine
eineindeutige Zuordnung besteht, und zeigen,

e dass das Integral der Funktion in (44) die Verteilungsfunktion von X; + X ergibt.
e Und zwar gilt fiir jedes z € R

/;/fo(t,vt)dtdv _ /R/;fX(LU)dvdt

=u

= /R/;tfx(t,u)dudt

- / fx(t, u)d(u,t)
{(t,u): t+u<z}

= Px((t,u):t+u<z)

e Die Faltungsformel (45) ergibt sich unmittelbar aus (44), weil f(x, x,)(®1,22) = fx,(21) - fx, (z2) fiir
fast alle (71, 22) € R?, falls X; und X, unabhingig sind. O

Korollar 3.2 Wenn die Zufallsvariablen X1, Xo unabhingig sind mit X1 ~ N(u1,0%) baw. Xo ~ N(uz,03), dann
ist auch die Summe X1 + X5 normalverteilt mit

X1+ Xz ~ N + pa, 0% +03). (46)
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Beweis

e Aus (45) und aus Formel (17) fiir die Dichte der Normalverteilung ergibt sich
Fran) = [ faOfuGE-nd
1/t — 1 1/z—1t—pus\2
= ——(———=) ) dt
\/271'0'1 ( 2( g1 ) )\/27{'0‘2 eXP( ( g9 ) )
17 t\2 1 lrz— (1 +p2)—t
(= dt
/ \/277(71 exp( 2( ) )\/271'0’2 ( ( ()] ) )
esxp( - 1
2
1
2

= exp

L5 (5) (=)

_ 1 eXp( (z — (M1+M2)) )9(2)7

2mo 09 01 —1—02
wobei
2 2 20, _ 2
g(z) = /exp(—g1 _5022 (t - o1 2<M1 —QM))) )dt
R 20703 o1 t+ 03
2 2
= /exp(—g1 —;022 t2) dt
R 20705
o109 1, V2mo109
= exp(—ft )dt: — e -
Voi+o3 Jr 2 VOoi+ 03
Also gilt

Ixi1x,(2) = \/ﬂm ( 1(/2(?;\/%@) >

e Damit ist gezeigt, dass fx,+x, die Dichte der Normalverteilung N(u1 + po, 0% + 03) ist.

e Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Dichte und Verteilung gilt also (46). ]

Beachte

e Das in Korollar 3.2 gegebene Additionstheorem fiir unabhéngige und normalverteilte Zufallsvariablen
wird auch Faltungsstabilitit der Normalverteilung genannt.

e Fiir eine beliebige Anzahl n > 2 von unabhingigen Zufallsvariablen X7, ..., X, mit X; ~ N(u;, 0?) fiir
alle 7 € {1,...,n} ergibt sich nun durch Tteration, dass

X1+ o+ Xy ~ N+ oo+ pin, 08+ ...+ 02).

Vollig analog zu Theorem 3.15 ergibt sich

Theorem 3.16 Die Zufallsvariablen X1 und Xo seien unabhdngig und absolutstetig mit den Dichten fx, und
fx,- Dann sind die Zufallsvariablen X1 - Xo und X1/Xo absolutstetig, und ihre Dichten sind gegeben durch

fxyx, (2 /‘ﬂfxl ) x5 ( )t vz eR (47)

bzw.

e / Gz Ofa@d VeeR. (48)
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Beachte

e Der Fall X3(w) = 0, der bei der Bildung des Quotienten X; /X5 zur Division durch Null fithren wiirde,
tritt nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf (weil X5 absolutstetig ist).

e Deshalb kann X;(w)/Xz(w) fir solche w € Q gesondert definiert werden (z.B. kénnen wir dann
X1 (w)/X2(w) = 0 setzen).

Beispiel Wenn X; und X5 unabhéngig sind mit X; ~ N(0,1) und X5 ~ N(0,1), dann gilt

1

le/X2 (Z) = m VzeR. (49)

denn aus (48) ergibt sich, dass

fom(z) = / Efx, (2 ) (1)

_ /Ru%exp(—%((z 074 12) di

mmetrie 1 *° t2
Symmet —/ texp(—5(22—|—l)> dt
0 | —

™

=v
- /OO ey — — L
N m(z2+1) Jo w2 +1)
—_—
=1

Beachte Eine absolutstetige Zufallsvariable mit der in (49) gegebenen Dichte heifit Cauchy—verteilt.

3.4.5 Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbildungen
Das folgende Resultat ist eine sehr niitzliche Eigenschaft von unabhingigen Zufallsvariablen.

Theorem 3.17 Seien X1,..., X, : @ — R unabhingige Zufallsvariablen, und {i11, ..., 010, Fy- -y {0kl -+ lkny |
sei eine beliebige Zerlegung der Menge {1,...,n} in k nichtleere, paarweise disjunkte Teilmengen. Fiir beliebige
Borel-messbare Funktionen @1 : R™ — R,... ¢ : R™ — R sind dann auch

Qpl(Xiu’ s 7Xi1n1)a - 'a‘Pk(Xiku e 7Xi7mk)

unabhdngige Zufallsvariablen.

Beweis

e Wegen der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen Xi,...,X, : @ — R ergibt sich aus Formel (28) in
Theorem 3.9, dass

P((Xin?"')Xilnl) EBiu X...XB

= P((Xi,, .-, X

'7(Xik1""7Xiknk) S Bikl X ... X Biknk)
)E Biu X ... XB’ilnl)"'P((X’ik17"'7X )EBikl X ... XBiknk)

i1ng o -
Ting lhny,

fiir beliebige By, ..., B, € B(R).

e Sei G das mSystem G = {B; X ... X By, B1,...,Bn, € B(R)}, und sei D das d-System derjenigen
Borel-Mengen C; € B(R™), fiir die gilt

P((Xiuv s 7Xi1n1) € Cla (Xizlv' . aXi2712) € Bi21 XX Bizn,27
. (X’ikl’ Ce 7Xik’"k) S B’ikl X ... X Biknk)
= P((Xin’ s 7Xi1n1) € 01>P((Xi21’ s 7Xi2n2) € Bizl XX Biznz)

"P((Xikl7"'7Xiknk) S Bim X ... X Biknk) .
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Dann ergibt sich mit Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen (vgl. Theorem 3.1), dass

D5 d(G) = o(G) = BR™).

56

Hieraus und durch wiederholte Anwendung des Satzes iiber monotone Klassen ergibt sich also, dass

P((Xi11""7Xi1n1) S Cl""7(Xik1a""Xiknk) S Ck;)
= P((Xiy,--» Xip,, ) €C1) o P(Xipy, -, Xiy, ) € Ch)

fiir beliebige C, € B(R™),...,C) € B(R"™).
Somit gilt fiir beliebige Borel-Mengen By, ..., Bx € B(R), dass

P(e1(Xiyys- -, Xiy, ) € Bryoook(Xiyy s -, Xy, ) € By)
= P((Xiys--- Xiy,,) € wfl(Bl) Xy X, ) € 03 N (B))
= P((Xiy,.-, Xy, ) €07 ) P((Xiys o Xig,, ) € 03 1 (Br))
= Plp1(Xiyy,--, Xiy,, ) € Bl) P(op(Xigys - -+ Xig, ) € Bi) s

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus (50) ergibt mit C; = ¢; '(B;).

Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.9 erhalten wir nun die Behauptung.

(50)
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4 Weitere Charakteristiken von Zufallsvariablen

Zu den wichtigsten Charakteristiken von Zufallsvariablen gehdren deren Momente, insbesondere der Erwartungs-
wert und die Varianz.

4.1 Erwartungswert

4.1.1 Definition und Berechnungsformeln

Bevor wir zur allgemeinen Definition des Erwartungswertes kommen, wollen wir die intuitive Bedeutung dieses
Begriffes anhand des folgenden Beispiels erldutern.

Beispiel

(wiederholtes Wiirfeln)
Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) mit der Grundmenge
Q=Y xQWx...={w:w=(w,ws,...,),w; €{1,2,...,6}},

der Produkt—o—Algebra F = P(1) ® P(22) ® ... und dem Wahrscheinlichkeitsmaft P, das durch
. . 1
PHw:we€ Quw;, =j1,...,wi, =Jr}) = o

gegeben ist; k € N; 1 <iy < ... < j1,---,0k € {1,2,...,6}.

Betrachten die Zufallsvariablen X7, Xo,...: Q — R, die gegeben seien durch die Projektion X;(w) = w;
fir i = 1,2,.... D.h., X; ist die (zufallige) Augenzahl, die beim i-ten Wurf erzielt wird.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass X1, Xo, ... unabhingige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen
sind.
Betrachten die Zufallsvariable )

Y, = E(X1+"'+X")’

d.h. die mittlere Augenzahl bei n-maligem Wiirfeln.

Man kann zeigen, dass es eine ,nichtzuféllige” Zahl ¢ € R gibt, so dass

P{w: lim Y,(w)=¢}) =1, (1)

n—oo

wobei
6 18
=  P(X1=1) == ; = 3.5. 2
c ;7 (X1 =1) 67;2 (2)

Die Formeln (1) und (2) bedeuten: Wenn die Anzahl n der durchgefithrten Versuche immer grofier
wird, dann

— werden die Werte Y,,(w) der mittleren Augenzahl Y,, immer weniger von der jeweiligen Ausprégung
w des Zufalls beeinflusst,

— strebt das ,Zeitmittel” Y,, bei n Versuchen gegen das ,Scharmittel” ¢ jedes (einzelnen) Versuches.

Die Formeln (1) und (2) sind ein Spezialfall des sogenannten Gesetzes der groffen Zahlen, das im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

Das Scharmittel c in (2) wird Erwartungswert der Zufallsvariablen X; genannt und mit E X; bezeichnet.

Auf analoge Weise wird der Begriff des Erwartungswertes fiir beliebige Zufallsvariablen eingefiihrt.
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Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : @ — R eine beliebige Zufalls-
variable mit

/ |z| Px (dx) < o0 (3)
R

Dann heifst die Zufallsvariable X integrierbar, und der Erwartungswert E X von X wird durch das folgende
(Lebesgue—) Integral definiert:

IEX:/RQJPX(dx). (4)

Beachte Der in (4) definierte Erwartungswert E X von integrierbaren Zufallsvariablen X kann auch als
Lebesgue—Stieltjes—Integral beziiglich der Verteilungsfunktion Fx von X eingefiihrt werden. Und zwar gilt:

IEX:/RxdFX(a:). (5)

Aus der Definitionsgleichung (4) des Erwartungswertes ergibt sich ohne weiteres, wie diese Definitionsgleichung
fiir diskrete bzw. absolutstetige Zufallsvariablen spezifiziert werden kann.

Theorem 4.1 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable.

1. Wenn X diskret ist mit P(X € C) = 1 fiir eine abzihlbare Menge C C R, dann ist der Erwartungswert E X
von X durch das gewichtete Mittel

EX =) zP(X =ux) (6)
xeC
gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass

D |z[P(X =) < 0. (7)

zeC

2. Wenn X absolutstetig ist mit der Dichte fx(x), dann ist der Erwartungswert E X von X durch das Integral

EX = /jc fx(z) do (8)

gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass

/OO | fx () dar < oo (9)

Bewelis

e Sei X diskret mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R.
— Dann gilt
Px(B)= Y P(X=z) VBeB(R)
rzeBNC

— Hieraus und aus (4) folgt (6).
e Sei nun X absolutstetig mit der Dichte fx(z).
— Aus (3.14) ergibt sich dann, dass

PX(B):/BfX(x)d:c VB € B(R).
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— Hieraus und aus (4) folgt dann (8). O

Beachte
e Die Summe in (7) bzw. das Integral in (9) kann man als Erwartungswert E|X| der Zufallsvariablen
| X | auffassen, vgl. auch den Transformationssatz fiir Erwartungswerte in Abschnitt 4.2.2.

e Man kann sich leicht Beispiele iiberlegen, bei denen die Summierbarkeitsbedingung (7) bzw. die Inte-
grierbarkeitsbedingung (9) verletzt ist.

o Wenn die Zufallsgrofe X nur nichtnegative Werte annimmt, d.h. P(X > 0) = 1, dann kann man den
Begriff des Erwartungswertes auch einfiihren, wenn die Bedingung (7) bzw. (9) nicht erfiillt ist.

e In diesem Fall wird E X = oo gesetzt.

e Sei X beispielsweise eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte

1
= — Vx € R
fx (@) m(x? +1) TER,
d.h. X ist Cauchy—verteilt, vgl. Abschnitt 3.4.4.
e Dann gilt zwar P(0 < | X| < o0) = 1, jedoch
1
E|X| = /|x\7dx
R m(1+7?%)
) T
> —d
/o r(1+a?)
t
= = lim { log(1 +x2)}
T t—o0 0

Beispiele Wir zeigen nun anhand zweier Beispiele, wie die Formeln (6) und (8) bei der praktischen Bestimmung
des Erwartungswertes genutzt werden kénnen.

1. Binomialverteilung
Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]. Dann ergibt sich aus (6), dass

EX = sz’(’;)pi(l—p)”‘i

i=1

" /n—1 i1 1) — (i
_ i 1— (n—1)—(i—1)
np;:l <Z._1>p (I-p)

n—1
n—1 i n—1—14
= an( . )p(l—p)’1
1=0
= npp+(1—p)'=np.

2. Normalverteilung
Sei X normalverteilt mit den Parametern ¢ € R und ¢ > 0. Dann ist X integrierbar, d.h.,

/ 2] fx () der < 00,
R
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denn es gilt

firo(-} (252 o

= /Oooccexp(—; (x;u)Q) d:c—/_
_ U/
< 202 /Ooov exp(f%’tﬁ) dv+0u[ exp(féiﬂ) dv

N

0

rep(—5 (1)) e

—n/o

oo

(ov+ p) exp(—% v2) dv — a/

— 0o

(ov+p) exp(—% v2> dv

o0

oo

= 202 +opuV2r,

wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass

(o}

(/_ exp(—%vz) dv)2

/_00 /_00 exp(—% (x2+y2)) dzx dy
= /OQW/OmreXp(—;TZ)drdgp:%r.

Aus (8) ergibt sich nun, dass

EX

1 1 /72— p\2
/xexp(ff (l H )dm
oV2r Jr 2 o
1 1
— ov+ u)ex (—7v2 dv
7z Jovmen(-5?)
o 1, i / 1,
—— [ vexp(—=v") dv+ exp|l—=v°)dv=pu.
\/271'/]1& p( 2 ) 2T R p( 2 ) H
=0 =2

4.1.2 Alternative Integral-Darstellungen

Wir leiten zunichst eine Darstellungsformel des Erwartungswertes von nichtnegativen Zufallsvariablen her.

Theorem 4.2 Sei X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable mit P(X > 0) = 1. Dann gilt

Beweis Aus der Definitionsgleichung (4) von E X und aus dem Satz von Fubini ergibt sich, dass

[ apxtan) = [“apstin) = [ ([ Tou ) o) Pr(a)

[ ([ ot Petan)dy= [ Prtios o Ria > ) dy
/OOP(X>y)dy=/oo(1—Fx(y))dy-
0 0

EX

Bx = [0 Fx)dy.

Korollar 4.1 Sei X : Q — R eine integrierbare Zufallsvariable. Dann gilt

o 0
EX =/O (1- Fx(y)) dy —/_ Fx(y) dy.

60

(11)
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Beweis Ahnlich wie im Beweis von Theorem 4.2 ergibt sich, dass

EX

/RxPX(dx) = /OOO xPx (dz) + /0 xPx (dx)

— 00

_ /Ooome(dw)—/O <—m>Px<dx>=/0°°<1—Fx<y>>dy—/o Fx(y)dy.

— 00 — 00
wobei in der letzten Gleichheit die Formel (10) und die Tatsache genutzt wird, dass

[ corcan = [ ([ tocawan) pean= [T ([ w0 g Px(an) iy

— 00 (oo} oo
o0

/wpxm xeR—ny})dy% Px({z: z € R,z < —y})dy

0
/ P(X < ydy—/ Fx(— dy—/ Fx(y)dy. 0

Wir zeigen nun noch, dass der in (4) definierte Erwartungswert E X auch in der folgenden Form dargestellt werden
kann.

Theorem 4.3 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, deren Verteilung der Bedingung (3) geniigt. Dann
gilt

IEX:/QX(w)P(dw). (12)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (12) zuniichst fiir den Fall, dass X = 14 fiir ein A € F.
— Dann gilt
EX = / T4(w)P(dw), (13)
Q
— denn

EX = EI,=0 Px({0})+1-Px({1})
0~P(]IA=0)+1-P(]IA=1)

= ()«P(AC)+1~P(A):/Q]IA(w)P(dw).

o Auf analoge Weise lédsst sich die Giiltigkeit von (12) fiir Linearkombinationen von Indikatorvariablen
zeigen.
— Und zwar seien Ay,..., A, € F beliebige Ereignisse und x4, ...,z, € R beliebige reelle Zahlen.

— Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen (und werden) wir annehmen, dass A4, ..., A, paar-
weise disjunkte Mengen sind.

— Fiir die Zufallsvariable X = >, ;1 4, gilt dann wegen (6) und (13), dass

n n

Ein]IAi:sz ZxZE]IA

=1 i=1

Zn:xi/Q]IAi(w)P(dw):/Qle]IA P(dw) /X

i=1

EX
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o Mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi (iiber die monotone Konvergenz von Lebesgue-Integralen) wird
schlieflich gezeigt, dass (12) fur jede Zufallsvariable X gilt, deren Verteilung der Bedingung (3) geniigt.

— Dabei nutzen wir die Tatsache, dass jede Zufallsvariable X : Q — R in den positiven Teil X+ =
max{0, X} bzw. den negativen Teil X~ = —min{0, X } zerlegt werden kann.

— Dann gilt X = XT — X, und es gibt zwei monoton wachsende Folgen {X;'} bzw. {X,, } von
Linearkombinationen von Indikatorvariablen, so dass X,;7 T X+t und X, 1 X~.

— Aus Korollar 4.1 und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz ergibt sich nun, dass

[e%) 0
EX==A(L%MWW—/A&@@

- / wx+>w@—/ P(X~ > y)dy
0 0

/ Plim X+ > y) dy / P(lim X > y) dy
0 n 0 "

/ lim P(X;} >y)dy—/ lim P(X,, > y)dy
0 0 n

o) oo
= lim [ PX}>y)dy—lim [ P(X;>y)dy.
n 0 n 0

R
= o P(Xn>y)dy

— Durch erneute Anwendung von Korollar 4.1 und des Satzes iiber die monotone Konvergenz ergibt
sich somit, dass

EX = lmEX; —lmEX,

lim [ X (w)P(dw) —lim [ X (w)P(dw)
n Jo noJo
_ / X+ () P(dw) — / X~ (w) P(dw)
Q Q
_ + w) — “(w w) = w W) .
_/Q(X()X())P(d) /QX()P(d) O

Beachte

e Die im Beweis von Theorem 4.3 verwendete Methode wird algebraische Induktion genannt.
e Sie beruht auf dem Prinzip, die betreffende Aussage zunéchst

— fiir Indikatoren von Ereignissen,
— danach fiir Linearkombinationen von Indikatoren

— und schlieflich (durch monotone Approximation und Zerlegung in Positiv— bzw. Negativteil) fiir
beliebige Zufallsvariablen zu beweisen.

e Wir werden im folgenden noch weitere Aussagen mit dieser Beweismethode herleiten.

4.1.3 Weitere Eigenschaften des Erwartungswertes

Mit Hilfe der Darstellungsformeln des Erwartungswertes, die in Abschnitt 4.1.2 diskutiert wurden, lassen sich
weitere FEigenschaften des Erwartungswertes von Zufallsvariablen herleiten.
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Theorem 4.4 Seien X,Y, X1, Xo,... : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen iber einem beliebigen Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F, P). Dann gilt:
1. Monotonie: Wenn X und Y integrierbar sind mit X <Y f.s., dann gilt
EX<EY. (14)
Wenn Y integrierbar ist und wenn 0 < X <Y f.s., dann ist auch X integrierbar, und es gilt (14).
2. Wenn X integrierbar ist, dann ist
EX|<E|X]|. (15)

3. Linearitdt: Wenn X und Y integrierbar sind, dann ist auch aX + bY integrierbar fir beliebige a,b € R,

und es gilt
E(aX +bY)=aEX +bEY .

4. monotone Konvergenz: Wenn X,, > 0 f.s. fir allen =1,2,... und wenn X, T X f.s., dann gilt

EX,TEX.

(16)

(17)

5. majorisierte Konvergenz und Li—Konvergenz: Wenn Y integrierbar ist, wenn | X, | <Y f.s. fir alle n =

1,2,... und wenn X,, — X [f.s., dann ist auch X integrierbar, und es gilt

lim EX, =EX

und
lim E|X,, — X|=0.
6. Wenn X = 14 fiir ein A € F, dann gilt
EX = P(A).

7. Wenn X integrierbar ist mit X >0 f.s. und EX =0, dann gilt

X=0 fs.

Beweis

(18)

(19)

(20)

(21)

Zu 1) Die Ungleichung (14) ergibt sich unmittelbar aus der Integral-Darstellung (12) des Erwartungs-
wertes und aus der entsprechenden Monotonie-Eigenschaft des Lebesgue—Integrals in (12). Die zweite

Teilaussage von 1. ergibt sich auf die gleiche Weise.

Zu 2) Weil mit X offenbar auch | X| bzw. —|X| integrierbar sind und weil X < |X| bzw. —|X| < X, ergibt

sich aus (14), dass
EX <E|X| bzw. -E|X|=E(-|X|)<EX,

wobei sich die Gleichheit aus der Linearitit des Lebesgue—Integrals ergibt.

Zu 3) Die Integrierbarkeit von aX + bY ergibt sich unmittelbar aus der Ungleichung
laX +bY| < |af| X] + [b][Y],
aus (14) und aus der Linearitit des Lebesgue—Integrals, denn es gilt
ElaX +bY| <E(|a||X]|+ [0]|Y]) = |[a|E|X|+ PE|Y] < co.

Die Giiltigkeit von (16) folgt dann ebenfalls aus der Linearitét des Lebesgue—Integrals.

Zu 4/5) Diese Teilaussagen ergeben sich unmittelbar aus dem Sétzen {iber die monotone bzw. majorisierte

Konvergenz von Lebesgue-Integralen.
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Zu 6) Wenn X = 14 fiir ein A € F, dann ergibt sich aus der Darstellungsformel (6) fiir den Erwartungswert
diskreter Verteilungen, dass

EX=EI4=0-P(I4=0)+1-P(Iy=1)=P(A),

vgl. auch den ersten Teil des Beweises von Theorem 4.3.

Zu7) Sei X integrierbar, und es gelte X > 0 f.s. und EX = 0. Wir fiihren einen indirekten Beweis und
nehmen an, dass P(X > 0) > 0. Wegen der Stetigkeitseigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafen
(vgl. Theorem 2.3) gilt dann auch P(X > ¢) > 0 fiir ein € > 0. Hieraus und aus (14) folgt, dass

EX > ]E(X]I{X>8}) > ]E(e]I{X>a}) = 5]E]I{X>5} = EP(X > 6) > 0.

Dies ist aber im Widerspruch zu EX = 0. (|

Korollar 4.2 Sei n € N eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl, und seien Xi,...,X,, beliebige
Zufallsvariablen mit E | X1| < oo, ..., E|X,| < co. Dann gilt fiir belicbige Konstanten aq,...,a, € R

E(a,le —|—...—|—aan) = a1EX1 + ...—|—an1EX,,,. (22)

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus (16) mittels vollstindiger Induktion.

Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)
e Mit Hilfe von Korollar 4.2 kénnen wir das in Formel (2) betrachtete Scharmittel ¢ als Erwartungswert
der mittleren Augenzahl bei n—maligem Wiirfeln darstellen.

— Zur Erinnerung: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P(€2), P), der in Abschnitt 4.1.1
eingefiihrt worden ist,

— und die Zufallsvariablen X1, Xo,...: Q — {1,2,...,6}, wobei X; die zufillige Augenzahl ist, die
beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.

e Damn gilt EX; =30 jP(X; =j) =435 j =35

e Aus Korollar 4.2 ergibt sich dann fiir den Erwartungswert EY,,, wobei Y,, = n=%(X; + ... + X,,) die
mittlere Augenzahl bei n—maligem Wiirfeln ist, dass

Korollar 4.2 1 (
n

1 1
EY, = E(;(X1+...+Xn)) EXi+...+EX,) = ~n35=35.

4.1.4 Integral-Darstellung mittels Quantilfunktion

Die folgenden beiden Eigenschaften von verallgemeinerten inversen Funktionen fithren zu einer weiteren niitzlichen
Integral-Darstellung des Erwartungswertes.

Lemma 4.1 Sei F : R — R eine nichtfallende und rechtsseitig stetige Funktion, und sei F~! : R — R die
verallgemeinerte inverse Funktion mit

F~Y(y) =inf{z: F(z) >y}, (23)
wobei inf ) = oo gesetzt wird. Dann gilt:

1. F~' ist nichtfallend.

2. Es gilt y < F(x) genau dann, wenn F~1(y) < z.
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Beweis

e Die erste Teilaussage ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (23).
e Auferdem ergibt sich sofort aus (23), dass F~1(y) < z, falls y < F(x).

e Sei nun F~1(y) < 2. Wegen der Monotonie von F' gibt es dann eine Folge {z,} derart, dass x, |
und F(z,) > y fir jedes n.

e Hieraus und aus der rechtsseitigen Stetigkeit von F' folgt, dass F(z) > y. |

Definition Die verallgemeinerte inverse Funktion F' );1 der Verteilungsfunktion Fx einer beliebigen Zufalls-
variable X : Q — R heifst Quantilfunktion von X.

Lemma 4.2 Seien v,w : R — R 2wei nichtfallende und rechisseitiq stetige Funktionen. Fir jede Zufallsvariable
X : Q — R gilt dann fiir fast jedes y € [0,1]

- - -1
Fv(;()+w(X)(y) = Fv(;()(y) +F ). (24)

Beweis
e Fiir beliebige Funktionen g(t), ¢'(t) bezeichne g o ¢'(t) die zusammengesetzte Abbildung g(g'(t)).

e Dann gilt F&;{)(y) = v o Fy'(y) fiir fast jedes y € [0,1], denn aus der zweiten Teilaussage von

Lemma 4.1 ergibt sich, dass fiir fast jedes y € [0,1] und z € R

F,xW) <z <= Fyx)(r) >y Po(X)<z)>y
= PX <o l(2) >y Fx(v ' (2) >y
— F;l(y)gv_l(a:)@v(ﬁ;l(y)) <z.

o Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass F;(lx)(y) = wo Fy'(y) und F(;iw)(X)(y) = (v+w) o Fx'(y)
fiir fast jedes y € [0, 1].

e Hieraus folgt, dass fiir fast jedes y € [0, 1]
F&;{)J,»W(X)(y) =(+w)oFx'(y) =voFx'(y) +wo Fx'(y) = (Ej(é() + Fuj(lx))(y) :

e Damit ist (24) bewiesen. O

Theorem 4.5 Sei X integrierbar, d.h., E|X| < oco. Dann gilt
1
BX= [ F'G)ay. (25)
0

Beweis

e Sei zuniichst X > 0. Dann ist auch Fy'(y) > 0 fiir alle y € (0,1),

e und es gilt

1 1 e’} [e%s) 1
/ Fit(x)da = / / ]I(O;Fgl(w))(y) dydx = / / ][(0$F;1(x))(y) dx dy
0 o Jo o Jo
[e’e) 1 e’}
Lemma 4.1
= / / Liry ()1 (%) dxdy:/ (1-Fx(y)dy=EX,
o Jo 0

wobei sich die letzte Gleichheit aus (10) ergibt.
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Wenn X <0, dann ergibt sich auf analoge Weise, dass

1 1 40 0 pl
/OF)El(x)d:L' = 7/0/ ]I(F};l(x)yo)(y)dydx:f/ /O]I(F;(m)’o)(y)d:rdy

0 1 0
Lemma 4.1
o _/ / Lo,y () () dw dy = —/ Fx(y)dy=EX.
—00 JO —0o0

Fiir beliebige integrierbare Zufallsvariablen X erhalten wir (25) nun mittels der Zerlegung X = X+ —
X, denn aus Lemma 4.2 ergibt sich, dass

[ = [ Fdc@de= [ @+ @) e

1 1
= /OF)Ei(x)d:E+/O F~) (z)dz
— EX*"+E(-X)=E(X*-X")=EX,

wobel sich die vorletzte Gleichheit aus der Linearitétseigenschaft (16) des Erwartungswertes ergibt. O

4.2 Varianz und hohere Momente

4.2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Beachte

Beispiel

Es ist klar, dass der in (4) definierte Erwartungswert E X eindeutig durch die Verteilung Px der
Zufallsvariablen X bestimmt wird.

In Theorem 4.1 hatten wir dariiber hinaus gezeigt, dass der Erwartungswert E X einer diskreten bzw.
absolutstetigen Zufallsvariablen X eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte
von X bestimmt wird.

Umgekehrt ist jedoch im allgemeinen die Verteilung Px nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X
von X festgelegt.

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte einer diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen X nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X von X festgelegt.

(symmetrische diskrete Gleichverteilung)

Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl und X : @ — {-n,...,—1,0,1,...,n} eine diskrete Zufalls-
variable mit P(X =) = (2n + 1)~ ! fiir jedes i € {-n,...,n}.

Dann gilt

1 1
EX=— Y i= 0=0.
2”+1¢;nl i1 070

Wahrend der Erwartungswert E X also nicht von n abhéngt, sind die Werte von X mit wachsendem
n immer breiter um E X gestreut.

Eine Charakteristik, die den Streuungsgrad der Werte von X um den Erwartungswert E X misst, ist
die erwartete quadratische Abweichung E ((X —EX)Q) vom Erwartungswert E X, genannt die Varianz
von X, die bei diesem Beispiel gegeben ist durch

n

E((X-EX)?) = Z i

1=—n

1 _2n(n+1)(2n+1) 1 nm+1)
2n+1 6 n+1 3
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Beachte

e Der Erwartungswert E X der Zufallsvariablen X wird manchmal auch das erste Moment von X genannt.

e Vollig analog lassen sich die Begriffe der Varianz bzw. der h6heren Momente einer beliebigen Zufalls-
variablen X einfiihren,

e und zwar durch die Betrachtung des Erwartungswertes E o(X) entsprechend gewihlter Funktionen
»(X) von X.

Definition

e Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < cc.
e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — E X)%

e Dann heift der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) die Varianz von X
(Schreibweise: Var X).

e Fir die Varianz von X gilt also
VarX = E ((X - EX)2) . (26)

Beachte

e Die hoheren Momente von Zufallsvariablen werden véllig analog definiert.
e Und zwar sei kK € Nund X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X |¥) < oo.

e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(x) = 2. Dann heift der Erwartungswert E o(X) = E (X*)
von p(X) das k—te Moment von X.

e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit p(z) = (z—E X)*. Dann heifit der Erwartungswert E ¢(X) =
E (X —EX)*) von ¢(X) das k—te zentrale Moment von X.

e Die Varianz Var X ist also das zweite zentrale Moment von X.
e Die Grofe v Var X heifst die Standardabweichung von X.

e Der Erwartungswert ist eine Lagekenngrofe und die Varianz ist eine Variabilitdtskenngrofe.

Die folgenden elementaren Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Definitonsgleichung (26) der Varianz
und aus der Linearitit des Erwartungswertes, vgl. Formel (16) in Theorem 4.4.

Theorem 4.6 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt

Var X = E(X?) — (E X)?, (27)
und fir beliebige a,b € R

Var (aX +b) = a*Var X . (28)
Beweis

o Aus der Definitionsgleichung (26) der Varianz und aus der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich,
dass

Var X =

e Damit ist (27) bewiesen.
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o Auf analoge Weise ergibt sich aus (27), dass

)
E ((aX +b)%) — (E (aX +b))°

Var (aX +b) =
= E((aX)?+2abX +b%) — (aEX +b)?
= @’E(X?)+2abEX +b0* — a*(EX)? — 2abE X — b?
= a*(E(X?) - (EX)?)
= a*VarX.
e Damit ist auch (28) bewiesen. O

Beachte
e Sei X : Q) — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt Var X = 0 genau dann, wenn
P(X=EX)=1. (29)
e Dies kann man sich folgendermafen {iberlegen.

— Sei Var X = 0, d.h., der Erwartungswert der nichtnegativen Zufallsvariablen (X — E X)? ist Null.

— Aus Teilaussage 7 von Theorem 4.4 ergibt sich dann, dass (X —E X)? = 0 mit Wahrscheinlichkeit
1, d.h., es gilt X = E X mit Wahrscheinlichkeit 1.

— Es sei nun die Bedingung (29) erfiillt. Dann gilt
1=P(X=EX)=P(X -EX|=0)=P(X -EX)?=0).
— Hieraus folgt, dass E ((X — EX)?) =0, d.h. Var X = 0.

4.2.2 Transformationssatz und Berechnungsformeln

Bei der praktischen Berechnung der Varianz ist der folgende Transformationssatz fiir Erwartungswerte niitzlich.

Theorem 4.7 Sei X : ) — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine Borel-messbare Abbildung,
so dass

/R ()| Px (dz) < oo (30)

Fiir den Erwartungswert Eo(X) von ¢(X) : Q — R gilt dann
Bo(X) = [ pla)Px(da). (31)

Beweis

e Wir fiihren den Beweis mittels algebraischer Induktion, vgl. auch den Beweis von Theorem 4.3, wo die
gleiche Beweismethode verwendet wurde.

e Zunichst nehmen wir an, dass ¢ : R — R eine Linearkombination von Indikatoren ist, d.h., es gelte
n
:Zai]IBi(a:) VzeR,

wobei n € N, ay,...,a, € Rund By,...,B, € B(R).
— Dann ist p(X) eine diskrete Zufallsvariable mit

X)=> ailixep,-
=1
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— Aus der Linearitét des Erwartungswertes und aus der Berechnungsformel (6) ergibt sich nun, dass

ZaiE Iixen) = ZaiP(X € B))

- Z [ 1) () = /(zanB )) Px(da)
/R o(2) Py (dz)

e Sei jetzt ¢ eine beliebige Borel-messbare Abbildung mit ¢(x) > 0 fiir jedes = € R.

Ep(X)

— Dann gibt es eine monotone Folge (1, 2, ... von Linearkombinationen von Indikatoren, so dass
on(x) T @(x) fir jedes z € R

— und damit auch ¢, (X)(w) T ¢(X)(w) fiir jedes w € .

— Durch (zweimalige) Anwendung des Satzes iiber die monotone Konvergenz ergibt sich somit, dass

]E(p(X) = th?l@n(x):hglE@n(X)
~ lim / on () P (dz)
= /liingan(a:)PX(dx)
R

/ o(2) Py (dz) .
R

e Sei schlielich ¢(X) eine beliebige integrierbare Zufallsvariable.

— Dann betrachten wir die Zerlegung ¢(X) = ¢ (X)—¢~ (X) von ¢(X) in den positiven Teil o1 (X)
bzw. in den negativen Teil ¢~ (X).
— Aus der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich dann

Ep(X) = E(pH(X)—¢ (X)) =E¢"(X) —Ep (X)
- / ot () Py (dr) — / o (2) Py (dz)
R R

_ /R (¢ (@) - ¢~ (@) Px(da)
- /R o(x)Px (dz) . O

Korollar 4.3 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-messbare
Abbildung.

1. Wenn X diskret ist mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C C R, dann gilt
Ep(X) =) ¢(@)P(X =), (32)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, dass Y |p(z)|P(X =z) < oo.
zeC

2. Wenn X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann gilt
Bo(X) = [ (o) fx(o)do, (3)

wobei vorausgesetzt wird, dass [~ |¢(x)| fx (z) dx < cc.
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Beweis

e Sei X diskret. Dann ergibt sich (32) unmittelbar aus der Transformationsformel (31).
e Sei nun X absolutstetig. Dann ergibt sich (33) aus (31) und aus (3.14). O

Beispiele

1. Binomialverteilung

e Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1].
o In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dass E X = np.
e Analog ergibt sich aus Korollar 4.3, dass

E(X?) = > i*P(X =1i)

= i(i—1)P(X = i)+ Y iP(X =)
i=1 i=1
= nn—1)p* +np.
e Also ergibt sich aus (27), dass
Var X = E(X?) - (EX)?

= n(n—1)p* +np — (np)* = np(1 —p).

2. Normalverteilung
e Sei X normalverteilt mit den Parametern p € R und o > 0.
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dass EX = p.
e Somit ergibt sich aus (26) und (33), dass

Var X = E((X —pu)?) o\/ﬁ exp<f%(x_’u)2>dx

1
= /t2exp — ftQ)dt
= o

=Uu

= 02\/—27_/0 V2u exp(—u) du

2 /°°
= o= Vuexp(—u) du =o0?,
VT 0
1
=T(3/2) = 51“(1/2) = /)2
wobei die Gamma-Funktion gegeben ist durch I'(p f uP~le™" du fiir p > 0.

Beachte

e Die Parameter (und damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte) von Binomial- bzw. Nor-
malverteilung sind jeweils eindeutig durch den Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilungen
festgelegt.
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e Fiir die Normalverteilung ist dies offensichtlich. Denn, wie soeben gezeigt, gilt E X = pund Var X = o2,
falls X ~ N(u,0?).

e Sei nun Y ~ Bin(n,p). Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass

12 _u—02
2 p_ I
p—o I

n =
wobei
nw=EY =np und 0% =VarY =np(l —p). (34)

o Im allgemeinen wird die Verteilung einer Zufallsvariablen jedoch nicht eindeutig durch den Erwartungs-
wert und die Varianz bestimmt.

e Beispiel. Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(u,0?) stimmen mit dem Erwartungswert
und der Varianz von Y ~ Bin(n,p) iiberein, falls 1 und o? durch (34) gegeben sind.

4.3 Gemischte Momente

e Neben Erwartungswert, Varianz bzw. héheren Momenten einer (einzelnen) Zufallsvariablen werden aufer-
dem sogenannte gemischte Momente fiir Familien von (endlich vielen) Zufallsvariablen betrachtet.

e Sie sind ein wichtiges Hilfsmittel, um Zusammenhinge zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen zu
quantifizieren.

e Bei der Herleitung dieser Eigenschaften wird die folgende Verallgemeinerung von Theorem 4.7 fiir Zufalls-
vektoren benotigt.

4.3.1 Transformationssatz fiir Zufallsvektoren

Auf die gleiche Weise wie Theorem 4.7, d.h. mittels algebraischer Induktion, ergibt sich der folgende Transforma-
tionssatz fiir Zufallsvektoren.

Theorem 4.8 Sei X : Q — R" ein beliebiger Zufallsvektor, und sei p : R™ — R eine Borel-messbare Abbildung,
so dass

[ o@lPx(ds) < oo. (39)

Fir den Erwartungswert E p(X) von o(X) : Q — R gilt dann
Bo(X) = [ ola)Px(do). (36)

Die Aussage von Theorem 4.8 ldsst sich wie folgt fiir diskrete bzw. absolutstetige Zufallsvektoren spezifizieren
(genauso wie dies im eindimensionalen Fall in Korollar 4.3 getan wurde).

Korollar 4.4 Sei X : Q — R" ein beliebiger Zufallsvektor, und sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-messbare
Abbildung.

1. Wenn X diskret ist mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C C R™, dann gilt
Ep(X) = ¢(@)P(X =), (37)
zcC

wobei vorausgesetzt wird, dass

> (@) |P(X =) < oo.

zeC
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2. Wenn X absolutstetig ist mit der (gemeinsamen) Dichte fx(x), dann gilt

Ep(X) :/ / p(x1, ..y xn) fx (@1, xpn)dey .. doy, (38)

wobei vorausgesetzt wird, dass
/ / lo(x1,y .o zn)| fx (@1, xn)dey ... da, < 0.
Der Beweis von Korollar 4.4 verlduft analog zum Beweis von Korollar 4.3. Er wird deshalb weggelassen.

4.3.2 Multiplikationsformel und Kovarianz
Definition Seien X1,..., X, : Q2 — R beliebige Zufallsvariablen, so dass
E|X;... X, < . (39)

Der Erwartungswert E (X7 ... X,,) des Produktes X;...X,, heikt dann gemischtes Moment der Zufalls-
variablen X1,..., X,.

Beachte Man kann zeigen, dass die Integrierbarkeitsbedingung (39) erfiillt ist, falls E (] X;|™) < oo fiir jedes
i €{1,...,n}. Dies ergibt sich aus der Abschitzung

|X1 cee Xn‘ < Z |Xi|n]I{X1;2max{X1,4..,Xn}} < Z |X1|n .

=1 i=1

Mit Hilfe des Transformationssatzes fiir Zufallsvektoren, der in Theorem 4.8 diskutiert wurde, ldsst sich nun
die folgende Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von n unabhéngigen Zufallsvariablen
herleiten.

Theorem 4.9 Seien X1,..., X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen mit E (| X;|™) < oo fir jedes i € {1,...,n}.
Wenn X1,..., X, unabhingig sind, dann gilt

]E(ﬁXi) :ﬁ]EXZ-. (40)
i=1 i=1

Beweis

e Die Komponenten des Zufallsvektors X = (X,...,X,,) seien unabhingige Zufallsvariablen.

o Aus Theorem 4.8 ergibt sich dann mit p(x) =z - ... 2, fiir © = (21,...,2,), dass

E(HXz) = /nxl-...-l‘npx(dl‘)
i=1
//xlanxl(dﬂcl)PXn(dmn)
R R
/:1:1 PXl(dxl).../:cn Px (dx,)
R

R

n

H]EXZ». .
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Beachte
e Die Linearititseigenschaft des Erwartungswertes, die wir in Teilaussage 3 von Theorem 4.4 gezeigt
haben, ist so fiir die Varianz nicht zutreffend.

e Fiir Summen von unabhingigen Zufallsvariablen gilt jedoch das folgende Additionstheorem fiir die
Varianz.

Theorem 4.10 Seien X1, ..., X, : Q@ — R unabhéingige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir jedesi € {1,...,n}.
Dann gilt
Var (X; +...+ X,) =Var Xy +... + Var X,, . (41)

Beweis

o Wir zeigen die Giiltigkeit von (41) zunéchst fiir den Fall n = 2.
e Aus (27) und (40) ergibt sich, dass

Var (X; + X3) 2 E((X)+ X2)2) — (B (X + X2))°

- (]E (X2) + 2E (X, Xo) + E (Xg)) - ((EX1)2 FOEXE X, + (EX2)2)

40

L EXD - EX)?+E (X)) - EXo)?
@) Var X; 4+ Var X5 .

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giltigkeit von (41) mittels vollstindiger Induktion.

e Dabei verwenden wir die Tatsache, dass wegen Theorem 3.17 aus der Unabhéngigkeit von X;,..., X,
folgt, dass auch die Zufallsvariablen X; + ...+ X,,_; und X,, unabhingig sind.

e Deshalb gilt

Var (X1 +...+X,) = Var((X1+...+X,1)+X,)
Var (X7 +... 4+ X,—1) + Var (X,,)
= Var(X;)+...+ Var(X,_1) + Var (X,),

wobei sich die letzten beiden Gleichheiten aus der Induktionsannahme ergeben. ]

Wir diskutieren nun Eigenschaften des gemischten Momentes E (X7X5) von zwel beliebigen (nicht notwendig
unabhingigen) Zufallsvariablen X5, Xo.

In diesem Zusammenhang fithren wir zunédchst die Begriffe der Kovarianz und des Korrelationskoeffizienten ein.

Definition Seien X1, X» beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir i = 1, 2.

e Der Erwartungswert E ((X1 —EXp)(Xe — EXQ)) heift die Kovarianz von X; und X», wobei wir die
Schreibweise

Cov (X1,X5) =E (X1 —EX;)(X; —EX))) (42)
verwenden.
e Die Zufallsvariablen X1, X5 heifien unkorreliert, falls Cov (X1, Xo) = 0.
e Wenn Var X; > 0 und Var X5 > 0, dann heifst die Grofke

Cov (Xl,Xg)

X1, X9) =
o(X1, X2) v/ Var X7 - Var X5

(43)

der Korrelationskoeffizient von X7 und Xo.



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN 74

Beachte
e FEs ist klar, dass Kovarianz und Korrelationskoeffizient die folgende Symmetrieeigenschaft besitzt:
Cov (X1, X3) = Cov (X2, X1), o(X1,Xs) = 0(X2, X7) . (44)
e Auflerdem gilt
Cov (X, X)=VarX, o(X, X)=1. (45)

Dariiber hinaus gelten weitere niitzliche Rechenregeln und Abschétzungen fiir Kovarianz bzw. Korrelations-
koeffizient.

Theorem 4.11 Seien X1, Xy beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir i = 1,2.

1. Dann gilt
Cov (Xl,XQ) :E(XlXQ) —EXl]EXQ (46)

2. und fiir beliebige Zahlen a,b,c,d € R

Cov (aX1 + b,cX3 + d) = acCov (X1, X2). (47)

3. Auflerdem gilt die Ungleichung von Cauchy—Schwarz

E[X1Xo| < /E(XP)E(X3), (48)
|Cov (X7, X3)| < +/Var X;Var X, . (49)

bzw.

Beweis
Zu 1) Die Formel (46) ergibt sich unmittelbar aus (16) und (42), denn es gilt

Cov(X1,X2) 2 E((X) —EX)) (X2 —EXy))

— E(X1X; - X;EX; — XoEX; +E X EX,)
Y E(X1X,) ~EX,EX>.
Zu 2) Die Formel (47) ergibt sich durch eine dhnliche einfache Rechnung aus (16) und (46), und zwar gilt

Cov (aXy +b,cXs+d) ‘2 E((aXy +b)(cXz+d)) — E(aX; + b)E (cXs + d)

W 4 (B (X, X,) — EX,E X))

=) acCov (X1, Xs).

Zu 3) Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Ungleichung (48).
e Wenn E (X?) = 0, dann gilt P(X; = 0) = 1 und somit auch E (X;X5) =0 < \/E (X?)E (X3).
e Sei jetzt E(X?) > 0. Dann gilt fiir jede Zahl a € R

0

IN

E ((a X1+ X2)?) =E (a® X7 +2a X1 X5 + X3)
= d®’E(X})+2aE (X, X2) +E(X3).
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e Durch beidseitige Multiplikation mit E (X?) bzw. quadratische Erginzung ergibt sich hieraus, dass

0

IN

a® (E(X?))" + 20E (X})E (X1 X2) + E(XDE (X3)
= (aE(XP)+ ]E(Xle))2 +E(XP)E(X3) — (E (Xle))2 :

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (48) fiir a = —E (X;X5)/E (X?), wenn dabei gleichzeitig X3
bzw. Xy durch | X;| bzw. | Xa| ersetzt wird.

e Die Giiltigkeit von (49) ergibt sich unmittelbar aus (48), wenn in (48) die Zufallsvariablen X bzw.
Xs durch X7 — E X; bzw. X5 — E X5 ersetzt werden. O

Korollar 4.5

1. Wenn X1 und X9 unabhdngig sind, dann gilt
Cov (X1,X5) =0. (50)
d.h., X1 und X5 sind unkorreliert.
2. Wenn Var X; > 0 und Var Xy > 0, dann gilt

-1 < o(X1,X5) <1. (51)

Beweis
e Aus der Multiplikationsformel (40) in Theorem 4.9 und aus (46) ergibt sich, dass
Cov (Xl,XQ) =K (X1X2) - EXlEXQ = EXl]EXQ - EXl]EXQ =0.

Damit ist (50) bewiesen.

e Die Ungleichungen in (51) ergeben sich unmittelbar aus der Ungleichung (49) von Cauchy—Schwarz
und aus der Definitionsgleichung (43) des Korrelationskoeflizienten. ]

Beachte Die Aussage 1 in Korollar 4.5 lasst sich im allgemeinen nicht umkehren, denn aus der Unkorreliertheit
zweier Zufallsvariablen X; und X5 folgt im allgemeinen nicht, dass X7 und X5 unabhingig sind.

Beispiel (zweimaliger Miinzwurf)

e Seien Y7,Y5 : Q — {0, 1} zwei unabhéingige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen, die nur die beiden
Werte 0 oder 1 annehmen kénnen, mit

fiiri=1,2.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann die Zufallsvariablen X; = Y; + Y2 und X5 = Y7 — Y5 zwar
unkorreliert, jedoch nicht unabhingig sind.

e Dennes gilt EX; =1, EXy =0 und E (X;X5) = 0. Andererseits gilt

P(X;=0,X,=0) = i £ = P(X, =0)P(X,=0).

11
42
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4.3.3 Linearer Zusammenhang von Zufallsvariablen

Die Korrelation o(X7, X2) zweier Zufallsvariablen X; und X mit 0 < Var X5, Var X5 < oo kann man als Grad
ihres linearen (stochastischen) ,Zusammenhanges” auffassen.

Theorem 4.12 Seien a,b € R beliebige Zahlen, und X1, X5 seien Zufallsvariablen mit 0 < Var X7, Var X5 < oo.

1.  Die erwartete quadratische Abweichung E ((X2 — (a X1 + b))?) zwischen den Zufallsvariablen X5 und
a X1 + b ist minimal, wenn a und b wie folgt gewdhlt werden:

b:EXQ—aEXl. (52)

2. Insbesondere gilt E (X2 — (a X1 4+ 0))?) =0, d.h. P(X2 = a Xy +b) =1 genau dann, wenn

lo(X1,X2)| =1.

Beweis

o Betrachten die Zufallsvariable Y = X5 — (a X1 + b).
o Wegen (28) hingt dann VarY nicht von b ab.
e Deshalb kann man bei der Minimierung von
E(Y?) = (EY)?*+ VarY
zunéchst (EY)? fiir jedes feste a durch die entsprechende Wahl von b minimieren.
e Es ist klar, dass (EY)? fiir b = E X5 — a E X; minimal ist, weil dann EY = 0 gilt.

e Es ist nun noch a so zu bestimmen, dass

VarY = E (((X2 “EXy) —a(X; — IEXl))z)

= Var Xy — 2a Cov (X1, X3) + a*Var X,
Cov (Xl,Xg)
Var X3

(Cov (Xl,Xg))Q)

2
X (1—
) + Var Xy Var X, Var X,

Var X, (a —

minimal wird, wobei sich die letzte Gleichung durch quadratische Ergidnzung ergibt.

e Hieraus folgt, dass VarY minimal ist, falls

o= COV (Xl,XQ) -
o Var X4 - v/ Var X; ’

e Auferdem folgt hieraus, dass E (Y?) = 0 genau dann, wenn |o(X1, X2)| = 1. O

4.3.4 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix

Wir zeigen zunéchst, wie der Begriff der Kovarianz genutzt werden kann, um die in Theorem 4.10 angegebene
Additionsformel (41) fiir die Varianz zu verallgemeinern.

Theorem 4.13 Seien Xi,..., X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

1. Dann gilt

Var (X1 +...+X,) =Y VarX;+2 Y Cov(X;,X). (53)
i=1 1<j<k<n
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2. Wenn die Zufallsvariablen X1,..., X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt insbesondere

Var(X; 4+ ...+ X)) =Var X; +...+ Var X,, . (54)

Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2.

e Dann ergibt sich sofort aus dem Beweis von Theorem 4.10, dass
Var (X; + X2) = Var X7 + Var X5 + 2 Cov (X1, X5). (55)

o Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (53) nun mittels vollstdndiger Induktion.

e Und zwar erhalten wir aus (55) und aus der Induktionsannahme, dass

Var (X1 + ...+ X,,) = Var (X1 +...+ X,-1) + X,,))
= Var (X1 + ...+ Xp—1) + Var (X,,)
+2Cov (X1 4+ ...+ X1, Xn)
= Var (X1 + ...+ Xn1) + Var (X)) +2 Y Cov(X;, X,)

1<j<n-—1
n—1
Ind.—agna,hme Z Var X; + 2 Z Cov (Xj; Xk)
i=1 1<j<k<n—1

+Var (X,)+2 Y Cov(X;, X,)

1<j<n—1

- iVarXi—i—Q Z Cov (X, X) .

i=1 1<j<k<n

e Die Gleichung (54) ergibt sich unmittelbar aus (50) und (53). O

Beachte Neben den Erwartungswerten E X;5,...,E X,, und den Varianzen Var X3, ..., Var X,, sind die in (53)

auftretenden Kovarianzen {Cov (X;, X;),1 < i < j < n} wichtige Charakteristiken des Zufallsvektors
X = (X1, 0, X0).

Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition Seien X7,..., X, : Q — R beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

1. Der Vektor (E X1,...,EX,) heift der Erwartungswertvektor des Zufallsvektors X = (X1,...,X,).
Schreibweise: EX = (EX4,...,EX,,)

2. Die n X n-Matrix

Cov (X1,X1) COV(Xl,Xn)
Cov X = : : = (Cov (X4, X;))ij
Cov(X,,X1) -+ Cov(X,,X,)

heifit die Kovarianzmatriz von X = (X1,...,Xp).
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Theorem 4.14 Die Kovarianzmatriz Cov X ist

1. symmetrisch, d.h., fir beliebige i,j € {1,...,n} gilt
COV(Xi,Xj) = COV(Xj,Xi). (56)

2. nichtnegativ definit, d.h., fiir jedes 2" = (21,...,7,) € R" gilt

2" CovXx>0, (57)

wobei x7 der zu x transponierte Vektor ist.

Beweis

e Die Symmetrieeigenschaft (56) ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (42) der Kovarianz.
e Auflerdem gilt

' CovXax = Z z;Cov (X;, X))z,

ij=1

= ixiCov (Xi,i:ij])
i=1 j=1
= Cov (i: z;i X, i:ijj)
i=1 j=1
= Var (i TLX7> > 0.
i=1

e Damit ist auch die Ungleichung (57) bewiesen. O

Beachte Die Matrix Cov X heifst positiv definit, falls
z"CovXx>0 (58)

fiir jedes z € R™ mit x # 0.

Beispiel (zweidimensionale Normalverteilung)

e Betrachten nun eine (weitere) Verallgemeinerung der zweidimensionalen Normalverteilung, die in Ab-
schnitt 3.3.6 eingefiihrt wurde.
e Seien i, pe €R, 01,09 > 0 und g € [0, 1) beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen.

e Sei X = (X1, X2) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

1 1 Ty — (12 T1— M1y T2 — W To — 4242
() = s e (g () -2 () + (555)))
(59)

e Dann heillt X normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor E X = (u1, p2) und der Kovarianzmatrix

2
o 01020
CovX = ! . (60)
01020 U%
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Beachte

e Die Verteilung eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X1, X5) wird eindeutig durch den Erwar-
tungswertvektor E X = (u1, u2) und die Kovarianzmatrix Cov X bestimmt. Fiir beliebige (nicht nor-
malverteilte) Zufallsvektoren gilt diese Eindeutigkeitsaussage jedoch im allgemeinen nicht.

e Es gilt o = (X1, X5). Aukerdem ergibt sich aus (59), dass fx(x1,22) = fx,(21)fx,(z2) genau dann,
wenn ¢ = 0. Die Komponenten X7, X5 eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X3, X2) sind also
genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind.

e Weil p < 1 vorausgesetzt wird, ist die Determinante der Kovarianzmatrix Cov X nicht Null, d.h., die
Matrix Cov X ist positiv definit und invertierbar. Man kann sich deshalb leicht {iberlegen, dass die in
(59) gegebenen Dichte fx von X auch wie folgt dargestellt werden kann: Es gilt

fx(@) = (V%)Q \/dlv exp (5 (e — ) K (- ) (61)

fiir jedes T = (z1,22) € R?, wobei | = (i1, p2) und K~ die inverse Matrix zu der in (60) gegebenen
Kovarianzmatrix K = Cov X bezeichnet.
Schreibweise: X ~ N(u, K).

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass die Randverteilungen von X ~ N(u, K) (eindimensionale) Nor-
malverteilungen sind mit X; ~ N(p;,0?) fiir i = 1, 2.

e Manchmal betrachtet man auch Zufallsvektoren X = (X, X2), deren Komponenten X7, X5 normal-
verteilt sind mit |o(X1, X2)| = 1. Aus Theorem 4.12 folgt dann, dass P(Xs = a X1 +b) = 1 fiir ein
Zahlenpaar a,b € R. In diesem Fall ist der Zufallsvektor X = (X1, X5) nicht absolutstetig, obwohl seine
Komponenten diese Eigenschaft besitzen.

Fiir Zufallsvektoren mit einer beliebigen Dimension n € N kann man den Begriff der n—-dimensionalen Normal-
verteilung einfiihren, indem man eine zu (61) analoge Dichte-Formel betrachtet.

Definition

e Sei u' = (pu1,...,pn) € R™ ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv definite
n X n-Matrix.

e Sei X = (X1,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

1 n 1 1 T 1
mz(—) ex (—fx— K (x— ) 62

fiir jedes 27 = (2q,...,2,) € R™.

e Man sagt dann, dass der Zufallsvektor X = (X7,...,X,,) normalverteilt ist mit dem Erwartungswert-

)T und der Kovarianzmatrix K.

vektor g = (p1, .-, fbn

4.4 Ungleichungen fiir Momente und Wahrscheinlichkeiten
4.4.1 Ungleichungen vom LP—Typ

e In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Ungleichung (48) von Cauchy-Schwarz und leiten weitere
Ungleichungen dieses Typs her, die wir Ungleichungen vom LP—Typ nennen.

e Dabei ist das folgende Hilfsergebnis niitzlich, das manchmal die Ungleichung von Young genannt wird.
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Lemma 4.3 Sei ¢ : [0,00) — [0,00) eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit ©(0) = 0 und
lim, o @(x) = co. Fiir die Funktionen ¢ : [0,00) — [0,00) und 15 : [0,00) — [0,00) mit

w1<x>=/oxso<y>dy, wm):/ozw(y)dy

gilt dann
ab < ¢i(a) + 1h2(b) (63)

fiir beliebige a,b > 0, wobei ¢~ die zu ¢ inverse Funktion ist.

Beweis

o Wir unterscheiden zwei Falle: p(a) > b bzw. ¢(a) < b.
e Sei zunéchst p(a) > b.
e Dann gibt es ein a’ < a, so dass ¢(a’) = b, d.h.

oy) <b Vye(0,ad) und oly) >b Vye(d, a).
e Hieraus folgt, dass
a'b=91(a") +1p2(b)  und  (a—a)b<ei(a) —a(d),

wobei sich die erste Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass die Werte der Integrale 11 (a’) und 5 (b) als
die Inhalte von Flichen unter bzw. {iber der Kurve ¢ : [0,a’) — [0,b) aufgefasst werden kénnen und dass
deshalb die Summe 11 (a’) + ¥2(b) mit dem Fliicheninhalt des Rechtecks [0,a’] x [0, b] {ibereinstimmt.

o Es gilt somit

ab = ab+(a—ad)b
< hi(a’) +¥2(b) + ¥1(a) — ¢r(a’)
= 1(a) +a(b).
e Fiir den Fall p(a) < b verliuft der Beweis analog. O

Definition

e Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei p € [1,00) eine beliebige Zahl.

e Mit LP = LP(Q,F, P) bezeichnen wir dann die Familie aller Zufallsvariablen X : @ — R, fiir die
E (| X]P) < oo.

e Fiir jedes X € LP heikt E (| X|P) das p—te absolute Moment von X.

Wir leiten nun eine Abschétzung fiir das (erste) absolute Moment des Produktes zweier Zufallsvariablen her.

Theorem 4.15 (Holder-Ungleichung) Sei p,q > 1, so dass
1 1
+
P q
und seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen mit X € LP und Y € L. Dann gilt XY € L' und

E[XY|< (E(XP) (E(v]9)"". (65)
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Beweis

Beachte

Korollar

Wenn E (| X|P) = 0 oder E(]Y|?) = 0, dann ergibt sich aus Teilaussage 7 von Theorem 4.4, dass
|X|P =0 oder | X|?7=0.
In diesem Fall ergibt sich also, dass XY = 0.

Es gilt somit XY € L' und E|X Y| = 0, d.h. in diesem Fall ist die Giiltigkeit der Ungleichung (65)
offensichtlich.

Es gelte nun E (| X|?) > 0 und E (]Y|?) > 0.

Fiir o(z) = 277! und a,b > 0 ergibt sich aus der Ungleichung von Young (vgl. (63) in Lemma 4.3),

dass
aP b
ab< —+ —.
p q

Hieraus folgt fiir a = |X|/(E(|X\p))l/p und b = |Y|/(E(|Y|q))1/q, dass

XY | X7 Y
(& (X[) P (& (v |0) 7~ PEAXP)  gB(Y]7)

Wenn nun auf beiden Seiten dieser Ungleichung der Erwartungswert gebildet und die Bedingung (64)
beriicksichtigt wird, dann ergibt sich die Ungleichung (65) und damit auch, dass X Y € L. (]

Als Spezialfall der Ungleichung (65) von Hélder ergibt sich fiir p = ¢ = 2 die Ungleichung (48) von
Cauchy—Schwarz.

Eine weitere Folgerung aus der Ungleichung (65) von Hélder ist das folgende Resultat.

4.6 (Ljapunow—Ungleichung) Wenn 1 <r <s, dann gilt

L*CL", (66)

und fir jedes X € L* gilt

Beweis

(E(X[M))"" < (EB(X])"" (67)

Seil<r<sund X € L%.
Dann gilt auch X € L", denn

E(X[) = E(X]"Txi<1y) +E(X] T xp1y)
L+E (X[ T x)>13)

1+E(IX]°) < oo.

VANVAN

Damit ist (66) bewiesen.

Um die Giiltigkeit von (67) zu zeigen, geniigt es, in die Ungleichung (65) von Hélder die Zufallsvariable
|X|" anstelle von X einzusetzen sowie p = s/r bzw. Y =1 zu setzen.

Dann ergibt sich aus (65), dass

E(X|") < (E(X|™)"? = (E(IX]%)""°. O
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Es gilt die folgende Abschétzung fiir das p-te absolute Moment der Summe von zwei Zufallvariablen.

Theorem 4.16 (Minkowski—Ungleichung) Wennp > 1 und X,Y € L?, dann gilt X +Y € LP und

E(X + Y7 < ®(X7)Y? + (E(Y7) 7. (68)

Beweis

o Fiir p =1 ist (68) ein Spezialfall von Teilaussage 3 in Theorem 4.4.
e Seinun p > 1 und X,Y € LP.
e Fiir ¢ = p/(p— 1) ist dann die Bedingung (64) erfiillt,
e und es gilt
E(X+Y") = E(X+YPHX+Y]

E(X +YPX]) +E(X + YY)
(B(X17)"7 (B (X + v o)
FEYP) T E(X + Y]

1/ 1/ 1/
®(X +vP)(® X))+ E@(YP)),

IN

IN

wobei in der vorletzten Gleichheit zweimal die Ungleichung (65) von Holder bzw. in der letzten Gleich-
heit die Identitat ¢(p — 1) = p angewendet wurde.

e Also ist Y Y Y
E(X +YP) < B(X + Y1) (E1XP)"7 + E(Y1)"). (69)

e Hieraus folgt (68), wenn beide Seiten der Ungleichung (69) durch (E (|X + Y\”))l/ ? dividiert werden
und wenn dabei beriicksichtigt wird, dass 1 — ¢! =p~ L. O

4.4.2 Jensen—Ungleichung

e Durch die folgende Ungleichung ist eine untere Schranke gegeben fiir den Erwartungswert von konvexen
Funktionen von Zufallsvariablen.

e Dabei heift die Funktion ¢ : R — R konvez, falls es fiir jedes xy € R eine Zahl ¢ = ¢(zg) gibt, so dass
e(x) =2 p(x0) + ¢ (x — x0) (70)
fiir jedes z € R gilt.
Theorem 4.17 (Jensen—Ungleichung) Sei ¢ : R — R eine konvexe Funktion. Wenn X € L' und o(X) € L,

dann gilt
P(EX) <Ep(X). (71)

Beweis

e Die Funktion ¢ sei derart, dass X € L' und ¢(X) € L!.
e Wenn nun z = X und z9p = E X in (70) eingesetzt wird, dann ergibt sich die Ungleichung

(X)) > pEX)+c(X -EX).
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Beachte

4.4.3

Werden auf beiden Seiten dieser Ungleichung die Erwartungswerte gebildet, so ergibt dies wegen der
Linearitit des Erwartungswertes, dass

E¢(X) > E (p(EX) +¢(X —~EX)) = p(EX).

Die Ungleichung (67) von Ljapunow lésst sich auch als Folgerung aus der Ungleichung (71) von Jensen
gewinnen.

Hierfiir gentigt es, in (71) die Zufallsvariable | X|" anstelle von X zu betrachten und ¢(z) = |z|P zu
setzen, wobei p = s/rund 1 <r <s.

Dann ergibt sich aus (71), dass
ry\S/T s
(E(x]M)"" <E(X]*).

Das ist dquivalent mit der Ungleichung (67) von Ljapunow.

Tschebyschew—Ungleichung; Markow—Ungleichung

e In vielen Fillen l4sst sich die Wahrscheinlichkeit P(A) von interessierenden Ereignissen A € F nicht in

geschlossenen Formeln ausdriicken.

e Manchmal ist es jedoch moglich, Ungleichungen herzuleiten, um (obere) Schranken, d.h. Abschétzungen fiir

P(A) zu erhalten.

e In diesem Abschnitt wird die sogenannte T'schebyschew—Ungleichung und, in Verallgemeinerung hiervon, die

Markow-Ungleichung diskutiert.

e Sie liefern obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichungen |X(w) — E X| der Werte

X (w) einer Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert E X einen vorgegebenen Schwellenwert ¢ > 0
iiberschreiten.

Theorem 4.18 (Tschebyschew—Ungleichung) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit

E(X?) <o0.

Dann gilt fiir jedes € > 0

Beweis

Var X

g2

P(X —EX|>¢) <

(72)

Aus den Linearitdts— bzw. Monotonie-Eigenschaften des Erwartungswertes (vgl. Theorem 4.4) ergibt
sich, dass fiir jedes € > 0

Var X =

X —EX)*Tx exj>e)) + E((X —~EX)*Tx gx|<c))
X —EX)’I{x_Ex|>c})

eI x-Ex|>e}) = € ElLfx g x|>c}
E2P(X -EX|>e¢). 0

( )

(X —EX)*(I{x-5 x|>e} + T{jx—E x|<c}))
( )

(

AV VAR
EEBEEE A
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Beachte

Beispiele

Sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable mit E (|X|P) < oo fiir ein p > 1. Dann ldsst sich genauso wie im
Beweis von Theorem 4.18 zeigen, dass fiir jedes € > 0 die sogenannte Markow—Ungleichung gilt:

_E(XP)

. (73)

|
eb

P(X|>e)

Die Tschebyschew-Ungleichung (72) bzw. die Markow—Ungleichung (73) sind nicht an spezielle Annah-
men iiber die Form der Verteilung der Zufallsvariablen X gebunden.

Der ,Preis” hierfiir ist, dass (72) und (73) in vielen Féllen zu relativ groben Abschétzungen fiihren.

Wenn zusitzliche Annahmen iiber die Verteilung von X gemacht werden, dann lassen sich genauere
Abschétzungen herleiten bzw. die Wahrscheinlichkeit P(|X —E X| > ¢) ldsst sich explizit bestimmen.

1. fehlerbehaftete Messungen

e Von einem Messgerit sei bekannt, dass die Messergebnisse fehlerbehaftet sind.

e Die n—te Messung einer (unbekannten) Grofe p € R liefere den Wert p + X, (w) fiir w € Q.
e Die Messfehler X7, Xo, ... seien unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen.

e Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, dass

EX,=0 und Var X, =1. (74)

e Es soll nun die Frage diskutiert werden, wieviele Messungen erforderlich sind, um mit Hilfe der
Tschebyschew—Ungleichung (72) schlussfolgern zu koénnen, dass das arithmetische Mittel

n

i=1

der zufélligen Messwerte 1+ X; hochstens mit Wahrscheinlichkeit 0.1 um mehr als 1 vom ,wahren”,
jedoch unbekannten Wert p abweicht.

o Aus den elementaren Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz der Summe von n unabhin-
gigen Zufallsvariablen ergibt sich (vgl. Korollar 4.2 bzw. die Theoreme 4.6 und 4.10), dass

1 n
EY, = EEZ;(;HXT:)

n

= I wtEX)=p

i=1

und

n

1
Vary, = Var— X;
ar ar Z(M + X;)

i=1

1 n
= = ZVar(,u—i— Xi)
i=1

1< 1
= ﬁ Z Var X’L = E .
i=1
e Hieraus und aus der Tschebyschew—Ungleichung (72) ergibt sich, dass

1
P(Ya =l >1) < — .
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e Es gilt also P(|Y,, — u| > 1) <0.1, falls n=! <0.1.
e Aus diesen Uberlegungen folgt, dass die obengenannten Genauigkeitsvorgaben erfiillt sind, falls
n > 10 Messungen durchgefiithrt werden.

2. normalverteilte Messfehler

e Es wird nun zusétzlich angenommen, dass die Messfehler normalverteilt sind, d.h. X,, ~ N(0, 1).

e Man kann zeigen, dass dann Y, ~ N(y, 1/n) bzw. /n(Y, — p) ~ N(0,1), vgl. das Beispiel in
Abschnitt 3.4.2 bzw. den Kommentar nach Korollar 3.2.

o Es gilt also

P([Yn—ul>1) = PWnYa—pl>vn)
= P(Vn(Yn—p) <—=vn)+ P(Vn (Y, —p)>n)

= ®(=Vn)+ (1*<I>(\/ﬁ))
= 2(1-2(Vn)),
wobei . )
O(z) = / Wors exp(—%) du (75)

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
e Somit ist P(|Y;, — x| > 1) < 0.1 genau dann erfiillt, wenn ®(y/n) > 0.95.
e Dies gilt dann, wenn /n > 1.645 bzw. n > 3.

o Es gibt keine geschlossene Formel fiir die Stammfunktion des Integrals in (75).

o Die Werte ®(x) der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung miissen deshalb numerisch be-
rechnet werden.

e Fiir x > 0 sind die Werte ®(z) in Tabelle 1 gegeben.

e Fiir z < 0 erhélt man ®(z) dann aus der folgenden Symmetrieeigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (75) ergibt.

o Fiir jedes x € R gilt
O(z)=1—-D(—x). (76)
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5 Konvergenzarten und Grenzwertsitze

86

e Oft ist es niitzlich, das asymptotische (Grenz-) Verhalten der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses

A € F zu kennen, wenn bestimmte Modellparameter unendlich grof bzw. klein werden.

e In diesem Zusammenhang diskutieren wir zunéichst verschiedene Konvergenzarten von Zufallsvariablen.

5.1 Konvergenzarten

5.1.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition Seien X, X7, Xo,.

1.

Beachte

Das folgende Konvergenzkriterium ist ein niitzliches Hilfsmittel beim Beweis tieferliegender Grenzwertsétze.

{X,} konvergiert fast sicher gegen X, falls

Plw:weQ nan;oX,L(w) =X(w))=1.

Schreibweise: X, s x

. {X,.} konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fiir jedes € > 0

lim P(|X,—X|>¢)=0.
n—odo

Schreibweise: X, P.ox

. {X.,.} konvergiert im L' gegen X, falls X, X1, X5,... € L! und

lim E|X, — X|=0.

n—o0

1
Schreibweise: X, Ix

{X,} konvergiert im quadratischen Mittel gegen X, falls X, X1, Xo, ...

lim E ((X, — X)?) =0.

n—00

2
Schreibweise: X, x

. {X.} konvergiert in Verteilung gegen X, falls

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—oo

fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R der Verteilungsfunktion Fx.
Schreibweise: X,, & X

..: 2 — R beliebige Zufallsvariablen. Man sagt: Die Folge

€ L? und

Wenn X,, =% X , dann sagt man auch, dass die Folge {X,,} mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X konver-

giert.

Wenn X, L, X, dann sagt man auch, dass die Folge {X,,} stochastisch gegen X konvergiert.

2
Wenn X, L, X, dann sagt man auch, dass die Folge {X,,} im L? gegen X konvergiert.
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Theorem 5.1 Sei Y,, = sup | Xy — X|. Es gilt X, s x genau dann, wenn
k>n

Y, — 0. (6)

Beweis

e Fiir jedes € > 0 sei
A; = limsup{|X,, — X| > ¢} (7

Die Giiltigkeit von X, Ls x impliziert dann, dass P(A.) = 0 fiir jedes € > 0.

AuBerdem ergibt sich aus der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafken (vgl. Theorem 2.3), dass

n—oo

P(A.) = lim P(D {|Xr — X| > 5}) = lim P(sup|Xk - X|> 5) .
k=n TS ez

Damit ist die Notwendigkeit von Bedingung (6) gezeigt.
Es gelte nun (6), d.h., P(A.) = 0 fiir jedes € > 0.

Hieraus folgt, dass X, LEN X, weil dann

oo

P{w: Xu(w) £ X@)h) = P(J Aym) £ 3 P(Arjm) =0.

m=1 =1

Aus Theorem 5.1 ergibt sich sofort, dass die fast sichere Konvergenz stets die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
impliziert.

Korollar 5.1 Aus X, s x folgt X, RS

Beweis In Theorem 5.1 wurde gezeigt, dass X, L5 X die Giltigkeit von sup | Xy — X| . 0 und damit auch
k>n

| X, — X| L impliziert. Dies ist aber gleichbedeutend mit X, .o x. O

Aufserdem gibt es die folgende hinreichende Bedingung fiir die fast sichere Konvergenz.

Korollar 5.2 Wenn -
d P(IX, - X|>¢e) <00 (8)

n=1

fiir jedes € > 0, dann gilt X, fs x.

Beweis

e Aus (8) und aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Korollar 2.3) ergibt sich, dass P(A.) = 0 fiir
jedes € > 0,

e wobei A, die in (7) eingefiihrte Menge ist.
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e Die Behauptung ergibt sich nun genauso wie im zweiten Teil des Beweises von Theorem 5.1. O

Beachte

e Es gilt also X, X genau dann, wenn die Wahrscheinlichkeiten P(|Xn - X| > s) fiir jedes € > 0
gegen Null konvergieren.

e Im Unterschied hierzu gilt X, Is x , wenn (jedoch nicht nur dann) diese Null-Konvergenz hinreichend
schnell erfolgt, so dass die Summe in (8) endlich ist.

Eine andere Charakterisierung der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit 14sst sich durch die Betrachtung von Teil-
folgen gewinnen.

Theorem 5.2 Es gilt X, Tox genau dann, wenn es fir jede Teilfolge {X,,,} von {X,,} eine Teilfolge {ij} C
{X,,} gibt, so dass Xn,, fs X,

Beweis
o Es gelte X, X,
e Dann gilt auch X, L X fiir jede Teilfolge {X,,,} von {X,}.
e Um die Schreibweise abzukiirzen, identifizieren wir nun {X,,,} mit {X,}.
e Es geniigt dann zu zeigen, dass es eine Teilfolge {X,,,} von {X,} gibt, so dass X,,, Ls X,
o Fiir jedes n € N sei n; so gewdhlt, dass P(| X, — X| >27") <27 ™.
e Dann gilt fiir jedes € > 0
> P(Xn, - X|>¢)

ng

< > P(Xn -X|>e)+ Y P(Xn - X[>27")
n;:2=">e n;:2=n<e

< Y P(Xp - X[>e)+ ) 27" <o
n;:27n>e n=1

o Aus Korollar 5.2 ergibt sich nun, dass X, I x.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass X,, 2 X nicht gilt. Dann gibt es Zahlen € > 0, § > 0 und eine
Teilfolge { X, } von {X,}, so dass P(|X,,, — X| > ¢€) > ¢ fir jedes i.

e Wegen Korollar 5.1 kann es somit keine Teilfolge {ij} C { Xy, } geben, so dass ij LEINS'S O

Wir zeigen nun, dass ebenfalls die L2-Konvergenz und die L!'-Konvergenz stets die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit implizieren.

2 1
Theorem 5.3 Wenn X, X1, Xo,... € L? und X, L, X, dann gilt auch X, L, X.
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Beweis

o Aus der Ungleichung (4.48) von Cauchy—Schwarz ergibt sich, dass fiir jedes n € N

0<E|X, - X| <\/E((X, — X)?).

o Somit gilt E|X, — X| — 0, falls E (X, — X)?) — 0. =

1
Theorem 5.4 Wenn X, X1, Xo,... € L' und X, L, X, dann gilt X, .o x.

Beweis
e Aus der Markow—Ungleichung (4.73) fiir p = 1 ergibt sich, dass fiir jedes € > 0

E|X, - X|
< ——m .

P(X, —X|>¢) -

e Somit gilt P(|X,, — X| >¢) — 0, falls E| X,, — X| — 0. O

Als néchstes zeigen wir, dass die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit stets die Konvergenz in Verteilung impliziert.

Theorem 5.5 Wenn X,, P, X, dann gilt X, 4, X.

Beweis

e Es gelte X, L, X, d.h., P(|X, — X| >¢e) — 0 fiir jedes € > 0.
e Fiir beliebige € > 0 und n € N gilt

Fx, (r) = P(X,<«x)
= PX,<uz |X,—-X|<e)+P(X, <z | X, —X|>¢)
< P(X<z+4+e)+P(|X,—X|>¢)

<
Fx(z +e) + P(|Xn — X| > ¢).

Hieraus und wegen P(|X,, — X| > ¢) — 0 ergibt sich nun, dass

limsup Fx, (z) < Fx(xz +¢).

n—oo

Weil € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann und weil die Verteilungsfunktion F'x rechtsseitig stetig
ist, ergibt sich somit, dass fiir jedes z € R

limsup Fx, (z) < Fx(x). (9)

n—oo

e Sei nun z € R ein Stetigkeitspunkt der Verteilungsfunktion Fx, d.h., es gelte

lim Fx (z — £) = Fx (o). (10)
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e Ahnlich wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich fiir beliebige ¢ > 0 und n € N, dass

Fx(z—¢) P(X <z—¢)
PX<z—¢|X,—X|<e)+P(X<z—¢ |X,—X|>¢)

Fx, (z) + P(|Xn — X| > ¢).

IN

e Mit Hilfe von (10) ergibt sich somit, dass

Fx(z) <liminf Fx ().

n—oo

e Hieraus und aus (9) folgt, dass lim Fx, (z) = Fx(z). O

Beachte

e Die Umkehrung der Aussage von Theorem 5.5 gilt im allgemeinen nicht.

e Wenn jedoch die ,Grenzzufallsvariable” X mit Wahrscheinlichkeit 1 einunddenselben (deterministi-
schen) Wert annimmt, dann gilt auch die folgende umgekehrte Aussage.

Theorem 5.6 Wenn X, e fiir eine Konstante c € R, dann gilt X, Lo

Beweis

o Es gelte X, e
o Fiir beliebige € > 0 und n € N gilt dann

P(X,—c>e) = PX,<c—¢e)+P(X,>c+¢e)
Fx,(c—¢)+ (1—Fx,(c+e))
— Fuc—e)+ (1-F.(c+e))

Oa

IN

weil sowohl ¢ — € als ¢ + ¢ Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion F. sind und weil F.(c — &) =0
bzw. F.(c+¢) = 1. O

5.1.2 Charakterisierung der Verteilungskonvergenz

e Sei C die Familie aller beschriankten stetigen Funktionen ¢ : R — R.

e Fiir jede Zufallsvariable X : Q — R und fiir jedes ¢ € C ist dann die zusammengesetzte Abbildung ¢(X)
eine integrierbare Zufallsvariable, d.h. insbesondere, dass der Erwartungswert E ¢(X) wohldefiniert ist.

Ein sehr niitzliches Konvergenzkriterium ist durch das folgende Theorem gegeben.

Theorem 5.7 Seien X, X1, Xa,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt X, 4 x genau dann, wenn
fiir jedes p € C
lim Ep(X,) =E¢(X). (11)

n—00
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Beweis
1. Notwendigkeit von (11)

e Es gelte X, 4 X. Wir zeigen, dass dann (11) fiir jedes ¢ € C gilt.
e Weil p € C beschréankt ist, gilt b = sup,cp |p(z)| < co.
e Fiir jedes € > 0 sei nun v > 0 so gewéhlt, dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und dass
P(|X|>v) <eb L.
e Dies ist mdoglich, weil F'xy hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitspunkte hat und weil
lim P(|X|>2z)=0.
o Wegen X, 4 x gilt aukerdem P(]X,| > v) < 2eb~! fiir jedes hinreichend grofe n.
e Weil ¢ € C beschrinkt und stetig ist, 14sst sich ¢ fiir jedes Paar €, v > 0 durch eine Treppenfunktion

g:R — R mit
J‘):Zail(zklm](x), ai,...,ap €R, V=10 <...<Tp =V
approximieren, so dass xg, ...,z Stetigkeitspunkte von F'x sind und
sup () —g(z)] <e
z€[—v,V]
gilt.

e Fiir jedes hinreichend grofe n gilt dann
E @(Xy) — E@(X)]

< E(e(Xn) T x, <oy) — E (0(X) T x <0y
+E (lo(Xn) L x,1501) + E (lo(X) T x)50))

< B (e(Xn) T x,1<0y) — E(0(X) T x)<0y)] + 32
< 3e+ [E(p(Xn)Igx, |<u}) E g(Xy)|
+IE (o(X) I x)<0y) — Eg(X)]
+|Eg(X,) — Eg(X)|
< Se+|Eg(X,) —Eg(X)l.
o Weil X, 4, X und weil xg, ...,z Stetigkeitspunkte von Fx sind, gilt aukerdem
k
Eg(Xn) = Y ai(Fx,(x:)— Fx,(zi1))
i=1
k
- Z%‘(Fx(l‘i) — Fx(z;-1))
i=1
= EgX).

e Also gilt |Ep(X,,) — E@(X)| < 6¢ fiir jedes hinreichend grofse n.
e Weil ¢ > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt hieraus die Giiltigkeit von (11) fiir jedes
weC.

2. Hinlénglichkeit von (11)

e Es gelte nun (11) fiir jedes ¢ € C.
e Sei x € R ein Stetigkeitspunkt von Fx und sei € > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl.
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Beachte

Dann gibt es eine Funktion ¢ € C, so dass fiir jedes y € R

]I(—oo,a:] (y) < 99(7/) < ][(—oo,w-l-ef] (y)

und folglich
FXn (1’) = E]I(—oo,x] (Xn) < E@(Xn)

bzw.
E@(X) € EX(_psq(X) = Fx(o+e).

Hieraus und aus (11) ergibt sich, dass

limsup Fx, () < lim Ep(X,) =E@(X) < Fx(x+¢).

n—oo n—oo
Weil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann und weil F'x rechtsstetig ist, ergibt dies

limsup Fx, (z) < Fx(x). (12)

n— oo

Sei nun ¢ € C eine Funktion, so dass fiir jedes y € R

]I(foo,a:fe] (y) < @(y) < ]I(foo,:p] (y)

Dann gilt
Fx(z—¢) <Ep(X)= lim Ep(X,) <liminf Fx, (z).
Weil = € R ein Stetigkeitspunkt von Fx ist, ergibt dies
Fx(z) =lim Fx(z —¢) < liminf Fx ().

el0 n— 00

Hieraus und aus (12) folgt, dass Fx, (z) — Fx(z). O

o Aus dem zweiten Teil des Beweises von Theorem 5.7 ergibt sich, dass die Giiltigkeit von (11) nicht
notwendig fiir jede Funktion aus C gefordert werden muss.

e Es geniigt beispielsweise, anstelle von C die kleinere Klasse C*) der beschriinkten und k-mal gleichmiRig
stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : R — R zu betrachten, wobei k € N eine beliebige, jedoch fest
vorgegebene natiirliche Zahl ist.

e Dies fithrt zu der folgenden Aussage.

Korollar 5.3

gilt X, -5 X.

Seien X, X1,Xo,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Wenn (11) fir jedes ¢ € C*®) gilt, dann

5.1.3 Konvergenz zusammengesetzter Abbildungen; Satz von Slutsky

Wir zeigen zunichst, dass die fast sichere Konvergenz, die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, die L'-Konvergenz
und die Konvergenz im quadratischen Mittel bei der Addition von Zufallsvariablen erhalten bleiben.

Theorem 5.8 Seien X, X,,,Y,Y, : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum. Dann gilt

1. X, +Y,

L5 X 1Y, falls X, 255 X und Y, 25 Y,
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2. X, +Y, o X 4V, falls X, o X und Y, =5 Y,

1 1 1
3. Xp+ Y, o X4V, falls X, X, Y, Y, € LY, X, 25 X und v, 25 v,

L? L? L?
4. X, +Y, ==X +Y, falls X, X,,,Y,Y,, € I?>, X, == X und Y, =—— Y.

Beweis

Zu 1:

Zu 2:

Zu 3:

Zu 4:

Beachte

Wenn X, (w) — X (w) und Y;,(w) — Y (w) fiir ein w € Q, dann gilt auch X, (w)+Y, (w) — X (w)+Y (w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.

Fiir jedes € > 0 gilt
{IXn = X| <e/2pn{lYs = Y| <e/2} C{[(Xn + Vo) - (X +Y)[ <&}
bzw. nach Ubergang zu den Komplementen
{I(Xn+Y,) - (X+Y)|>e} C{|Xn, - X|>e/2} U{]Y,, - Y| >¢/2}.
Hieraus folgt, dass
P[(Xn+Yn) —(X+Y)| >e) <P(X,— X|>¢/2)+ P(|Y, - Y| >¢/2)

und somit die Giiltigkeit der zweiten Teilaussage.

Die dritte Teilaussage ergibt sich unmittelbar aus der Monotonie und der Linearitidt des Erwartungs-
wertes (vgl. Theorem 4.4), denn es gilt

E‘(XnWLYn)*(XJFY)‘ = E|(Xn*X)+(Yn*Y)|
S E(|X7L_X|+|Y;L_YD
E|Xn—X|+E‘Yn—Y|.

Fiir p = 2 ergibt sich aus der Minkowski-Ungleichung (4.68), dass

VE (X, +Ya) = (X +Y))2) < E (X, — X)2) +/E (Y - V)2).

Hieraus folgt die vierte Teilaussage. ]

Eine zu Theorem 5.8 analoge Aussage gilt im allgemeinen nicht fiir die Konvergenz in Verteilung, d.h.,
aus X, 4, X undY, 4, Y folgt im allgemeinen nicht, dass X,, + Y, 4, X+Y.
Unter der zusétzlichen Annahme, dass X oder Y (mit Wahrscheinlichkeit 1) konstante Grofen sind,

kann man jedoch zeigen, dass auch die Konvergenz in Verteilung bei der Addition von Zufallsvariablen
erhalten bleibt. Gemeint ist die folgende Aussage, die in der Literatur Satz von Slutsky genannt wird.

Theorem 5.9 Seien X, X,,,Y, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeils-
raum (Q, F, P), und sei ¢ € R. Dann gilt X,, + Y, X+ c, falls X, 4 X und Y. 4

Beweis

o Wegen Korollar 5.3 geniigt es zu zeigen, dass

lim Ep(X,+Y,) =Ep(X +¢) (13)

n—oo

fiir jede (beschriinkte, gleichmifig stetige) Funktion ¢ € C(V),
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Beachte

Fiir jede solche Funktion ¢ und fiir jedes € > 0 gibt es ein 6§ > 0, so dass |p(x) — ¢(y)| < € fiir beliebige
z,y € Rmit |z —y| <6.

Dies ergibt die folgende Abschitzung

[Eo(Xn +Yn) —Ep(X +¢)
< E (“P(Xn + V) — (X + C)|]I{‘y",c|>5})
+E (|50(Xn +Yo) — (X + C)|]I{\Yn—c|§6})
HEp(X, +c¢) —Ep(X + )|
< 20P(|Yn—c|>8)+e+ |Ep(Xn+c) —Ep(X +0),

wobel b = sup,cp |p(2)| < 0.

Der erste Summand in dieser Abschéitzung konvergiert gegen Null, weil mit Y, 4, ¢ auch Y, L
gilt; vgl. Theorem 5.6.

Der dritte Summand in dieser Abschitzung konvergiert gegen Null, weil b : R — R mit h(z) = ¢(x+c)
eine beschrinkte und stetige Funktion und weil deslhalb mit X, 4, X auch

Eo(X,+c¢)=Eh(X,) =EhX)=Ep(X +c).

Damit ist (13) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann. O

Ahnlich wie bei der Addition von Zufallsvariablen (vgl. Theorem 5.8) bleibt die fast sichere Konvergenz
und die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bei der Multiplikation von Zufallsvariablen erhalten.

Die Konvergenz im quadratischen Mittel geht jedoch im allgemeinen bei der Produktbildung verloren;
vgl. das folgende Theorem 5.10.

Theorem 5.10 Seien X, X,,Y,Y, : Q@ — R Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P). Dann gilt

1. XoYs 25 XY, falls Xn <55 X und Y, 255 Y,

2. XnY, = XY, falls Xo, = X und Y,, > Y,

L L? L?
3. XY, == XY, falls X, X,,,Y, Y, € L2, X,, = X und Y,, = Y

Bewelis

Zu 1:

Zu 2:

Zu 3:

Wenn X, (w) — X (w) und Y, (w) — Y (w) fiir ein w € Q, dann gilt auch X,,(w)Y, (w) - X(w)Y (w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.

Es gelte X, P, X und Y, Py
Aus Theorem 5.2 folgt dann, dass es fiir jede Teilfolge {n;} von N eine Teilfolge {n;, } C {n;} gibt,

f.s. f.s.
sodass X,,, —» X undY,, —>Y.
J ‘J

Aus Teilaussage 1 ergibt sich somit, dass Xp,, Yn, fso xy.

e Die erneute Anwendung von Theorem 5.2 zeigt nun, dass X, Y, 2, XY.

2 2
Es gelte X, X,,,Y,Y, € L, X, 2= X und Y,, 25 Y.
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o Aus der Monotonie bzw. Linearitéit des Erwartungswertes und aus der Ungleichung (4.48) von
Cauchy-Schwarz ergibt sich die Abschéatzung

E|X,Y, — XY|

IN

E|X,Y, — X,Y|+E|X,Y — XY|

< VERDE (Y - Y)2) +/E(V2)E (X, - X)2).

AN

2
e Der zweite Summand konvergiert gegen Null fir n — oo, weil X, EERN X und Y € L2
2

o Der erste Summand konvergiert gegen Null fiir n — oo, weil Y, L, Y bzw. weil E (X2) — E (X?)
2

aus X, L x folgt und somit sup,,cy E (X?2) < oo gilt. O

Die folgende Aussage wird Satz von Slutsky iiber die Erhaltung der Verteilungskonvergenz bei der Multiplikation
von Zufallsvariablen genannt.

Theorem 5.11 Seien X, X,,,Y, : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P), und sei ¢c € R. Dann gilt XY, 4, cX, falls X, 4 X und Y, e

Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 5.9 geniigt es wegen Korollar 5.3 zu zeigen, dass

lim Ep(X,Y,) =Ep(cX) (14)

n—oo

fiir jede (beschrinkte, gleichmiRig stetige) Funktion ¢ € C).

e Fiir jede solche Funktion ¢ und fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass |p(x) — p(y)| < e fiir beliebige
x,y € R mit |z —y| < 4.

o Aufierdem sei v > 0 so gew#hlt, dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und dass P(|X| > v) < e.

e Wegen X, 4 x gilt dann P(]X,,| > v) < 2¢ fiir jedes hinreichend grofse n.
e Dies ergibt die folgende Abschitzung

|E‘P(Xnyn) - E‘P(CX”

< E (|<P(XnYn) - SO(CXn)|]I{D/n—C|>(5/I/})
+E (|o(X0Yn) = o(eX) Ly, —cl<s /it Liixa >v})
+E (lo(XnYn) — o(eXn) Ay, —cj<s/v} L x01<0})
+HE (cXn) —Ep(cX)|

< 2bP(|Y,, —c¢| > d/v) +20P(|X,| >v)+¢
+E @(cXn) — Ep(cX)]

< 20P(|Y,, —c| > 0/v) + (4b+ 1)e + [Ep(cX,) — Ep(cX)|

fiir jedes hinreichend groke n, wobei b = sup, g |p(x)| < co.

o Der erste Summand in dieser Abschétzung konvergiert gegen Null, weil mit Y,, 4, ¢ auch Y, e
gilt; vgl. Theorem 5.6.
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e Der dritte Summand in dieser Abschitzung konvergiert gegen Null, weil h : R — R mit h(x) = ¢(cx)

eine beschrinkte und stetige Funktion und weil deslhalb mit X, 4, X auch
Eo(cX,) =Eh(X,) = EA(X)=Ep(cX).

e Damit ist (14) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann. O

Wir zeigen nun noch, dass die fast sichere Konvergenz, die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und die Konvergenz
in Verteilung bei der stetigen Abbildung von Zufallsvariablen erhalten bleiben. Aussagen dieses Typs werden in
der Literatur Continuous Mapping Theorem genannt.

Theorem 5.12 Seien X, X, : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P), und sei o : R — R eine stetige Funktion. Dann gilt

L o(X,) 225 o(X), falls X, =5 X,

2. o(X,) — @(X), falls X, = X,
3. (Xn) % o(X), falls X, % X.

Beweis

Zu 1: Wenn X, (w) — X (w) fiir ein w € Q, dann gilt wegen der Stetigkeit von ¢ auch p(X,,)(w) — ¢(X)(w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.

Zu 2:
o Es gelte X, P, X.
e Aus Theorem 5.2 folgt dann, dass es fiir jede Teilfolge {n;} von N eine Teilfolge {n;,} C {n;} gibt,
so dass an.j LN X.
e Hieraus und aus Teilaussage 1 folgt, dass ‘P(ij) Ls, o(X).
e Durch die erneute Anwendung von Theorem 5.2 ergibt sich nun, dass ¢(X,,) N »(X).
Zu 3:

e Sci ¢ : R — R eine beschriinkte, stetige Funktion.

e Dann hat auch die Superposition ¢’ o ¢ : R — R mit (¢’ 0 ¢)(z) = ¢'(p(z)) diese beiden Eigen-
schaften.

e Wenn X, A x , dann ergibt sich deshalb aus Theorem 5.7, dass

E ¢ (p(Xn) =E(¢ 09)(Xn) = E(¢' 0p)(X) = E¢'(p(X)).

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von ¢(X,,) N ©(X) durch die erneute Anwendung von Theo-
rem 9.7. |

5.2 Gesetz der grofsen Zahlen

Wir diskutieren nun allgemeinere Varianten des Gesetzes der grofsen Zahlen, das bereits in Abschnitt 4.1.1 im
Zusammenhang mit dem Beispiel des wiederholten Wiirfelns erwidhnt wurde. Dabei

e betrachten wir eine beliebige Folge von Zufallsvariablen X, X5,... : Q@ — R mit X; € L' und mit dem
gleichen Erwartungswert p = E X fiir alle i = 1,2, ... und
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o untersuchen die Frage, unter welchen Bedingungen und in welchem Sinne das arithmetische Mittel
y, = 1 X (15)
n — n ; 3
gegen u strebt, falls n unendlich grok wird.

5.2.1 Schwaches Gesetz der groften Zahlen

e Zunichst geben wir eine Bedingung dafir an, dass das in (15) betrachtete arithmetische Mittel Y, in
Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert p konvergiert, falls n — oc.

e In der Literatur nennt man Aussagen dieses Typs schwaches Gesetz der grofien Zahlen.

Theorem 5.13 Sei X1, Xs,...: Q — R eine Folge von Zufallsvariablen mit dem gleichen Erwartungswert p =
E X; und mit E (X?) < oo fiir alle i =1,2,....

1. Wenn
lim Vary, =0, (16)
. P
dann gilt Y,, — pu.
2. Die Bedingung (16) ist insbesondere dann erfillt, wenn die Zufallsvariablen X1, Xs, ... unabhdingig sind mit

der gleichen Varianz 0? = Var X; fir alle i =1,2,...

Beweis

Zu 1:

Durch wiederholte Anwendung der Minkowski-Ungleichung (4.68) fiir p = 2 ergibt sich, dass

VEOD =Y B,

d.h., E(Y?) < oo gilt fiir jedes n =1,2,.. ..
Weil aufferdem EY,, = p fir jedes n = 1,2,..., ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung
(4.72), dass fir jedes € > 0

PYa—pl>e) < A2

IA

Hieraus und aus (16) ergibt sich, dass Y, RN L

Zu 2: Die Zufallsvariablen X, X», ... seien nun unabhingig mit der gleichen Varianz o? = Var X; fiir
alle:=1,2,....

Dann gilt fiir n — oo

1< I
VarYnZEEVarXizﬁno :;—>0.
i—
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5.2.2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen
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e Wir diskutieren nun Bedingungen dafiir, dass das in (15) betrachtete arithmetische Mittel Y;,, nach einer
geeignet gewdhlten Zentrierung, fast sicher gegen Null konvergiert, falls n — oo.

e In der Literatur nennt man Aussagen dieses Typs starkes Gesetz der groffen Zahlen.

o Eines der ersten Resultate in dieser Richtung ist das folgende starke Gesetz der grofen Zahlen, das auf

Cantelli zuriickgeht.

Theorem 5.14 Sei X1, Xo,...
1=1,2,.... Wenn es eine Konstante c < oo gibt, so dass

E((X;—EX)?*) <c

fiir jedes © € N, dann gilt fiir n — oo

Y, —EY, L0,

Beweis

: Q0 — R eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir alle

(17)

(18)

e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass E X; = 0 fiir alle ¢ € N.

o Wegen Korollar 5.2 geniigt es dann zu zeigen, dass fiir jedes € > 0

Y PV, >e) < o0
n=1

e Aus der Markow—Ungleichung (4.73) fiir p = 4 ergibt sich, dass

(oo}

ZE(Yf) < o0

hinreichend fir die Giiltigkeit von (19) ist.

(20)

e Wir zeigen nun, dass unter den getroffenen Voraussetzungen die Bedingung (20) erfiillt ist.

Al
2 2y
X ) T TR

i, ik, j<k

o Es gilt

1

y! = F<X1+"'+X")4
1 n A
= a(Zx X o
i=1 1<i<j<n
+ > 4’XXX;€X1+Z3'1' iX;).
i<j<k<l i#]

o Weil X17X2,...

ergibt sich hieraus, dass

E(Y,)) =

(iE X446
=1

unabhéngige Zufallsvariablen sind und weil E X; = 0 fiir alle ¢ € N vorausgesetzt wird,

> E(ng;))

1<i<j<n

IA
| —
?
+
D
M
E
E

n4

IN
3 =3
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e Folglich gilt

1
Z E(Y,) <3c Z 2 < 00.
n=1 n=1
e D.h., die Bedingung (20) ist erfiillt. O
Beachte
e Wenn Xi, Xs,... nicht nur unabhéngige, sondern auch identisch verteilte Zufallsvariablen sind, dann

lassen sich die in Theorem 5.14 formulierten Integrierbarkeitsbedingungen deutlich abschwéchen.

e Der ,Preis” hierfiir ist allerdings, dass nun ein wesentlich umfangreicherer Beweis erforderlich ist, im
Vergleich zum Beweis von Theorem 5.14.

e Dies fiihrt zu der folgenden Version des starken Gesetzes der grofen Zahlen.

Theorem 5.15 Sei X1, X5,...: Q — R eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit E|X;| < oo fiir allei =1,2,...; p =EX,;. Dann gilt Y, fs, w flir n — oo.

o Im Beweis von Theorem 5.15 bendtigen wir mehrere Hilfssitze, die auch von eigensténdigem Interesse sind.

o Zunichst leiten wir eine einfache untere bzw. obere Schranke fiir den Erwartungswert von nichtnegativen
Zufallsvariablen her.

Lemma 5.1 Sei X : Q — [0,00) eine nichtnegative Zufallsvariable mit X € L', d.h. 0 <E X < oco. Dann gilt

iP(XZn)SIEXSl—&-iP(XZn). (21)

Beweis Es gilt

iP(XZn) = ZZPk<X<k:+1) ZkP(k§X<k:+1)

n=1k>n k=1

= ZE (kL pi1) (X)) <
k=0

Mg

E (X Mg p41) (X)) =EX

x>
Il

0

M8

IN

E((k+D)Igen(X) =) (k+1)P(k<X <k+1)

b
Il

> E(
k=0 0

> P(X>n)+> PE<X<k+1)=) P(X>n)+1.
= k=0 n=1

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist die folgende Ungleichung von Kolmogorow.

Lemma 5.2 Seien X1,...,X, : Q — R unabhingige Zufallsvariablen mit E (X?) < co und EX; = 0 fiir jedes
1=1,...,n. Fir jedes € >0 und n € N gilt dann

(53
P, 194 2€) < =5 )

wobei S, = X1+ ...+ X,.
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Beweis

o Sei
A={ g 1Sl 2 e},

und fiir £ = 1,...,n betrachten wir die paarweise disjunkten Mengen
A ={|Si| <ei=1,... . k—1,|S>¢}.

e Dann gilt A =J;_, A und folglich

n

E(S3) > E(Spla) = ) E(Sila,). (23)
k=1

e Weil X,..., X,, unabhingige Zufallsvariablen sind, sind wegen Theorem 3.17 auch S;14, und X141+
...+ X, unabhingige Zufallsvariablen.

e Aus der Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen (vgl. Theorem 4.9) ergibt sich deshalb, dass

E (Sk(Xk+1 + ...+ Xn)]IAk) = E(Sk]IAk)E (Xk+1 +... 4+ X”)
= E(Skla)EXpp1+...+EX,)=0.

e Hieraus ergibt sich, dass

E(Sila,) = E((Sk+ (Xps1+...4+X,))°1a,)
= E(Sila,) +2E (Sk(Xpp1 + ..+ Xp)Ta,) + E (Xpg1 + . + X))’ 1a,)

e Mit Hilfe von (23) ergibt dies, dass

E(S2) > Y E(Sila,)
k=1

2 2 2
Y El,, = P( A): P( Syl > )
) k=1 as k=1 ’ ) 11%1]?%(“‘ H=e O

n

vV

Aufierdem benétigen wir den folgenden Hilfssatz.

Lemma 5.3 Seien X1, Xo,...: Q — R unabhingige Zufallsvariablen mit X,, € L? und EX,, = 0 fiir alle n € N.
Wenn

Y EX} < oo, (24)

n=1

dann gibt es eine Zufallsvariable S : Q@ — R, so dass S, fs, S, wobei S, = X1+ ...+ X,.

Beweis

o Esgilt S, Ls g genau dann, wenn {S,} mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Cauchy—Folge ist.
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o Dies gilt genau dann, wenn fiir jedes € > 0
P(sup|Sn ik = Sal 2 2) =0 (25)
E>1

fiir n — oo; vgl. Theorem 5.1.

e Aufierdem ergibt sich aus Theorem 2.3 und aus der Ungleichung (4.22) von Kolmogorow, dass

P(Sup [Sntk — Sn| > 5) = lim P< max |Spir — Snl| > 5)
k>1 m—oo \1<k<m
n+m 9
< am e E((Y X))
m—oo frt 1
n+m oo
= lim e Y EX)=c? > E(X}),
mmee k=n+41 k=n-+1
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Unabhingigkeit von X7, X5, ... und aus der Annahme, dass
E X, = 0 fir alle n € N, ergibt.
e Hieraus folgt, dass die Bedingung (24) die Konvergenz (25) impliziert. O

Die nichsten beiden Hilfssétze betreffen zwei klassische Konvergenzeigenschaften von Folgen reller Zahlen. Sie
werden in der Literatur Lemma von Toeplitz bzw. Lemma von Kronecker genannt.

Lemma 5.4 (Toeplitz) Seien ay,b,b, € R relle Zahlen mit

0<ar<ax<... und lim a, = c©. (26)
Wenn b, — b, dann gilt
n—1
lim S BT g g, (27)
1— 00 An,
=1
Beweis
o Es gilt die Identitdt
ksl —a ksl —a a
Zwbk_bzzw(bk_b)_;b' (28)
1 79 b1 (79 ap

e Aufierdem ergibt sich aus (26), dass die Summe

n—1

Zak+1—ak_(ln—a1
a a

k=1 n n

monoton gegen 1 konvergiert fiir n — oc.

e Es gelte b, — b, und fiir € > 0 sei ng € N so gewidhlt, dass |b, — b| < ¢ fiir alle n > ny.
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o Wegen (28) gilt dann fiir n > ng

nfla a
k+1 — Ok
’E ;bk—b
k=1 n
’I’Lo—l
Q41 — Qg ap — a aq
< > S b= b e " — b
k‘=1 a'll a’?’l an

o Wegen a,, T oo ergibt sich hieraus, dass fiir jedes hinreichend grofe n

n—la a

k+1 — Qg

‘g LR e —b | < 2e.
QA

k=1

e Damit ist die Behauptung bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann. ]

Lemma 5.5 (Kronecker) Seien a,,c, € R relle Zahlen, so dass die Bedingung (26) erfillt ist. Wenn die Reihe
Y pe ck/ak konvergiert, dann gilt

1 n
lim — =0. 2
nl—{r;o Qp, ; Ck ( 9)

Beweis

e Wir setzen by = 0 und b, = > ;_, ¢/ ay.
e Dann gilt ¢, = ag(br — br—1) und

n n—1

Ck:bn—ngk. (30)
1

1
a
g k=1

e Wenn nun die Reihe Y, ¢x/ax konvergiert, d.h., falls b, — b fiir ein b € R, dann ergibt sich die
Behauptung aus (30) und aus Lemma 5.4. O

Beweis von Theorem 5.15

e Die Behauptung gilt genau dann, wenn

% ((Xl 7EX1) +...+ (Xn *]EXH)) — O

mit Wahrscheinlichkeit 1.

e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dass E X;,, = 0 und zeigen, dass
1
g(X1+...+Xn)—>O (31)

mit Wahrscheinlichkeit 1.
e Aus Lemma 5.1 ergibt sich, dass E|X;| < oo genau dann, wenn >~ P(|X1]| > n) < oc.
e Weil X1, X5, ... identisch verteilt sind, gilt dies genau dann, wenn >~ P(|X,| > n) < cc.

e Wegen des Lemmas von Borel-Cantelli (vgl. Korollar 2.3 und Theorem 2.7) ist das gleichbedeutend
mit P(limsup,{|X,| > n}) =0.

e Hieraus folgt, dass es fiir fast jedes w € Q eine natiirliche Zahl ng = ng(w) gibt, so dass | X, (w)| < n
fiir jedes n > ng gilt.
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e Also gilt (31) genau dann, wenn
(X{+...+X)—0 (32)

S|

mit Wahrscheinlichkeit 1, wobei fiir k =1,...,n
Xp, falls | Xg| < k,
X}, =
0, falls | Xx| > k.

Beachte: Der Ubergang von X}, zu X, wird Abschneidetechnik genannt.

o Weil
E X}, = E (Xp I x, <k}) = E(X1 T x,<ky) = EX1 =0,

ergibt sich aus Lemma 5.4 mit ax = k, dass

1 n
> EX} —0.
n

k=1

Deshalb gilt (32) und damit auch (31) genau dann, wenn
1
(24t Z) =0 (33)
mit Wahrscheinlichkeit 1, wobei Z, = X, —E X;.
e Aus Lemma 5.5 mit ap = k und ¢, = Zx(w) ergibt sich die Giiltigkeit von (33), wenn gezeigt wird,
dass es eine Zufallsvariable Z gibt, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1
m

Jim 3 =2

n=1

Wegen Lemma 5.3 geniigt es nun zu zeigen, dass > . ; n ?E (Z2) < oo.

Dies ergibt sich aus den folgenden Abschitzungen:

0o 72 oo X7)2 e 1 > 1
ZE(TT;) < Z]E<( n’;) ) = ZH—QE(XE]I{\X”KM) = ;ﬁE (XTMgx,1<n})

n=1 n=1 n=1

= Z ﬁ ZE (X12]I{k71§|xl\<k}) = ZE (X12]I{k71§|X1|<k}) Z ﬁ
n=1 k=1 k=1 n=k
1
< 2 Z EE (XTLp1<)x0 <k))
k=1
< QZE(|X1|]I{I§—1§\X1|<I€})
k=1
= 2E ‘X1| < 00,
wobei in der vorletzten Abschitzung die Ungleichung
— 1 2
E_:k S <5 VE21

verwendet wurde, die sich ergibt aus Y oo, n 2 =1+, n % und

=1 © 1 1 2
—< —dr=—— <= Vk > 2.
ZnQ_/k,lzﬁ TR 1Tk -

n=k

e Damit ist Theorem 5.15 bewiesen. O
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5.2.3 Anwendungsbeispiele

1. Buffonsches Nadelexperiment

e Betrachten das System
K={(z,y): (x,y) € {...,—1,0,1,...} x R} C R?
von parallelen und #quidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R?; vgl. auch Ab-

schnitt 2.5.

e Werfen eine Nadel mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R?, wobei mit ,willkiirlich” das folgende
stochastische Modell gemeint ist.

e Betrachten zwei Zufallsvariablen S und T, die die zufillige Lage der Nadel beschreiben, wobei

— S der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur nichsten linksliegenden Nachbargeraden
von K ist,

— T der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet, und

— die Zufallsvariablen S und T unabhingig und gleichverteilt seien auf den Intervallen [0, 1] bzw.
[—7/2,7/2].

e Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
1 1
AZ{O<S<§COST}U{1—§COST<S<1},

dass die willkiirlich geworfene Nadel eine der Geraden von K schneidet.
o Es gilt

P(4) = P(O<S<%cosT)+P<1—%cosT<S<1)

1 71'/2 1 1 ‘71'/2 1
= 7/ P<O<S<fcost)dt+f/ P(lffcost<S<1>dt
w/2 2 /2 2

T g

1 /2 1 1 /2 1
= 7/ 5 costdt—l—f/ gcostdt

T J—x/2 T J—x/2
1 (/2 2

= 7/ costdt = — .
v —7'r/2 i

e Aus der Gleichung P(A) = 2/m ergibt sich nun eine Methode zur experimentellen Bestimmung der
Zahl 7, die auf dem Gesetz der grofen Zahlen beruht.

e Seien (S1,71),...,(Sn, Tn) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Ver-
teilung wie (S5,7T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhingig durchgefiihrten) Nadelexperimenten
auffassen.

e Dann sind Xy, Xo,..., X, mit

1, falls S; < %cosTi oder 1 — %cosTi < S;
X; =

0 sonst,

unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert E X; = 2/m.

e Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass das arithmetische Mittel Y,, = n~! Y X; fast sicher gegen die
i=1

Zahl 2/m strebt.

D.h., fiir groke n ist 2/Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Naherung der Zahl .
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2. Computer—Algorithmus zur Bestimmung von T

Ein einfacher Algorithmus zur Monte-Carlo-Simulation der Zahl 7 hingt mit dem folgenden geometri-
schen Sachverhalt zusammen.

Betrachten das Quadrat
B=[-1,1] x [-1,1] c R?
und den Kreis
C={(z,y): (z,y) € B, 2> +y* < 1}.
Werfen einen Punkt willkiirlich in die Menge B.

D.h., wir betrachten zwei unabhingige Zufallsvariablen S und T, die jeweils gleichverteilt auf dem
Intervall [—1, 1] sind.

Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A={(S,T)eC}={S*+T? <1},

dass der ,zufillige Punkt” (S,7T) in C C B liegt.
Es gilt

C
P(A):P(SQ+T2<1)::B|:Z,

wobei |B|, |C| den Flicheninhalt von B bzw. C bezeichnet.

Ahnlich wie beim Buffonschen Nadelexperiment ergibt sich nun aus der Gleichung P(A) = 7/4 eine
weitere Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die auf dem Gesetz der groken Zahlen
beruht und die sich leicht implementieren 1&sst.

Seien (S1,T1),...,(Sn,Ty) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Ver-
teilung wie (5,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhéngig durchgefiihrten) Experimenten auffas-
sen.

Dann sind X4, Xo, ..., X,, mit
1, falls S?+7T7 <1
X, =
0 sonst

unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert E X; = /4.

Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass das arithmetische Mittel Y,, =n~! 3" X; fast sicher gegen die

i=1
Zahl 7/4 strebt.
D.h., fiir grofe n ist 4Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Ndherung der Zahl .

Beachte: Bei der Implementierung dieser Monte—Carlo—Simulation kann man wie folgt vorgehen.

— Erzeuge 2n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen z1, ..., 29, mit einem Zufallszahlengene-
rator.

— Setze s; =2z; —lund t; =2z, — 1 fire=1,...,n.

— Setze

1, fallss?+t?2 <1
€Xr; =
0 sonst

— Berechne 4(z1 + ... + z,)/n.

3. Numerische Berechnung von Integralen durch Monte-Carlo-Simulation

Sei ¢ : [0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion.



5 KONVERGENZARTEN UND GRENZWERTSATZE 106

o Mittels Monte-Carlo-Simulation soll der Wert des Integrals fol () dr bestimmt werden.

e Seien X1, Xo,...:  — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable, die auf dem Intervall
[0, 1] gleichverteilt sind.

e Auflerdem sei Zp = p(Xy) fiir jedes k =1,2,.. ..
e Wegen Theorem 3.17 sind dann auch Z;, Zs, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable,

e und es gilt
1 1
2= | e@)fs,(@)do= [ ola)d.
0 0
e Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem 5.15) ergibt sich nun, dass fiir n — oo
1 n fs 1
— Z Zp —> p(z)de.
n 0
k=1
e D.h., fiir grobe n ist das arithmetische Mittel % v—1 Z) mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute

N#herung des Integrals fol o(x)dz.

e Beachte: Bei der Implementierung dieser Monte—Carlo—Simulation kann man wie folgt vorgehen.

— Erzeuge n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen 21, ..., z, mit einem Zufallszahlengenera-
tor.
— Setze 2, = ¢(xx) fiir k=1,...,n und berechne £ >")'_, 2.

4. Probabilistischer Beweis des Approximationssatzes von Weierstrass

e Sei ¢ :[0,1] — [0, 1] eine stetige (und somit beschrinkte) Funktion.

o Mit Hilfe des starken Gesetzes der grofen Zahlen (vgl. Theorem 5.15) zeigen wir, dass sich die Funktion
¢ gleichmifig durch Polynome approximieren l&sst.

e Seien X7, Xs,...: Q@ — R unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X ~ Bin(1,p),
wobei 0 < p < 1.

e Aus Theorem 5.15 folgt dann, dass Y, Ls, p, wobel Y,, = %(Xl +... .+ X,).

e Wir zeigen nun, dass dariiber hinaus fiir n — oo

Ep(Yn) — ¢(p) (34)

gleichmifig in p € [0, 1] gilt.
o Fiir € > 0 sei 6 > 0 so gewdhls, dass |p(x) — ¢(p)| < ¢, falls |z — p| < 4.
e Mit der Schreibweise b = sup,¢[o,1) »(7) gilt dann die Abschitzung

IE (0(Yn) — ¢(p))| E|o(Yn) — 0(p)]

E (le(Yn) — @)y, —pi<s}) + E (Ie(Yn) — o(0) | L)y, —pi>6})
e+ 20P(|Y, — p| > 0)

€+ 2be,

INIA

wobel sich die letzte Ungleichung aus der Tschebyschew-Ungleichung (4.72) ergibt.
e Denn wegen (4.72) gilt (gleichmafig in p € [0, 1])

p(l-p _ 1
P(|Yn*p|>5)§wﬁﬁﬁ€

fiir jedes hinreichend grofie n € N.
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Damit ist (34) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann.

Weil nY,, binomialverteilt ist, gilt
n n L
() =3t/ () -p, (35)
k=0

und diese Polynome in p € [0, 1] konvergieren wegen (34) gleichméfig in p € [0, 1] gegen ¢(p).

Beachte: Die Polynome in (35) werden Bernstein—Polynome genannt.

5. Fine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P) = ([0, 1], B([0, 1]), P), wobei P die Gleichver-
teilung auf B([0,1]) sei.

Die Dezimalbruchentwicklung
w=0.x12223 ...

ist (bis auf eine abzéhlbare Ausnahmemenge) fiir fast jedes w € [0, 1] eindeutig festgelegt.

Dabei heift w € [0, 1] normal, wenn in der Dezimalbruchentwicklung
w=0.x12223 ...

jede endliche Ziffernfolge a = (a1, ..., ax) mit der relativen Hiufigkeit 10~* vorkommt.
Wir zeigen, dass fast jede Zahl w € [0, 1] normal ist,
d.h., dass fiir jedes k € N und fiir jedes a € (0,1,...,9)%

L _
Jim Z; Loy (%, Tig1, - - -, Tigp—1) = 10°F (36)

fiir fast jedes w = 0.z 2923 . .. gilt.
Sei X;(w) = x; die i—te Ziffer in der Dezimalbruchentwicklung von w.
Weil fiir jedes m > 1 und jedes b = (by,...,by) € (0,...,9)™ die Menge

{Xi1=b1,.... X =bn} C[0,1]
ein Intervall der Lange 10™™ ist, gilt
PX1=0by,...,Xn=0bp)=100"=P(X1=01)... P(X;, = bp,) .

Deshalb sind X7, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable, deren Verteilung die (dis-
krete) Gleichverteilung auf {0,1,...,9} ist.

Aus Theorem 5.15 ergibt sich dann sofort die Giiltigkeit von (36) fiir £ = 1.
Sei nun k£ > 1.

Fir a = (a1,...,ax), fiir j € {1,...,k} und fiir i > 0 setzen wir
Zz(j)(w) = ]I{Xik+_7':a17~~-7Xik+j+k—1:alc}(w)'

Fiir jedes j € {1,...,k} sind Z:Ej), Zéj), ... unabhéngige (wegen Theorem 3.17) und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit

P(ZY9 =1) = P(Xipsj = ar, ..., Xipsjin1 = a) = 107*

und somit EZZ-(j) =10"*.
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Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass
R P PR
nleOO - ;_1 Z7(w) =10 (37)

fiir jedes w € [0,1] \ B;(a), wobei B;(a) € B([0,1]) eine Ausnahmemenge ist mit
P(Bj(a)) =0. (38)

Fiir jedes k > 1 gibt es nur endlich viele ¢ und endlich viele j.

Weil deshalb
B= | Bj(a)

k,a,j
die Vereinigung von abzéhlbar vielen Mengen ist, ergibt sich aus (38), dass auch P(B) = 0.
Wegen (37) gilt nun

n

nlingo o Zl Loy (Tikajy - > Tikgjrr—1) = 107"

fiir beliebige w = 0.x122... € B, k> 1, a = (a1,...,ax) und j € {1,...,k}.

Hieraus folgt, dass
Ll k
nh—>n;olo -~ ; Moy (i, .o, Tigp—1) = 10 K

fiir beliebige w = 0.7122... € B¢, k> 1und a € (0,1,...,9)".

6. Erneuerungsprozesse

Seien X7, Xs,... : @ — (0,00) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable, die nur positive
Werte annehmen kénnen; 0 < p =E X; < 0.

Die Zufallsvariable X,, kann man als Modell fiir die zufillige Zeitdauer deuten, die zwischen dem
(n — 1)~ten und n—ten Eintreten eines biologischen, Skonomischen oder technischen Systems in einen
bestimmten (kritischen) Systemzustand vergeht.

Im Englischen spricht man dann von interoccurrence time.

Beispielsweise kann X, die zufallige Zeitdauer zwischen dem (n — 1)—ten und n—ten Ausfallzeitpunkt
eines technischen Systems sein.

Wenn das System unmittelbar nach jedem Ausfall vollstindig repariert wird, dann kann man S,, =
X1+ ...+ X, als den n—ten Erneuerungszeitpunkt des Systems auffassen.

Fiir jedes t > 0 ist N(t) = Y7, T, <4y die zuféllige Anzahl von Erneuerungen im Intervall (0,¢].
Die Familie {N(t), t > 0} von Zufallsvariablen heift Erneuerungszihlprozess.
Aus Theorem 5.15 folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

N(t
lim NG =pu L. (39)
t—oo
Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
Fiir jedes ¢t > 0 gilt
P(N(t) < ) =1, (40)

denn aus Theorem 5.15 folgt, dass lim,,_.o, S;, = co mit Wahrscheinlichkeit 1.
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e Beachte. Man kann (40) auch auf direktem Wege beweisen, denn es gilt

P(N(t)=00) = P(S,<t,Vn>1)
< P(Xk(n—1)+1 + ... +an < t7 Vn > 1)

mlgnoo H P(Xk(nfl)%»l +oo At X < t)

n=1

= lim (P(X;+...+ X, <t))" =0,

m—

weil P(X; + ...+ X <t) <1 fir jedes hinreichend grofse k € N.

e Auflerdem ist N(t,w) fiir jedes w € Q monoton nichtfallend in ¢t > 0, d.h., der Grenzwert lim;_., N(¢,w)
existiert fiir jedes w € Q.

e Dariiber hinaus gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

tlim N(t) =0, (41)
weil
P(Jim V() <o) = Jim P(Jim N0) < k)

= klim tlim P(N(t) < k)

= lim lim P(Sk >t)

k—oo t—

IA

lim lim (P(Xy >k~ ")+ ...+ P(X, > k™ 't)) =0.

k—oo0 t—00

e Aus Theorem 5.15 folgt also, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

SN(t)
1 =pu.
M N = 2
o Auferdem gilt fiir beliebige t > 0 und n € N
{N@#)=n}={S, <t < Spi1}- (43)

e Folglich gilt SN(t) <t< SN(t)Jrl bzw.

SN(t) t < SN(t)-H N(t) +1

NI SNO S NO+1 N vE= X

o Hieraus und aus (42) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (39).

5.3 Zentraler Grenzwertsatz

e Wir diskutieren nun eine weitere Kategorie von Grenzwertsitzen.
e Dabei wird die Summe X; + ...+ X, jetzt auf andere Weise als beim Gesetz der grofsen Zahlen normiert.

e Wihrend die Normierung 1/n beim Gesetz der grofen Zahlen zu dem deterministischen Grenzwert p fiithrt,
wird nun die (kleinere) Normierung 1/y/n betrachtet, die zu einem nichtdeterministischen, d.h. zufilligen
Grenzwert fiihrt.

o Angtelle der fast sicheren Konvergenz bzw. der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, die beim Gesetz der
grofien Zahlen betrachtet wird, erfolgt jetzt die Konvergenz in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable.

e Aussagen dieses Typs heifen zentraler Grenzwertsatz.



5 KONVERGENZARTEN UND GRENZWERTSATZE 110

5.3.1 Zentraler Grenzwertsatz fiir Summen von unabhingigen Zufallsvariablen

In Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes von DeMoivre-Laplace, der bereits in Abschnitt 3.2.3 erwihnt
wurde, leiten wir den folgenden zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen her.

Theorem 5.16 Sei X1, X5,...: Q — R eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit B (X?) < oo und Var X; > 0 fiir alle i = 1,2,...; p = EX;, 02 = Var X;. Dann gilt fiir jedes v € R

Xi+...+ X, -

ay/n

wobei ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P(

n—oo

Im Bewets von Theorem 5.16 benutzen wir eine Approximationsmethode, die auf G. Kersting zuriickgeht. Dabei
bendtigen wir mehrere Hilfssétze, die auch von eigenstédndigem Interesse sind.

Zunichst betrachten wir eine Reihe von analytischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Vertei-

lung, die gegeben ist durch
2

d(x) = \/% _; exp(—%) dv Ve e R. (45)

Lemma 5.6

1. Die Funktion ® : R — [0, 1] ist unendlich oft differenzierbar.

2. Simtliche Ableitungen ®™ von ® sind beschrinkte Funktionen (n € N), und es gilt

1
sup @M (z) =M (0) = — <1 46
sup®1)(a) = 8(0) = —— < (16)
und
sup |z @M (z)] < o0, sup |20 (z)| < 00 (47)
z€R reR
3. Auferdem gilt die Identitat
o (z) = —zoW(z) VzeR. (48)

Der Beweis von Lemma 5.6 ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (45) der Verteilungsfunktion ®
der N(0,1)-Verteilung.

Der néchste Hilfssatz enthilt eine niitzliche (gleichméfige) Stetigkeitseigenschaft von ®.

Lemma 5.7 Sei X € L? eine beliebige Zufallsvariable mit
EX =0, VarX =1 (49)

und
P(IX|<c)=1 (50)

fiir eine Konstante ¢ < co. Mit der Schreibweise o, = /(n+ 1)/n und 8, = 1/v/n gilt dann fir n — co

1
up B (20 — . X) — #(@)] = O 7). (51)
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Beweis

e Fiir 2,y € R mit |y| < ¢ entwickeln wir die Verteilungsfunktion ® im Punkt o,z in eine Taylor—Reihe
und erhalten

O(anr — Bry) = P(anz) — By @(1)(anx) + %(ﬂny)Z (3 (anz) — é(ﬂny)B o (anz — 06ny) (52)
mit 0] < 1.

e Weil ®®) beschrinkt ist und |y| < ¢, hat der letzte Summand auf der rechten Seite von (52) die
Grokenordnung O(n=3/2).

e Durch Taylorentwicklung der Funktion f(x) = v/x im Punkt z¢ = 1 ergibt sich, dass
1

ap =1+ % +O(n72)'

e Deshalb ergibt die Taylorentwicklung von ® im Punkt z den Ausdruck

D(apz) = @(z)+ (% + O(n_Q)) 2®W (z)

(o) 5o (o)

mit 0] < 1.
e Wegen (47) ergibt sich hieraus, dass

B(onz) = () + % W (z) + O(n~2). (53)

e Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass
2@ (ay7) = 0P (1) + o 8P(2) + O(n~?), (54)
n

wobei

supz®®) () < 00.
z€R

e Wenn nun (53) und (54) in die Taylor-Reihe (52) eingesetzt werden, ergibt sich der Ausdruck

2
€T .
(ane — Buy) - D(a) = o oW (2) — By @V (anz) + é’fn 3@ (2) + O(n=3/?).

e Weil EX =0 und Var X = 1 vorausgesetzt wird (vgl. (49)), folgt hieraus, dass

1
E®(0nz — BuX) — ®(z) = % 20(2) + 5- 8 (2) + O ~*?).

e Wegen der Identitét
T 1
iy 1€0) — @ () =
5, 27 (@) + 5 2 (2) =0
fiir jedes = € R (vgl. (48)), ergibt dies die Behauptung. O

Definition Fiir beliebige Verteilungsfunktionen F, G : R — [0, 1] sei

d(F,G) = sup| F(z) ~ G(a)]. (55)

Die in (55) gegebene Abstandsfunktion heift Supremum—Metrik.
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Beachte Anstelle d(F,G) schreiben wir manchmal auch d(X,Y) oder d(X, G), falls X und Y Zufallsvariablen
mit den Verteilungsfunktionen F' bzw. G sind.

Lemma 5.8 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen mit Y € L2, und sei ® die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung N(0,1). Wenn E (Y?) < ¢, dann gilt

d(X +Y,®) < d(X,®)+ 23, (56)

Beweis
e Fiir die erste Ableitung ®*) von @ gilt @) (x) < 1 fiir jedes = € R; vgl. (46).
e Hieraus folgt, dass fiir beliebige € R und § > 0
[P(x£0) —P(z)] <. (57)

e Auflerdem gilt
{X<z—-46}Cc{Y >0} U{X+Y <z}

und
{X+Y <z} c{X<z+diu{Y <-6}.

e Also gilt

PX<z—-90)—PY > <PX+Y<z)<PX<z+46)+PY <-9).
o Wegen (57) ergibt sich nun hieraus, dass

PX<z—-9)—P(x—-06)—6—PY >90) PX+Y <z)—®(x)

<
< P(X<z+08)—®(x+08)+05+P(Y <—0).

e Wenn die erste Ungleichung mit —1 multipliziert wird, dann impliziert dies, dass
P(z) —PX+Y <z)<|P(x—06)—PX <z-96)|+5+ P >9)

und
PX+4Y<z)—P(z)<|P(X<z+4)—P(x+)|+5+PY <-9).

e Hieraus folgt, dass
dAX+Y,0) <d(X,®)+5+ P(Y| >9), (58)

weil

max{P(Y >4), P(Y < =)} <P(Y >6)+P(Y < =6)=P(]Y| > ).
e Genauso wie im Beweis der Tschebyschew—Ungleichung (4.72) kann man zeigen, dass fiir jedes § > 0
S2P(JY|>6) <E(Y?).

e Fiir § = ¢!/3 ergibt sich hieraus und aus E (Y?) < ¢, dass P(|Y] > ¢!/3) < ¢'/3.

e Dies und (58) liefert nun die Behauptung. O

In dem folgenden Hilfssatz leiten wir Bedingungen her, unter denen die Summe von unabhéngigen (nichtnotwendig
identisch verteilten) diskreten Zufallsvariablen ndherungsweise normalverteilt ist.
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Lemma 5.9 Seien X1, Xo,...: Q — R unabhdngige diskrete Zufallsvariable, die jeweils nur endlich viele ver-
schiedene Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen. Wenn
EX, =0, Var X, =1 Yn e N (59)
und falls es eine Konstante ¢ < oo ¢ibt, so dass
| Xn| <c Vn eN, (60)
dann gilt
Ay, ®) —0 (61)

fiir n — oo, wobei Y, = (X1 + ...+ Xp)/V/n.

Beweis

e Sei Y eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable, die unabhéngig von der Folge X, Xo, ... ist.
e Fiir eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl ng und fiir jedes n > ng betrachten wir die

Zufallsvariable
1
Zn: Y+T( 75”1))’
wobei S, = X1 + ...+ X,.
e Dann gilt
Tir = |z — X (62)
n+l — n+ 1 n \/m n+1 -
e Die Zufallsvariable X, 11 moge die Werte x1,...,x, mit den Wahrscheinlichkeiten p;,...,p,, > 0

annehmen; p1 + ...+ py = 1.

o Weil die beiden Summanden auf der rechten Seite von (62) unabhingig sind, lésst sich die Verteilungs-
funktion F,41(x) = P(Z,+1 < ) von Z,41 wie folgt durch F,(x) = P(Z, < z) ausdriicken:

n 1
F, - P(,/7Zn< - X, )
+1(x) n4+1 > \/m +1
= ZP z; P(,/ " g <o x | X —x.)
— n+1 — L5 n+1 n > \/m n+1 n+l — 44
[ n 1
;p n+1 vn—+1
m TL+1 1
= Zp1 n( z*ﬁln)
n+1 1
E Fn(1/7 _ X, ) .

e Mit der Schreibweise o, = v/(n +1)/n und 3, = 1/+/n ergibt sich hieraus, dass
Fopi(z) —®(z) =E (Fn(ana: — BnXnt1) — Planz — ﬁan+1)) +E (CID(ana: — BnXnt1) — @(x)) .

e Also gilt

d(Fn,+17 (b) S d(Fn7 é) + SuFR? UE ((I)(Oénz - ﬂan-&-l) - (I)('I)” )
e

weil

SlelgUE ( anx - ﬁn n+1) - (I)(an‘L - ﬂan+1))|

< E SU§|FH(O£”,I = BnXnt1) — ®lanr — B, n+1)|
S

= d(Fp,®).
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e Wegen Lemma 5.7 gibt es deshalb eine Konstante ¢’ < oo, so dass fiir jedes ng € N und fiir jedes
n > ng

A(F,®) < d(Fy_1,®)+ (n—1)"%?

n—1
< d(F,, @)+ Y i,

i:nofl
o Weil d(Fy,,®) = 0, ergibt sich hieraus, dass
oo
A(Zn, ®) = d(F,,®) < Y i %2
1=no

e Weil die Reihe in der letzten Abschitzung gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, gibt es fiir
jedes € > 0 ein ng € N, so dass fiir jedes n > ng

A(Z,,®) < = . (63)

[NCRNO)

o Auferdem ergibt sich aus der Rekursionsformel (62), dass fiir jedes np € N

1 o
Y*_anisn —/ =Y
" v\ n

Tim E((Y) - Z,)?) = lim E ((\/TY - % 5,1,0)2) ~0.

e Hieraus und aus (63) ergibt sich wegen Lemma 5.8, dass fiir jedes hinreichend grofie n

und dass somit

d(Y*, @) <e.

e Weil € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, ist damit die Behauptung bewiesen. ]

Beweis von Theorem 5.16

e Fir jedes m € N setzen wir

e Auflerdem sei
Zm,i = Som(Xz) 5 Hm = ]EZm,z 3 0—7277, =E ((Zm,z - Nm)Q) .

e Dann gilt fiir m — oo

o — o =E X1, o — o2, E((Zm’i—XZ-)2) —0. (64)

e Fiir beliebige 7,m € N betrachten wir nun die Zufallsvariable

Zm,i — HUm
Om '

Xm,i =
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e Weil dann die Folge X, 1, Xi,2,... den Bedingungen von Lemma 5.9 fiir jedes beliebige, jedoch fest

vorgegebene m € N geniigt, gilt also
lim d(Y,;, ,,®) =0,

n—oo

wobei

1
Y = —(X,, o+ Xon) .
m,n \/ﬁ ( 1+ + s )
e Wir betrachten nun die Differenz

Um
A Ve (7
n m,n e

- 1)Yn*z,n + % ;((XZ - N) - (Zm,i - Mm))

und schitzen ihr zweites Moment nach oben ab, wobei

1
Yi=—+ (X D, S .
n U\/ﬁ( 1+ + nlu‘)

(65)

o Wenn wir die beiden Summanden auf der rechten Seite der Identitit (66) mit U, , baw. Vi, n be-

zeichnen, dann erhalten wir
2
E(Ufn,n) = (Uﬂ - 1)

o
und

1 1
E(V72,)= §Var (X1 — Zm1) < QE (X1 = Zm1)?),

weil die Summanden von V;, , unabhingig und identisch verteilt sind und weil ihr Erwartungswert

gleich Null ist.
e Aus (64) und aus der Minkowski-Ungleichung (4.68) ergibt sich nun, dass

lim supE ((Y,; — Y ,)%) =0.

- m,n
m—00 N

e Hieraus und aus (65) ergibt sich mit Hilfe von Lemma 5.8, dass

lim d(Y,’,®) =0.

n—o0

Korollar 5.4 Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.16 gilt

X X, -
lim P( Ul e Bl < x) = O(z)
n—oo O'\/ﬁ
fiir jedes x € R, und
X, 4. +X, -
lim P(a <t el b) = &(b) — ®(a)
n— 00 O'\/ﬁ

fiir beliebige a,b € R mit a < b.

Beweis

e Die Behauptung (67) ergibt sich aus Theorem 5.16, weil

Xi+...+ X, - ) Xi+...+ X, -
lim supP( L e < x) < lim supP( O e < x)
n—oo U\/ﬁ n—oo O'\/ﬁ

weil fiir jedes h > 0

= ®(z),

(Xl—&-...—i—Xn—nu
ovn

und weil die Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)—Verteilung stetig ist.

®(x — h) =liminf P

n—oo

< :c—h) < liminf P

n—oo

ov/n

X o+ X, -
( 1+ + n,u<x
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e Die Behauptung (68) ergibt sich nun aus Theorem 5.16 und aus (67), denn es gilt

limP(a§X1+"'+X”7nu§b)
n—oo O'\/ﬁ
_ hm(P<X1+...+Xn—nu§b>_P(X1+...+Xn—n,u<a)>

n—oo 0'\/ﬁ U\/ﬁ

X X, - X X, -

_ 1imP( 1t FAn ”“gb)—hmp( 1t W<a)

n— 00 o'\/ﬁ n—00 O’\/ﬁ
= &) — D(a). O

5.3.2 Anwendungsbeispiele

Wir diskutieren nun eine Reihe von Anwendungsbeispielen des zentralen Grenzwertsatzes, der in Theorem 5.16
bzw. Korollar 5.4 gegeben ist.

1.  mazimaler Gewinn bei n—maligem Minzwurf

e Seien X7, X5,...: Q2 — R unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

1
PX;=1)=PX;=-1)= 3
Wir deuten X; als den zufilligen Gewinn beim i—ten Miinzwurf und betrachten die maximale (kumu-

lative) Gewinnsumme

M, = max S;,
j=1,....n

die beim n-maligen Werfen einer Miinze erzielt wird, wobei S; = > 7_, X.

Es gilt
M, 2 [T
lim P(— < x) - \/>/ eV 2dy Wz >0. (69)
n—oo  \\/m T Jo

e D.h., die normierten Maxima M, /y/n streben in Verteilung gegen die sogenannte asymmetrische
(Standard-) Normalverteilung.

Dies kann man sich wie folgt iberlegen: Fiir jedes m € N gilt
PM,>m) = P(M,>m,S, <m)+ P(M,>m,S, =m)+ P(M, >m,S, >m)
P(M,, >m,S, <m)+ P(S, =m)+ P(S, >m).

Aufterdem gilt P(M,, > m, S, > m) = P(M,, > m,S, <m), denn

n—1
P(M, >m,S, >m) = ZP(Sl <m,...,Sj—1<m,S; =m,S, >m)

j=1
n—1

= Y P(Si<m,....Si_1 <m,S;=m,S, —S;>0)
j=1
n—1

= Y P(Si<m,...,81<m,58;=m)P(S, - S; >0)
j=1

n—1
= ZP(Sl <m,...,Sj_1 <m,Sj:m)P(Snij <0)
j=1

= P(Mn >m, S, < TT))
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Also gilt fiir jedes m € N
P(M, > m) =2P(S, >m)+ P(S, =m) =2P(S, >m)— P(S, =m).
Hieraus folgt, dass fiir jedes > 0 und m,, = min{i € N: i > zv/n}

P(% > l) = P(M, > my) = 2P<\S/% > l) — P(Sy, = my). (70)

Weil 4 =E X; =0 und 02 = EX? = 1, ergibt sich aus Theorem 5.16, dass

lim P(j% >x) =1-o(x)

n—oo

und dass es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt, so dass

P(Snzmn)§P< )SQE

S’”,
i =
fiir jedes n > ng, wobei sich die letzte Ungleichung aus (46) und durch die erneute Anwendung von
Theorem 5.16 ergibt.

Hieraus und aus (70) ergibt sich nun die Behauptung (69).

2. fehlerbehaftete Messungen

So wie in dem Beispiel, das bereits in Abschnitt 4.4.3 betrachtet wurde, nehmen wir an, dass die n—te
Messung einer (unbekannten) Groke p € R den Wert p + X, (w) liefert fir w € Q.

Die Messfehler X7, Xo, ... seien unabhfngige und identisch verteilte Zufallsvariablen.
Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, dass E X,, = 0 und Var X,, = 2.

Ein Ansatz zur ,Schitzung” der unbekannten GroRe p ist durch Y, = n='>""  (p + X;), d.h. durch
das arithmetische Mittel der zufilligen Messwerte o + X; gegeben.

Mit Hilfe von Korollar 5.4 14sst sich die Wahrscheinlichkeit P(|Y,, — u| > €), dass der Schitzfehler
|Y,, — u| grofer als e ist, ndherungsweise bestimmen.

Und zwar gilt fiir groke n

Xi+...+X evn
P(Yn—pl>e) = P(‘ : ovn - )
o
N o
_ _p sfin&- +Xn§€\/ﬁ)
ov/n o

® 1) o( )

- a(i-a(2).

3. Summen mit einer zufdlligen Anzahl von Summanden

Mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme 5.9 und 5.11) zeigen wir nun, wie die Aussage
von Theorem 5.16 auf den Fall von Summen mit einer zufilligen Anzahl von Summanden iibertragen
werden kann.

Seien X1, Xs,... : © — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X, € L? und
Var X,, > 0.
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e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dass E X,, = 0 und Var X,, = 1.

e Auflerdem sei Ny, Na,...: Q — N eine Folge von Zufallsvariablen, so dass N1 < No < ...und N,, — o0
mit Wahrscheinlichkeit 1.
e Wenn es Konstanten aj,as,... >0 und ¢ > 0 mit a3 < ag < ... und a, — oo gibt, so dass
N,
AL N (71)
an

fiir n — oo, dann gilt

S S
\/LN;;LZ und \/%i»ﬁz, (72)

wobei S, = X1 + ...+ X,, und Z eine N(0, 1)—verteilte Zufallsvariable ist.
o Die Giiltigkeit von (72) kann man sich wie folgt iiberlegen.
e Sei k, = |ca,| der ganzzahlige Anteil von cay,.

e Wegen (71) gilt dann auch

N, kn
HLI bzw. Fni’l (73)
fiir n — oo.
o Aufierdem gilt
SN, _ /ki(sk,,L . SN, Sk”)
VN, Np \ky, Vkn
und, wegen Theorem 5.16,
Ska A
VEky

e Wegen (73) und wegen des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme 5.9 und 5.11) geniigt es nun noch zu

zeigen, dass
SN, — Sk, P

0 74
= (74)
fiir n — oo.

e Fir beliebige €, > 0 gilt

P(lan - Sk‘n| > 6\/]{57") = P(‘SNn - Skn| > 6\/]{;;”7 |Nn - k’n| S 5kn)
+P(|SNn - Skn| > 6\/]{7713 |Nn - kn‘ > 6kn)
P(ISn, — Sk, | > eV/kn, |No — kn| < 0ky) + P(INn — k| > 0k) -

IN

e Wegen (73) konvergiert der zweite Summand gegen 0 fiir n — oo.

e Der erste Summand lasst sich wie folgt weiter nach oben abschétzen:

P — N _ < - p B
(|SN,,L Skn > 5\/57 | n kn‘ > 6kn) > (knﬁjrél(al)—(i-é)kn ‘Sj Sk” > 8\/@)
F i kn
((1*5)%3%(]519" 155 = S| > €\F>
B k,e? [y
< 20+
= 2

wobel sich die vorletzte Abschitzung aus der Ungleichung von Kolmogorow (vgl. Lemma 5.2) ergibt.

o Weil 6 > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, ergibt sich hieraus die Giltigkeit von (74).
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e Damit ist die erste Teilaussage in (72) bewiesen. Die zweite Teilaussage ergibt sich aus der ersten
Teilaussage in (72) und aus dem Satz von Slutsky (vgl. die Theorem 5.11).

4. Erneuerungsprozesse
e Seien X7, Xs,... :  — (0,00) unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariable, die nur positive
Werte annehmen koénnen; 0 < p =FE X; < 00, 0 < Var X7 < 0.

e Dann kann man S, = X; +...+ X, als den n-ten Erneuerungszeitpunkt eines (biologischen, 6konomi-
schen, technischen) Systems auffassen; vgl. Beispiel 6 in Abschnitt 5.2.3.

o Wir betrachten die zuféllige Anzahl N(t) = >, ;g <4 von Erneuerungen im Intervall (0,¢]; ¢ > 0.

e Fiir den Erneuerungszahlprozess {N(t), t > 0} kann man nun den folgenden zentralen Grenzwertsatz

beweisen.
e Fiir jedes z € R gilt
N(t) —tu~!
lim P(()i” < x) = (), (75)
t—oo vt

wobei ¢ = 73 Var X1 und ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
e Die Giiltigkeit von (75) ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.

e Zunichst ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 5.16, dass die Konvergenz

. Sn —np
1 Pl——— < = 76
i (m—x) (z) (76)

gleichméfig in x € R erfolgt.
e Mit der Schreibweise m(t) = |zv/ct +tu~t] gilt aukerdem

P(N(t) < zvet +tut)

= P(Sm(t)+1 >t)
Sm()+1 — p(m(t) +1) t — p(m(t) +1)
P( V/(m(t) + 1)Var X; ~ v (m(t) +1)VarX1)'

e Also gilt
’P( )\F w <:r> fé(x)’
1 — p(m(t) +1) t—p(m(t) +1) t—p(m(t) +1)
‘ ( - VarX1 ~ \/(m(lt)—l—l)Vaer) - <1_(I)(\/(m(l:)+1)VarX1>)‘

(- ( )(flivlilﬁ)) #()]

o Auferdem gilt fiir jedes z € R

lim m(t) = 75lim lzvet +tu™ | = 0o

t—o0
e Wegen (76) und wegen der Symmetrieeigenschaft
1—®(—z) = d(x) Vz e R
der Verteilungsfunktion ® der N (0, 1)—Verteilung geniigt es somit noch zu zeigen, dass

o) (77)
t—oo \/m(t)Var X
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o Weil m(t) = zvet +tp=t +e(t) mit 0 < |e(¢)| < 1 fiir jedes t > 0 gilt

t— um(t) = paet —t— pe(t)
m(t)Var X1 m(t)Var X,

v/t Var X1t pe(t)

—x B 7
\//flVar Xyt + wVar XV + Var Xpe(t)  Vm(B)Var X,

wobei der erste Summand gegen —z und der zweite Summand gegen 0 strebt fiir ¢ — oco.

e Damit ist die Behauptung (75) bewiesen.

5.3.3 Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen sind ein wichtiges analytisches Hilfsmittel in der Stochastik, insbesondere bei der
Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen von unabhéngigen, jedoch nichtnotwendig identisch ver-
teilten Zufallsvariablen; vgl. die Abschnitte 5.3.4 und 5.3.5.

e In diesem Zusammenhang betrachten wir Funktionen, die Werte in der Menge C der komplexen Zahlen
annehmen.

e Fiir jedes z =z 4+ iy € C bezeichne dabei Rz = x bzw. Zz = y den Realteil bzw. den Imagindrteil von z.
e Auferdem sei z =x — iy € C die zu z = z + iy € C konjugiert komplexe Zahl.
e Es gilt Z = z genau dann, wenn Zz = 0, d.h., wenn z € R.
e Der Betrag |z| von z € C ist gegeben durch
ol = VaT 2,
d.h. [z = 2z

e Eine wichtige Rolle spielt die komplexe Exponentialfunktion e't, die gegeben ist durch e'! = cost+1i sint fiir
jedes t € R.

e Dabei gilt e7* = ¢it und |e'f| = 1 fiir jedes ¢ € R bzw. et = eZe? fiir beliebige z, 2’ € C.
e AuBerdem gilt die Taylor—Reihenentwicklung

et =" (ié?n VteR. (78)

n=0

Definition Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable. Die charakteristische Funktion px : R — C von X ist
dann gegeben durch

ox () = EeitX = /R A APy (), (79)

wobei das Integral als Lebesgue—Stieltjes—Integral aufgefasst wird.
Beachte

e Der Erwartungswert Ee''X der Zufallsvariablen e!*X : Q — C in (79) wird jeweils separat fiir den
Realteil bzw. den Imaginérteil gebildet, d.h.

X — | cos(tr z)+1i [ sin(tz z).
Ee —/]R (tx) dFx(x) + /]R (tz) dFx(z)
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e Weil die Funktionen sin : R — [—1,1] und cos : R — [—1,1] beschréankt und stetig sind, ist der
Erwartungswert E e! ‘X fiir jede Zufallsvariable X : Q — R wohldefiniert, ohne dass es einer zusitzlichen
Integrierbarkeitsbedingung bedarf.

Wir zeigen zunéchst einige elementare Eigenschaften von charakteristischen Funktionen.

Theorem 5.17 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, und seien a,b € R beliebige reelle Zahlen. Dann
gilt:

1. Fiir jedes t € R ist
lpx ()] < ¢x(0) =1 (80)

und

ox(—t) = ¢x(t). (81)
2. Die charakteristische Funktion ¢x : R — C ist gleichmafig stetig.

3. Fiir die charakteristische Funktion oy vonY = aX + b gilt

oy (t) = eltpx (at) vVt e R. (82)

Beweis

e Die Giiltigkeit von (80) ergibt sich aus der Jensen-Ungleichung (4.71), denn fiir jedes t € R gilt
2

lox(®)? = ’/ cos(tx) dFx (x) +1 / sin(tz) dFx (l)‘

R R
2
(/ cos(tx) dFX(x)) + (/ sin(tx) dFX(m))
R R
/ cos?(tx) dFx (x) + / sin?(tx) dFx ()
R

R

/((6052(t;v) + sin®(tz)) dFx (z) = 1 (: ox (0)) .
R

2

IN

e Die Gleichung (81) ergibt sich auf dhnliche Weise, denn es gilt fiir jedes ¢t € R
px(~t) = Ee'™¥
/ cos(—tz) dFx(z) +1i / sin(—tz) dFx ()
R R

/R cos(tz) dFy (z) — i / sin(tz) dFy (x)

R

= Ed¥ =5x(0).
o Auferdem gilt fiir beliebige ¢t,h € R
lox(t+h) —px(t)] = [EeFNX _EeX|
|E (6itX(6ihX o 1))‘
E (‘eitX‘leihX _ 1|)
E e "X — 1.

IN

e Hieraus ergibt sich die gleichméifige Stetigkeit von oy, weil limy, o E |e!*¥

von Lebesgue {iber die beschrinkte Konvergenz.

— 1] = 0 wegen des Satzes
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e Fiir die charakteristische Funktion ¢y von Y = aX + b gilt

@Y(t) — Eeit(a,X-l—b) -F (eitbeitaX) — eith eita,X — eitbnpx(at) ) 0

Beispiel

e Sei X eine N(u,0?)—verteilte Zufallsvariable; u € R, 02 > 0.

e Dann gilt
s 242
ox(t)=€e /2 VteR. (83)

o Wegen (82) geniigt es zu zeigen, dass
px(t) = et/ vVt e R, (84)

falls = 0 und 02 = 1.

e Sei also X nun eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Dann kann man leicht zeigen, dass

E(X?" 1) =0 (85)
und ) (2n)!
2ny o2n  —x2/2 _ n):

E (X*") \/%/Rx e dx ] (86)

fiir jedes n € N.
o Aus der Taylor-Reihenentwicklung (78) und aus (85)—(86) ergibt sich nun, dass

, 1 Cte 1 2 (itz)r e
_ itX ite ,—xz°/2 _ z*/2
px(t) = Ee = —M/Re e dr = —\/%/Rzim e dx

n=0

o~ (i) 1 / —2?/2 - (1) (2n)! A N Y
= R n T d = -7l - = (_ i) - — / .
Z n! 21 Rac ¢ * ng() (2n)!127n! T;) 2 n! ¢

n=0

Damit ist (84) und folglich auch (83) bewiesen.

Wir leiten nun eine einfache Formel fiir die charakteristische Funktion von Summen von unabhéngigen Zufalls-
variablen her.

Theorem 5.18 Seien X,Y : Q — R unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt fiir jedes t € R
px+y (t) = ox )y (1) . (87)

Beweis Weil X und Y unabhingig sind, sind wegen Theorem 3.17 auch die Zufallsvariablen cos(tX) und
cos(tY), sin(tX) und sin(tY’) bzw. sin(tX) und cos(tY’) jeweils unabhingig, und fiir jedes ¢ € R gilt somit
oxiy(t) = EetX+) g (etXeitY)
E ((cos(tX) +1 sin(tX))(cos(tY) + i sin(tY)))
= E (cos(tX) cos(tY) — sin(¢tX) sin(tY’)
+i sin(tX) cos(tY') + i cos(tX) sin(tY))
= E cos(tX)E cos(tY) — E sin(tX)E sin(tY)
+iE sin(tX)E cos(tY) +1iE cos(tX)E sin(tY)
= E(cos(tX) +1isin(tX))E (cos(tY) +1sin(tY)) = ox(t) ey (t) . 0
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In Theorem 5.19 beweisen wir eine niitzliche Umkehrformel fiir charakteristische Funktionen. Hierfiir benotigen
wir die folgende trigonometrische Identitdt.

Lemma 5.10 Fuir jedes c € R gilt

*sin(ex) i
/0 — dx = (sgnc) 5 (88)
wobei
1, falls c> 0,
sgnc = 0, fallsc=0,
-1, fallsc<O.

Einen Beweis von Lemma 5.10 kann man beispielsweise in dem Buch von K.L. Chung (A Course in Probability
Theory, Academic Press, New York 1974) finden.

Theorem 5.19 Sei X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx. Fir beliebige
Stetigkeitspunkte a,b € R von Fx mit a < b gilt

1 "C efita _ efitb
Pla< X <b) = lim 7/ Lt ox@)dt, (89)

c— 00 27‘[‘ —c lt

wobei px : R — C die charakteristische Funktion von X ist.

Beweis

Fiir beliebige a,b,c € R mit a < b und ¢ > 0 gilt

1 ¢ p—ita _ e—itb 1 c eit(m—a) _ eit(ac—b)
— —_— t)dt = (— - dt) dF
2 J_. it Px (t) /R 27 /_C it x(@)

LG [t [ e

Wegen Lemma 5.10 ist die Funktion ¢ : [0,00) — R mit

p(z) = = /OL sin(t(@ — a) 4,

T t

beschrinkt fiir jedes a € R.

Aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschrinkte Konvergenz ergibt sich also, dass

1 c e—ita _ e—itb

lim —
oo . it px(t) dt
- 1 [Csin(t(x —a)) 1 [°sin(t(z —b))
= (]Lrgo R(W/O 7 dt 7T/0 , dt) de(.%‘)
- / (l lim / sin(tlw —a)) o Ly, [ snltle=b) dt) dFx (z)
R \T c—oo Jq t T c—oo Jq t

/R(i/ooowdt_i/oooWdt>dFX(x).
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e Aus Lemma 5.10 ergibt sich nun, dass

1 ¢ _—ita _ ,—itb
T ——— ) '

c—oo 2T J_.

_ /(ooya)(jr;;;)dFX(zH/{a}(oi;)de(x)
+/ (lz_l
(a,b) T2 w

+/{b}(71r72r_0) dFX(x)+/(b,oo)(772_772) dFx ()

lm 1-—m
——— ——|dF
‘/(mb)(ﬂ' 2 72 ) x(@)

= Pla<X <)),

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass a und b Stetigkeitspunkte von Fx
sind. 0

Beachte

e Aus Theorem 5.19 ergibt sich der folgende Findeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen.

e D.h., die Verteilung Px einer Zufallsvariablen X ist eindeutig durch die charakteristische Funktion ¢x
von X bestimmt.

Korollar 5.5 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt X 2 Y, falls
ex(t) =¢y(t) VteR. (90)
Beweis
e Aus (90) und aus Theorem 5.19 ergibt sich, dass
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a), (91)

falls a und b Stetigkeitspunkte von Fx und Fy sind.

Weil jede Verteilungsfunktion héchstens abzahlbar unendlich viele Sprungstellen hat, gibt es eine Folge
{an} von Stetigkeitspunkten von Fx und Fy mit a,, — —o0.

Hieraus und aus (91) folgt dass fiir jeden Stetigkeitspunkt b von Fx und Fy

Fx(b) = Fy(b).

Damit gilt auch Fx(z) = Fy (z) fir jedes « € R, weil Fx und Fy rechtsstetige Funktionen sind.

Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion (vgl. Theo-
rem 3.3) ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Aus Theorem 5.19 ergibt sich schlieklich der folgende Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen.
Theorem 5.20 Seien X, X1, Xo,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Es gilt X, 4 x genau dann, wenn

lim ¢x, (t) = px(t) VteR. (92)

n—00
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Beweis

e Die Notwendigkeit der Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Kriterium der Verteilungskonver-
genz, das in Theorem 5.7 hergeleitet wurde.

e Denn fiir jedes ¢ € R sind cos(tz) und sin(tz) stetige und beschrénkte Funktionen in x.
e Wegen Theorem 5.7 folgt also aus X, N X, dass fiir jedes t € R
vx, (t) = Ecos(tX,)+1iE sin(tX,)
— E cos(tX) +iE sin(tX)
= ox(t).

e Um die Hinlénglichkeit der Bedingung zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass
Fx, (b) = Fx,(a) = Fx(b) — Fx(a) (93)

fiir alle a,b € R mit a < b gilt, die Stetigkeitspunkte von Fx, fiir jedes n € R und Stetigkeitspunkte
von F'x sind.

e Fiir solche a,b € R ergibt sich aus der Umkehrformel (89) in Theorem 5.19, dass

1 c efita _ efitb
Fx(®) = Fx(@) = Jim oo [ oy
1 c _—ita _ ,—itb
= tim g [ (o, ()
c—o0 21 J_, it n—oo

1 [ e—ita _ o—ith
= lim lim —/ i(pxn(t) dt

n—ooc—oo 21 J_ 1t

= nlLIIOlO (FXn (b) — FXn (a)) s
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschrinkte Konvergenz und

die letzte Gleichheit durch die erneute Anwendung der Umkehrformel (89) in Theorem 5.19 ergibt.

o Weil dann (93) fiir alle a,b € R mit a < b bis auf hichstens abzéhlbar unendlich viele Ausnahmepunkte
gilt, ergibt sich genauso wie im ersten Teil des Beweises von Theorem 5.7, dass (93) auch fiir allea,b € R
mit a < b gilt, die Stetigkeitspunkte von Fx sind. ]

Wir betrachten nun noch den Zusammenhang zwischen den Momenten und der charakteristischen Funktion von
Zufallsvariablen. Dabei zeigen wir, wie die charakteristische Funktion in eine Taylor—Reihe entwickelt werden
kann.

Theorem 5.21 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx. Wenn E (| X|") <
oo fir einn € N, dann gilt:

1. Die charakteristische Funktion ¢x von X ist n—mal stetig differenzierbar, und

2. fiir jedes k € {1,...,n}

o) (4) = /R (i)'l dFy(z)  VieR (94)
bzw. (k)(o)
E(X*) = X (95)
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3. Auflerdem gilt die Taylor—Reihenentwicklung

wx(t):i(il:?kE(X’“H (ignEsn(t) VtER, (96)
k]l !

wobei £,(t) : Q@ — R eine Zufallsvariable ist mit |e, ()| < 3| X|™ fiir jedes t € R und limy_oEe,(t) = 0.

Beweis

Aus E(]X|*) < oo und aus der Ljapunow-Ungleichung (4.67) folgt, dass E (|X|*) < oo fiir jedes
kef{l,...,n}.

Aufserdem gilt fiir beliebige t,h € R mit h # 0

_ o GhX _
@X(t+h})L px(t) _ E (eltX Tl) (97)

WEeil fiir beliebige h,z € R

’eihx_l
h

und weil E|X| < oo gilt, ergibt sich aus (97) und aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschrinkte
Konvergenz, dass

| <lal

_px(t+h) —ex(t) pex e -1
fim, = = B )
= E(iX)e'"Y)
= /(ix)eimdFX(x).
R

Damit ist (94) bzw. (95) fiir £ = 1 bewiesen.
Der Beweis von (94) bzw. (95) fiir jedes k € {1,...,n} erfolgt nun mittels vollstandiger Induktion.
Um (96) zu beweisen, betrachten wir die folgende Taylor—Reihenentwicklung von cos bzw. sin.

Fiir jedes z € R gilt

el =cosx +1isinz = (cos(612) + 1 sin(f))

mit |91‘, ‘92| S 1.
Hieraus folgt, dass fiir jedes t € R

B X _ Z_: %L')’“E(Xk) N (ig" (E(X") +Ee,(t)) |
k=0 ’

wobei
en(t) = X" (cos(01tX) +1 sin(02¢X) — 1) (98)
und 61,03 : @ — R Zufallsvariablen sind mit P(|04], |02 < 1) = 1.
Aus (98) ergibt sich, dass fiir jedes t € R
en(t) < 3|1 XM,

Hieraus und aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz folgt, dass lim;_,gE e, () = 0.

Damit ist (96) bewiesen.
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Beachte

e Mit Hilfe der Eigenschaften charakteristischer Funktionen, die in den Theoremen 5.18, 5.20 und 5.21
bewiesen wurden, kann nun der zentrale Grenzwertsatz in Theorem 5.16 fiir Summen von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen ohne weiteres hergeleitet werden.

o Zur Erinnerung: In Theorem 5.16 hatten wir gezeigt, dass fiir jede Folge X;,Xa,... : Q@ — R von
unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E (X7) < co und Var X; > 0 gilt:

(X1+...+X,) —np <x)
ovn -
wobel 4 = E X}, und 02 = Var X, fiir jedes k € N.

e Weil E (X), — 1) = 0 und Var ((X; — p)/0) = 1 kénnen wir 0.B.d.A. beim Beweis von Theorem 5.16
voraussetzen, dass E X; = 0 und Var X;; = 1, indem wir die Giiltigkeit von Theorem 5.16 zunéchst fiir
die (unabhéngigen und identisch verteilten) Zufallsvariablen X = (Xj, — p)/0) zeigen.

lim P(

n—oo

= ®(x) Ve eR, (99)

e Sei also
EXkZO und Val"szl.

e Aus Theorem 5.21 ergibt sich dann, dass fiir beliebige t € R und n € N

t2 1
@X;‘,/\/ﬁ(t) =1- % -‘rO(E) .

e Aus Theorem 5.18 ergibt sich nun, dass fir S, = X7 +... + X,

0= (-1 o3)
SDSH/\/E - 2TL n ’

—1 — 0 fiir n — oo. Hieraus folgt, dass

wobei o(n™!)/n

lim ¢g / m(t) = et'/2 vt eR.

n—oo

e Aus Theorem 5.20 ergibt sich somit, dass

lim P(j’l

n— 00 n

IA
N
I
&
&
<
8
m
=

5.3.4 Bedingungen von Lindeberg und Ljapunow

e Wir diskutieren nun die Frage, unter welchen Bedingungen der zentrale Grenzwertsatz fiir Summen von
unabhiingigen, jedoch nicht notwendig identisch verteilten Zufallsvariablen gilt.

e Dabei betrachten wir fiir jedes n € N eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen X,,1,..., X, : Q@ — R|
wobel wir (0.B.d.A.) voraussetzen, dass fiir jedes k € {1,...,n}
EXnp =0, 0<ol=VarXy,<oo und Y op =1. (100)
k=1

e Die Verteilungsfunktion von X,,;; bezeichnen wir mit F.

e Beachte. Es wird nicht ausgeschlossen, dass F,x fiir jedes k € {1,...,n} auch von der Anzahl n der insgesamt
betrachteten Zufallsvariablen X1, ..., X, abhingen kann.



5 KONVERGENZARTEN UND GRENZWERTSATZE 128

Der folgende zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg kann sowohl als Verallgemeinerung von Theorem 5.16 als auch
von Lemma 5.9 aufgefasst werden, wenn dabei

X, —EX,

X, = b~k
k vV nVar Xk

(101)
gesetzt wird.

Theorem 5.22 Fir jedes n € N sei X,1,...,Xnn 1 @ — R eine Folge von unabhdingigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (100) geniigen. Wenn fiir jedes € > 0

lim Z / 22 dF,,(x) =0, (102)
n— oo et R\(—¢,¢)

dann gilt fiir jedes v € R
lim P(Xp1+ ... 4+ Xon < 2) = O(2), (103)

n—oo

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beachte

e Der zentrale Grenzwertsatz in Theorem 5.16 fiir Summen von unabhingigen und identisch verteilten
Summanden X7, Xo,... ist ein Spezialfall von Theorem 5.22.

e Mit dem Ansatz (101) gilt némlich fiir jedes € > 0

n n 1
lim / 2?2 dF,(z) = lim — / 22 dF(x)
"_’”2::1 R\(—¢,¢) ”—m; no? Je\(~moe, o)

1
lim —

5 / 22 dF(z) =0,
"0 07 JR\(=vnoe,/noe)

wobei
0% = Var X}, und Fz)=P(Xy —EXp <ux).

o Auf dhnliche Weise ldsst sich zeigen, dass auch Lemma 5.9 als Spezialfall von Theorem 5.22 aufgefasst
werden kann.

Beachte

e Die Bedingung (102) bedeutet, dass

n

lim D E (XL x,5ep) = 0. (104)
k=1

o Weil n
max E(X2;) <%+ Y E(XZ0(x,,05c))
k=1

folgt aus (102), dass
lim max E(X7,)=0. (105)

n—oo 1<k<n
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o Weil E X, = 0 vorausgesetzt wird, ergibt sich aus (105) und aus der Tschebyschew—Ungleichung
(4.72), dass fiir jedes € > 0
lim max P(| X,k >¢)=0. (106)

n—oo 1<k<n

e Wenn die Bedingung (106) erfiillt ist, dann spricht man von der (gleichméfigen) asymptotischen Klein-
heit der Summanden X .

Im Beweis von Theorem 5.22 bendétigen wir die folgenden Hilfssétze.

Lemma 5.11 Flir jedes n € N und fir beliebige y1,...,yn € C, 21,...,2, € C mit |ygl,|zx| < 1 fir jedes
ke{l,...,n} gilt
n n n
‘HZk—Hyk‘SZ\Zk—yH- (107)
k=1 k=1 k=1

Beweis

e Wir beweisen (107) mit vollsténdiger Induktion.
e Fiir n = 1 ist die Giiltigkeit von (107) offensichtlich.
e Es gelte nun (107) fiir ein n € N. Dann gilt auch

n+1 n+1 n+1 n n+1

n
’H%-H?Jk‘ < ‘sz—znﬂﬂyk’-i— Zn-‘rlHyk_Hyk‘
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n
=z || TT 2 = TT o] + 1zner = sl | TT o
S—~— k=1 k=1 k=1
<1

——
<1
n
< Z |Zk - yk| + |Zn+1 - yn+1|
k=1
n+1
= Z |2k — k!,
k=1
wobei sich die letzte Ungleichung aus der Induktionsannahme ergibt. ]

Ahnlich wie in Theorem 5.21 entwickeln wir nun die charakteristische Funktion ¢x einer Zufallsvariablen X in
eine Taylor—-Reihe, wobei wir jetzt aber eine andere Abschdtzung des Restgliedes als in (96) betrachten.

Lemma 5.12 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X|™) < oo fiir ein n € N. Dann gilt:

gox(t):z (lk') ]E(Xk)—i—Rn(t) Vit e R, (108)
k=0 ’
wobei x| o x|
tX|" tX|™
< .
[Fn ()] < E (mm{ (n+1)!° 2 n! }) '
Bewelis

e Mit vollstdndiger Induktion zeigen wir zun&chst, dass fiir beliebige n € N und t € R

it it (i)” e |t
e —(1+ﬁ+...+ - )‘gmln{(n+1)!,2ﬁ}. (109)
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e Fiir n = 0 gilt offenbar . .
et — 1| < e +1=2

. - '
|e‘t—1|:‘/ e”ds‘g/ %] ds = |¢] .
0 0

e Es gelte nun (109) fiir ein n € N. Dann gilt auch

n+1 ,. n .
eit_kz_o(llzl)k‘ _ ’/Ot<eis_kz_o(1;!)k)ds‘

und

Induktionsannahme Il |s|n 1 |s|”
< / i { : }d
- 0 (n+1)! n!
[t n+1 [t] n
< min{/ 5 ds , 2/ ﬂds}
o (n+1)! o n!
) { |t‘n+2 ‘t|n+1 }
= min .
(n+2)!7 7 (n+1)!

e Damit ist die Giiltigkeit von (109) fiir jedes n € N bewiesen.

e Wenn nun in (109) die Zahl ¢ durch tX ersetzt wird und wenn auf beiden Seiten von (109) der
Erwartungswert gebildet wird, dann ergibt sich fiir jedes ¢t € R

o t1) L 1% itX (itx)"
‘sﬁx(t)—; RN = B B (1 oh 4 o )|

3 3 n

< Eeitx—(1+ﬂ+... (itx) )‘
1! n!

< E min{ X [tX]"

- (n+1)!" n! J°

e Damit ist (108) bewiesen. O

Beweis von Theorem 5.22

e Fiir beliehige n € Nund k € {1,...,n} betrachten wir die charakteristische Funktion ¢, (t) = E ¢! 1Xnx
von X k.

e Wegen Theorem 5.18 gilt fiir die charakteristische Funktion px,,+. +x,,, (t) der Summe X,1+...+ X,
PXrtotXon () = [ onrt)  VEER.
k=1

e Wegen des Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen (vgl. Theorem 5.20) geniigt es also zu
zeigen, dass fiir jedes t € R

' n - _t2/2‘ _
lim ]H‘Pnk(t) e 0. (110)

e Aus (100) und aus Lemma 5.11 ergibt sich, dass

n n n
42 2 42
‘ | I (P’n,k(t) —€ ¢ /2‘ = ‘ | I (Pnk(t) - I | € Tnkt /2‘
k=1 k=1

k=1
n

2 42 n 2 42
Unkt Unkt —o2,t%/2
k_l%'c“)—(l—g)\*;\l—a‘e et

IN
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e Um (110) zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, dass beide Summen in dieser Abschéitzung fiir n — oo
gegen Null konvergieren.

e Aus Lemma 5.12 ergibt sich, dass fiir jedes € > 0

oit’ . 3 9
Onk(t) — (1 - T)‘ < E mln{|tXnk| 20t X | }
(—e8) R\ (—¢,¢)
< cltfo?, + 2 / 22 APy ().
R\ (—¢,¢)

Weil € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ergibt sich nun aus (100) und (102), dass

= o2, t?
nli—>ngo ;’%pnk(t) - (1 - %)‘ =0.

e Um zu zeigen, dass auch die zweite Summe fiir n — oo gegen Null strebt, benutzen wir die Tatsache,
dass fiir || <1/2

le™® — 14 2| < 2?

und dass wegen (105)

t? max o2, < 1
1<k<n nk = 2
fiir jedes hinreichend grofse n > ng gilt.
e Hieraus folgt, dass fiir n > ng
n 2 4 n
oot t
D I I oL
k=1 k=1
t! 2 N~ 2 t! 2
e Aus (105) ergibt sich nun, dass auch die zweite Summe fiir n — co gegen Null strebt. O

Der folgende zentrale Grenzwertsatz von Ljapunow enthilt eine Bedingung, die zwar schiirfer, jedoch einfacher
handhabbar ist als die Lindeberg-Bedingung (102) in Theorem 5.22.

Theorem 5.23 Fir jedes n € N sei Xy,1,...,Xnn 1 @ — R eine Folge von unabhdingigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (100) geniigen. Wenn

. 240 _
lim Y E X =0 (111)
k=1
fiir ein 6 > 0, dann gilt fir jedes v € R
lim P(Xp1 + ...+ X < 2) = 0(2). (112)

n—oo

Beweis

e Fiir beliebige 6, > 0 gilt

2 |z[>+0
22 dFpp(x) < s— dFu ()
R\(—¢,¢) R\(-ee) €

676E ‘Xnk:|2+6 .

IN
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e Aus (111) folgt also die Giiltigkeit der Lindeberg—Bedingung (102) in Theorem 5.22. O

Beachte

e In den Theoremen 5.22 bzw. 5.23 haben wir gezeigt, dass die Lindeberg-—Bedingung (102) bzw. die
Ljapunow—Bedingung (111) hinreichend fiir die asymptotische Normalverteiltheit der Summe X,,; +
...+ X, sind.

Die Lindeberg-Bedingung (102) und damit auch die Ljapunow—Bedingung (111) sind im allgemeinen
jedoch nicht notwendig fiir die asymptotische Normalverteiltheit der Summe X1 + ... + X,

Wir illustrieren diesen Sachverhalt durch das folgende Beispiel.

Seien X7, Xo,... : Q — R unabhiingige normalverteilte Zufallsvariablen mit EX; = EXy, = ... =0
und
VarX; =1, VarX, =22 Vk>2.

Dann ist die Summe X1 + ...+ X, der Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit

X,
Xpp = ——b (113)

n

> Var X,
k=1

N(0, 1)—verteilt wegen der Faltungsstabilitit der Normalverteilung (vgl. Korollar 3.2)).

D.h., es gilt insbesondere die asymptotische Normalverteiltheit (112).

Die Lindeberg—Bedingung (102) ist jedoch nicht erfiillt, denn mit der Schreibweise

Z Var Xj
j=1

kT Nar Xy
gilt fiir die in (113) eingefithrten Zufallsvariablen

n n

1
i1 JR\(—=.) =1k JR\(—/enke, Venke)
1
> / 22 d®(z)
Cnn JR\(—v/Cnnes/CnnE)

2n72

> 2/ 2 dd(z),
1+1+2+.+2n_ R\(*\/i&,\/ie)

wobei diese untere Schranke offenbar nicht gegen 0 strebt.

e Der Grund hierfiir ist, dass in diesem Beispiel die Summanden X, mit grofsem Index k nicht asym-
ptotisch klein im Sinne von (106) sind, sondern die ibrigen Summanden dominieren.

Der folgende zentrale Grenzwertsatz, den wir hier ohne Beweis erwdhnen, enthélt ein hinreichende und notwendige
Bedingung fiir die Giiltigkeit der asymptotischen Normalverteiltheit (112).

Theorem 5.24 Fir jedes n € N sei Xp1,...,Xnn @ 2 — R eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (100) geniigen. Es gilt (112) genau dann, wenn fir jedes e > 0

lim ) / 2] | Fug () — ®pp()| dz =0, (114)
n— oo 1 R\(

—€,8)

wobei Oy (z) = O(x/ong).
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Einen Beweis von Theorem 5.24 kann man beispielsweise in Abschnitt I11.4 des Buches A.N. Sirjaev ( Wahrschein-
lichkeit, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1988) finden.

Beachte Fiir das in (113) betrachtete Beispiel normalverteilter Summanden ist die Bedingung (114) offenbar
erfiillt, denn es gilt F,i(x) — @pi(z) = 0 fiir jedes z € R.

5.3.5 Anwendungsbeispiel: Dichteschitzung

e Seien X1,..., X, : Q — Runabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable, deren Verteilung absolutstetig
sei.
e Wir fagsen die Folge Xi,..., X, als Modell fiir die Ergebnisse von n Experimenten, Messungen etc. auf,

deren Ergebnisse vom Zufall beeinflusst werden.

e Die Dichte f : R — [0,00) der Zufallsvariablen X7, ..., X, sei eine stetige Funktion, und es gelte

fx)>0 Vze(0,1) und f(x)=0  Vz&(0,1). (115)

e Die (konkreten) Funktionswerte f(z) fiir € (0,1) seien jedoch unbekannt.

e Wir wollen nun das folgende Schétzproblem untersuchen: Wie kénnen die Funktionswerte f(z) fiir z € (0, 1)
durch die ,,Beobachtung” der Zufallsvariablen X1,. .., X,, geschétzt werden?

Theorem 5.25 Fiir jedes x € (0,1) gilt

2 2 pa), (116
falls n — oo, wobei
Zn(w) = #{k: Xy € [Lx\}/ﬁm, Lm‘/\%jL 1)} (117)

Beachte Wegen (116) konnen wir Z,(z)/+/n fiir hinreichend grofes n als Schitzer des Funktionswertes f(z)
auffassen; = € (0,1).

Beweis von Theorem 5.25

o Die Giiltigkeit von (116) ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (4.72) und aus Satz von Slutsky
(vgl. Theorem 5.9).

e Und zwar sei fiir beliebige n € Nund k= {1,...,n}

T z\/n n z\/n — Pn\T
X, = Mlovalyaxi<layi+1) ~ Pal®) (118)
V1pn () (1 = pa(a))
wobei
\_w\/ﬂ+1
pala) = [T sy,
vn
e Die so definierten Zufallsvariablen X1, ..., X, sind unabhingig und identisch verteilt (wobei ihre
Verteilung jedoch von n abhingt), und es gilt
1 n
EX,, =0 0<o2, =Var X, = — , 2 =1.
k ’ < Onk ar k n Z Onk
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Auferdem gilt die Identitét

— M_ n x \/ﬁ
Xn1+...+Xnn—< NG Vi ))\/\/ﬁpn(x)(lpn(l’))
bzw.
Zn(SU)_ npy(x) = Vnpn (@) (1 = pn(z))
= V(@) \/ v P e o)
o Weil

Vipa(@) = f(@) >0 und  1—pu(a) = 1,
ergibt sich aus (120) und aus der Tschebyschew—Ungleichung (4.72), dass

Zn(x)
Vn

- \/ﬁpn(l‘) - 0.

Auferdem gilt @) @)
Zn(x Zn(x
= ) = (T = V(@) + (Vpa(e) = £(@)

Theorem 5.8.

134

(119)

(120)

(121)

(122)

Hieraus und aus (121) — (122) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (116) mit Hilfe der Teilaussage 2 von

O

Beachte Wenn die Dichte f : R — [0,00) stetig ist, dann kann man mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes
von Ljapunow (vgl. Theorem 5.23) ein (zufilliges) Konfidenzintervall konstruieren, in dem der unbekannte
Funktionswert f(z) fiir grofie n mit einer (ndherungsweise vorgegebenen) ,.grofen” Wahrscheinlichkeit 1—a €

(1/2,1) liegt.

Theorem 5.26 Die Dichte [ : R — [0,00) sei stetig, und es gelte (115). Dann gilt fiir jedes x € (0,1) und fiir

jedes a € (0,1/2)
lim P(L,(z) < f(z) < Up(z)) =1-a,

wobes
_ Zn(2) =0 (1 — a/2)\/Zn(2) + 1
L,(z) = NG
" () + (1 - 0/2)Zal0)
B Zo(x)+ P 11— a/2)\/Z,(x) + 1
U, (z) = 7 .
Beweis
e Aus (121) ergibt sich, dass fiir n — oo
S — (1= pn(@))*pu(z) + pi(2)(1 — pa(x))
E(Xi ) - 2
,;1 Ya (npu(@)(1 — pa(2)))
(1 = pn(x))® +pj(2)

1

n pal@) (1= pa(@))
1@ )
Vi apn @)1= pa@)

e Die Bedingungen von Theorem 5.23 sind also erfiillt fiir § = 2.

(123)
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Fiir die in (118) definierten Zufallsvariablen X1, ..., X,, gilt deshalb

lim P(Xp1 + ...+ Xy < 2) = 0(2) Ve eR. (124)

n—oo

Aus der Identitéat (119) und aus (124) ergibt sich nun, dass fiir grofe n

P(‘Z"( ><1>—1(1—a/2)) ~

‘\/fpn )1 = pa(@))

Wegen (121) ergibt sich hieraus und aus dem Satz von Slutsky (vgl. Theorem 5.9 bzw. 5.11), dass

P(-071(1-a/2) < (Z:L/(g) (2)) J}@ <ol (1-a/2))~1-a.

Auf die gleiche Weise ergibt sich nun hieraus und aus (116), dass fiir groke n

p(—q>-1(1 —a/2) < (Z\"ff) - f(a:))1 /m <ol(1- a/2)) ~1-a.

e Durch Umstellen dieser Ungleichungskette nach f(x) ergibt sich schlieklich das Konfidenzintervall

(Zn(z) -0 11 —a/2)\/Zp(x)+1  Zpy(x)+ 1 — a/2)\/Zn(x) + 1)
Vvn ’ Vn

fiir den unbekannten Funktionswert f(x). O




6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939 0,523922  0,527903  0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618 0,563559  0,567495 0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706 0,602568 0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0,617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831 0,640576 0,644309  0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0673645 0,677242 0,680822 0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944 0,705402 0,708840 0,712260 0,715661  0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069  0,732371  0,735653  0,738914 0,742154 0,745373  0,748571  0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036  0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373 0,776373  0,779350  0,782305 0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892  0,796731 0,799546 0,802338 0,805106  0,807850 0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977  0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136 0,848495 0,850830 0,353141 0,855428 0,857690 0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928  0,876976  0,878999  0,881000  0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512 0,394350 0,896165 0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199 0,004902 0,906582 0,908241 0,909877 0,911492 0,913085 0,914656  0,916207  0,917736
1,4 | 0919243 0,920730 0,922196 0,923641 0,925066 0,926471  0,927855  0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0933193 0,934478 0,935744 0,936992  0,938220  0,939429  0,940620  0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0,945201 0,946301 0,947384 0,948449  0,949497 0,950529 0,951543  0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435 0,956367 0,957284 0,958185 0,959071 0,959941  0,960796 0,961636 0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852 0965621 0,966375 0,967116 0,967843  0,968557 0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810 0,974412  0,975002  0,975581 0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784  0,978308 0,978822 0,979325 0,979818 0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614 0,984997 0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776 0,988089 0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276 0,989556  0,989830  0,990097 0,990358 0,990613 0,990863 0,991106 0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802 0,992024  0,992240 0,992451  0,992656 0,992857 0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963 0,994132  0,994297  0,994457 0,994614 0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339  0,995473  0,995603  0,995731  0,995855 0,995975  0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533  0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020 0,997110 0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523  0,997599  0,997673  0,997744 0,997814  0,997882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193 0,998250  0,998305 0,998359 0,998411 0,998462 0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694 0,998736  0,998777 0,998817 0,998856 0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767  0,999776  0,999784  0,999792  0,999800 0,999807 0,999815 0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968  0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978



6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 2 ~—Quantil X?w der x?-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\"y .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 975 .99 995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0717 115 216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 207 297 484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 .554 831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
120 83.85 86.92 91.58 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64
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