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Aufgabe 57 (10 Punkte).

Sei A € C™*". Entscheide, ob A normal, unitir oder hermitesch ist. Diagonalisiere unitir, falls
moglich.

(1) A= ( 162 —121’)'
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Aufgabe 58 (6 Punkte).
Untersuche die hermitesche Matrix A € C™"*" auf Definitheit.

(1) A:(%_?y?).
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Aufgabe 59 (5 Punkte).
Sei A € C™"*". Zeige oder widerlege.
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(1) Ist A normal und nilpotent, so ist A = 0.

2) Ist A unitdr diagonalisierbar, so ist A unitdr und diagonalisierbar.

)
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3) Ist A unitir oder diagonalisierbar, so ist A unitir diagonalisierbar.
)
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(
(
(4) Ist A hermitesch, so ist die Matrix A — iE regulir.
(

Sei A normal. Ist z Eigenvektor zum Eigenwert A und y Eigenvektor zum Eigenwert p, und
gilt g # A, so ist Zty = 0.

Die folgenden beiden Aufgaben sind nicht klausurrelevant. Sie sollen, wo notig, zum Fiillen des Punktekontos verwandt
werden.
Aufgabe 60 (9 Zusatzpunkte).

Sei A € C™*™ normal, A der dem Betrag nach gréfite Eigenwert von A und y € C” zugehériger Eigenvektor mit ||y|| = 1.
Definiere die Matrixnorm von A als ||A|| := |A].

(1) Zeige: ||Az|| < ||Al|||z|| fir alle z € C™. (Hinweis: Schreibe z als Linearkombination orthonormaler Eigenvektoren.)
Insbesondere ist wegen ||Ay|| = ||A|| auch ||A|| = max{||Az| | x € C", ||z|| = 1}.

(2) Seien A, B € C™*" normal mit AB® = BYA. Zeige: AB ist normal, und es ist [|[AB|| < ||A]| - ||B]|-

(3) Finde zwei normale Matrizen A, B € C"*" mit AB' = B'A und ||AB|| < ||A] - ||BII-

Aufgabe 61 (9 Zusatzpunkte).

(1) Sei A € C™*™ hermitesch und positiv definit. Zeige, daf} eine positiv definite hermitesche Matrix B € C™*™ mit
B? = A existiert. Man kann weiter zeigen (hier nicht verlangt), daB B =: VA dadurch auch eindeutig bestimmt
ist.

(2) Sei C € GLn(C). Zeige: Es existiert genau eine unitire Matrix U und genau eine positiv definite hermitesche
Matrix P mit C = UP. (Hinweis: Zeige, da§ C*C positiv definit hermitesch und U := C(vV/C?C)~! unitir.)

(3) Zerlege C = (g 3 Ps) € C®**3 in ein Produkt C = UP einer unitiren Matrix U mit einer positiv definiten
hermiteschen Mgat;ixﬁP.
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