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����
�=����&�����P�M����QF���&;��;�:��������;���H���;��B�������IL;�R�H��S@�H�TLH���H�����;�>?��&�5CUH�����@V&����A�WM���P&/M���F
X ������YCUH�����	���<Z[������&��@�M�����J
\]&��&��@ ;^F���_	��`@ ����&�a������>?����;�>?��&�b�c	�@ ��&�Q	d@ ������^;�	�����e������f^M���R��	���;^����ag^�Wh���`@i	��2j
X ���>?���;k���blmM����`@���n���F�&@�JoZm����qpo��r�>?���Fs	���&���� X ����FeR�H��tf^M��uR�&�b�L&;�>?����r����`@YM���F
;�H X &��@����JLvw�xF�&�E�����B��y@ &�xP�M��^zA&H���.@ ����8���S��&M���P�&���`@ &�b��	������WM���F�&��@^{s��F�&@^��	��
&����&�|���`@ M��y@ ��R���}z^�����	�M�>?�|F��;�:�����&��;���H���;��B�������IL;�J~\]���;�T������; X &��;�5�������E��	��tFs	�R�H��
	�M�;�j�Fs	�;�;�����5g<��h���`@

n
OwF�����&��;���H��s	��s��;�@�j�;�H�CU����qF���=�W��&����;u@ <K2	����B	��5l9	�� 	���&@�����2jWF���

�B�����@ ����@ X ����F2j�M���F�	�;=g^�Wh���`@�P&Mc�B�;�>?����&���B��2j
n

��;�@�J
l4�	���H_��	�>?�`@ A	���;]&����&�6M��`@ ���R������&�5�������+Zm��F�^F�&;V��	������WM���F���u@ ;)F���&;�<�[H���;�@������M����
����@8;�&����&�Yl9�	���H�Owf^M���R�qP�M�����>?�`@ �JmZm;iCUH�����@ ������q:�.{s���y@ ��H���R�H��t\���H�M X ��k������	�����
������� J��V��&� X M���F�VP&M���&��;�@���Q�
	��s:=�������;���H��Y	���;~&����6��H��d	���]Z[�������;�>?�s	�C�@��B�;�>?��������B��2J
���� X M���F�6F�.{s����&��@[	���;~F���]�W��&����;u@ )K2	����

n
j�CU���~F���]�B�����&�����=�����������V����&��M�������_������;

lmM����`@��;6�������0�V	���FqR�H��0:�����&��;���H��q�W��&����&�
n

�B�;���@�P���NJsps�������������@����	��QCU�;u@�j�Fs	�;�;
F���A:��������;���H��5F���)��&�����
�c�����

−1
��;u@�J

vw�_F�&�[	�����&��� 	���;�>?�����zA&H���&@ ������B&CD	�;�;�@�)�Q	��Y;���>?�_P�M��sr�>?��;u@]����@o���&������_	����������	���;�>?����
f^M��uR���NJN:����;� X M���F���E;����@=F�&�<Zm����CU������M����QF�&�<f=H�H���F����s	d@ ��+F�M���>?�E:�&;�>�	���@ &;^F�M���>?�
&����0z^��&��>?�WM����
���nF�&�tf=H�H���F����s	�@���bF�&�Y�M��W��F���;�>?����|Zm�L&��0F�&{�����&��@YM���F X 	�����t���
h�&F���V�=����;���>?�`@)�����F��������;���H���	���J
:���+Z[����CU������M����aF������H���T���.�����K2	�����&�}M���F�F�&�QT���Hdh���`@���R�&����H���T���.�����Zm�L&��
���
&��;�@���a:����y@�@���~F�&;A���M���P�����W@���t��	������WM���F����@�;/r���F���u@ _P X 	��AF���_��	�@�M��^F���ig<��h�&�W@��j
h�&F�H�>?������>?�`@�F���V�=��;���>?�`@�jWFs	�;�;�F����;�=&����F�����&��;���H��s	���;�����F2JW:<	���	�M�;���`@ X ��>?�����@��;���>?��F���
vwF�&�j9Fs	�;�;iF����:�����&��;���H�����H�;���&����;u@AR�H���P�Mtz^��M���F�Q�����&��@ &�nf=����TB��8P�Mn�B&@ ��	�>?�`@ &�
��;�@�J
z^���	�F�8����p�	����,F������H���T������&�GK2	�������+@ ��.@ &�x�L&;�H���F����Ylm��H��������/	�M�C�JL�
	��x;�T�����>?�W@
�������>?������Q	�����/R�H����V�����	�����;�>?����_po��r�>?��&�YM���F�	����������	���;�>?����_f^M��uR���Nj X 	�;m�B�����y@ ;~&�yO
��m�� X ��;�;��K X ���F��M�@���������y@���&����`@ �����@�J�vw���=����������������=;�T�����>?�`@4�Q	��<R�H��

n
O�F��������;���H���	���&�

��H���T���.��&�G�
	���������CD	��y@ ������&��@ &�2j�F���/	��L&�<	���;V@�H�TLH���H�����;�>?��&�V�=	�M�� �B&@�� 	�>?�`@�&@A:�����&��O
;���H��

2n
��	��L&�c;�H����y@ &�2J

vw� X ���@������q�[����¡	�M�C,F���]Zm�W@ X ��>?�W��M����Y����>?�`@ <F���6psM����`@���H���&��������TB��
k(X)

�������]�V��.O
��	�����;�>?����Qpo�¡r�>?��6���_F�&�q�c�y@�@����T�M����`@�JWZm�B���;�H X ��>?�W@���� X 	��[Fs	�;��V&;�M��y@?	�@�j�Fs	�;�;

k(X)
F�&�c¢4� 	���;�P&���F�&��P���� 	�F

1
	���;)Zm� X ��y@ ���M����_R�H��

C
�B�;���@ P.@�J

:<	�� 	�M�;o�����	��k;���>?�YF����:�&{s����@ ��H��kF�&;m	����������	���;�>?����_:=�������;���H���;��L&�����yIN;&j£F����P�M_\]&�������
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F�&;i��&@�P&@ &�b��	�����M���F���u@ ;/&�`@ ;�@ 	���F2J9�
	���F�.{s����&��@��F����:��������;���H��G&����&�8�������F�M�P&��������
��	�����.@?r�@o���

r
O�F��������;���H���	���&�k	�����&�Q�V	�M�� ���L&�m������� f=����TL&�

k
	���;oF����¢9��	���;�P����O

F�&��P���� 	�F+F��;)P&M����������������+� 	�@���H���	���&�5psM����`@ ��H������������TL&��;V���L&�
k

J
:����;�_:�&{s����@ ��H��xTs	�;�;�@�h�&F�H�>?�G����>?�`@AP�ME��&H���.@ ����;�>?����e\]�;�T���&��&�e����@=��&F�M�P&��������E��	dO
����&@ r�@ &� X ��^���0�=��������F�M���� � J

•

•

Dimension 2
in diesem Punkt

Dimension 1
in diesem Punkt

����������F�M���� ��� :�����&��;���H��0	���;6��H��d	���<Zm����&��;�>?��	�C�@

Zm; X M���F�6;�>?����������W�¡	��&j�F�	�;�;m&����]:�&{s����@ ��H��k����@ ��� X 	���j�F���6:�����&��;���H��k	���;o��H��d	����Zm����&��O
;�>?�s	�C�@k�B�;�>?����&����@�Jm�c�y@��,H��d	�����;������M����0F�&;Yf=H�H���F����s	�@�������������;A��H����W@�qF����;/P&M�������F�&;�@
����>?�`@]&����&��>?�`@ X &��F�&�2j�F�	iF����;�V����F�&�Q;�&��@����;u@ ��qp~r�������Y&��F�����>?�Q���B���F�&� zA��M���F������uO
TB��6��;�@�J
:<	�� 	�M�;[&�W@�;�@ 	���FQ��� ��	���� ������� F���6����;[���M�@�=�������r�M�>?������>?��V:�.{s����@���H��YR�H��qf^��M�����j X &�yO
>?��A	�M�>?�0;��������0�=	�����q@ ��r���@�J�z^�;u@ ��@�P&@ X ����FqF����;�^F���M�>?�0�����L&��@���QR�H��+�=H�&@ �����M���F
�)��>?��&��@�J

�
	�������������������������
A

���� "!#�� %$�&('*),+��.-/���1032% 4�

C(A) = { ℘ = (P0 ( P1 ( · · · ( Pm ( A) | Pi 576 ��89��:%�.;=< }
:=�1�?>@�� %$%�A;=<�<B� 6DC 	��E�E	F�HGI���KJML/�ONP�OQ(	SRUT�	%�K�� 

A
&�V*W 6 ���� 4�YX9��ZOZ[�

℘ = (P0 ( P1 ( · · · ( Pm ( A)

:%�]\* U�1� 6 Z*8^;= @:=�1�`_bac��d�	@e=f/ ℘
;=<g)

λ(℘) = m
&�>h��Zji C L/klT�T�m�nA�o�ONp	F��qE�]���re=f/ 

A+��.-/���1032% 4��Zs8^;= 

dim(A) = sup{ λ(℘) | ℘ ∈ C(A) }.

tu)�Z
P ⊂ A

���� 576 ��89��:%�.;=<gvw)xfy:%�]\* U�1� 6 Z*8^;= 

C(A, P ) = { ℘ = (P0 ( · · · ( Pm) ∈ C(A) | Pm = P }

z
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;=<g) :=�1�o>p�� %$%� :%� 6 576 ��89��:%�.;=< � ��ZOZ[�� v9:=�1�h�� P
�� �:%�� ��% �:K:=�1� :�;x-�� $%�32�� 6 � $%���A�cmQ��ONp	F��qE�]���
	 f :%� 6 ;���032�����(	��^e=f/ P

;=<g)

codim(P ) = sup{ λ(℘) | ℘ ∈ C(A, P ) }.

� �1�3)x����]\* U��Z��1f/ r<��/)3)�Z )��1032H;����"+���< �1� + � $%� t :%�.;=<B�
I ⊂ A

Wc+�� 6 Z 6 ;x$%�� �&D> ;= :%�]\* U�1� 6 Z:�;x-��

codim(I) = inf{ codim(P ) | P ⊃ I � 6 ��8 }.

�( UZ � 6 :%� 6 �o�ONp	F��qE�]�������� 4�3)`t :%�.;=<g)?e=� 6 )�Z[�32%Zb8^;= dim(I) = dim(A/I)
&

\].R�H�� X ����CUH���@�CD	�����&�2j��B&@�� 	�>?�`@ &� X ���6P X �������M���F���&�����F�8\]���;�T�������J

��	%��q��w�]	%T`�U���
	 ���! U�.:%� 6 X"� 6 � � 6 2 ;=ZsX 6 �%<�< :=��8y�� )��1f/ 0

&
	 �����! U�.:%� 6$# ;�� � Z���:%�.;=< 6 �� %$/v7:%� 6 � ���� "X"� 6 � � 6 �B)�Z]vs2 ;=Z%� ��8y�� )��1f/ 1

&

��	'&�	%��q=�
( �*)5vw�0&����&�Sf=����TL&�

k
��;�@)�WM��)F���Alm��������F��	�����&@�@ 

℘ = ((0) ( k)

&����Alm��������F��	�����&@�@�<����@6&>?�W@���cvw���W��M�;���H���&�2J�:<	�����6CUH�����@
dim k = 0

J

( ���+)5����
A

����+��	�M�T�@ ��F��	����������kM���F+;�&�

(0) = p0 ( (ξ1) = p1 ( · · · ( (ξs) = ps ( A

&����Y��	d������	���klm��������F��	�����.@�@ /���y@A�>?�`@ &��vw���W��M�;���H�����2J-,a�����
ξ1 ∈ (ξs)

����yO
;u@ �����@=����

ζ ∈ A
����@

ζξs = ξ1

JN�
	��c�L&��&�����jNFs	�;�;
ζ

	�M�CU����M���FxF�&��;u@ �����`@ ��
vw������M�;���H���&�x��&����_Zm��������y@�;�����E�d	����2J2psH���������>?�c������@

1 ≤ deg ζ < deg ξ1

;�H X ��

1 ≤ deg ξs < deg ξ1

J�po����h�&F��;
f ∈ (ξ1)

���y@
f 6= 0

�����y@
deg f ≥ deg ξ1M���F�;�H����y@Q&���s	��y@ &� X ���

ζ 6∈ (ξ1)
j

ξs 6∈ (ξ1)
	��B��

ζξs = ξ1 ∈ (ξ1)
J�:����;

X ��F����;�T�����>?�`@VF���)¢9	�@ ;�	�>?���jBF�	�;�;
(ξ1)

T������ ��;�@�JsZm;VCUH�����@)	���;�H
s = 1

J
�

Z~@ X 	�;=;�>?� X ���������&�)�����P�M�;����&�
;�����F0F���^�B���F���0CUH��������F���+\]���;�T�������J

��	%��q��w�]	%T`�U��.
�
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	 ��� �,� 6 5 f/< �  4f/8 6 �� %$ k[x1, . . . , xn]
2 ;=Z,X 6 �%<�< :=��8y�� )��1f/ n

&Dt� :=�1�3)x��8��?���B) � �1��<2 ;�+��� ;=<�<B�M8^;�����8^;=<B�� X9��Z�Z �� e=f/ 5 6 ��89��:%�.;=<B�� :=�1��� �= %$%� n
&

	 ����� �����
A = k[x](x)[y]

& �A;= U )��� �:
(0) ⊂ (xy − 1)

�% �:
(0) ⊂ (x) ⊂ (x, y)

-	� ���
8^;�����8^;=<B� 576 ��89��:%�.;=< � ��Z�Z[�� �F UZ[� 6 )x032%�1�.: < �1032U� 6 �-�= %$%� &

��	'&�	%��q=�
( �*)0:=���;8��;u@8�����f=H���H�����	��^	�M�;iF�&� ��H�.@ ��&��;�>?����t�VH�����	�����;������M�����;�������Q	 ( R���� J9fVH�O

��H�����	�� z J � )�J
( ���+)qZm;���;u@

k[x](x)[y]/(xy − 1) = k[x](x)(x
−1) = k(x)

�����fV����TB��&j�Fs	��������;u@QFs	�;
vwF��	��

(xy − 1)
��	d������	��NM���F
Fs	�����@6	�M�>?�
T������+J���&�

p ⊂ A
����clm��������F��	��N���y@

(0) ( q ( (xy− 1)
J�\]&@�� 	�>?�`@ .@6��	��QF���^���
WM����P

A → A/p → A/(xy− 1)
j�;�H

;u@ &����@��Q	��5CU&;�@�jsF�	�;�;)��`@ X �F�&�
A/p = A

H�F���
A/p = A/(xy − 1)

������@�J�:<	�����@
��;�@)H�������^f^.@�@ A��	d������	���J

�

:���^�s	�>?��CUH�����&��F���"�,����Q	�;�;�����Fc��� X ��y@ &����+�[����¡	�M�C4�W��@�P�����>?�2J , ��� X &��F�&�x	��+��&��O
�����&�x�W@ �����&�c	�M�CoF���^��&P������@ &�
�)�;�M���@ 	�@ <R��� X &��;�&�2J

_*	%N NPRH�U�� '*)?)x���
A ⊂ B

���� 4�D$�;= %-/�`!#�� %$%� 6 � ����Z � 6 �% %$�& V�� 6  4� 6 )x���1�� p ⊂ A
�F �:

q ⊂ B 5 6 ��89��:%�.;=<B�3v � W 6 :=�1� p = q ∩ A
$=��< Z1& �A;= U �B)�Z

p
$%�� �;�� :�;= U P���� 8^;�����8^;=<B�3)

t :%�.;=<4�� 
A
v�� �� U 

q
���� 8^;�����8^;=<B�3)#t :%�.;=<��� 

B
�B)�Z &

��	'&�	%��q=��vw;u@
A ⊂ B

&������`	���P���)�������� X &��@ &��M�����j�;�H<��;�@9	�M�>?�/F����Zm� X ���@����M����
A/p ⊂

B/q
�`	���P�J2Zm;^��;�@^P&MeP&�������2jLFs	�;�;

A/p
����s	�MeF�	����E����Gf=����TL&�<��;u@�j X &���

B/q
&���

fV����TB��6��;�@�J�:<	�P�Mc���������� X ���6H�����8Z[����;�>?��� r����WM����
p = 0

M���F
q = 0

	�����&������2J
��&�N	���;�H

A
����5f=����TB���J����F��;

β ∈ B
��;u@��`	���P�M���F5Fs	�����@�	�M�>?�0	��������� 	���;�>?�Q���L&�

A
J

:<	����y@6��;u@
A[β]

����cfV����TB��)M���FYh�&F��;
β 6= 0

���`R�&��@ ������s	���J
��&�~�WM��

B
����GfV����TB��^M���F

α ∈ A
����@

α 6= 0
J,Zm;ACUH�����@�jLFs	�;�;

α−1 ∈ B
�����y@�M���F

Fs	�;�;
α

�`	���PA���B��
A

��;�@�J , ���6&���s	��y@ &�+F���8zA	���P������@�;��������>?��M����

α−n + a1α
n−1 + · · · + an = 0

CU���6�� X ��;�;�
ai ∈ A

J , ���6�kM��y@ ��T�����P&��&�����F���8z^��&��>?�WM����_����@
αn−1 M���F+����s	���@���

α−1 = −(a1 + · · · + anαn−1) ∈ A.

��H����y@���;u@
A

����+fV����TB��&J
�

_*	%N NPRH�U��� �����
A ⊂ B

���� 4�$�;= %-/�s!#�� %$%� 6 � ����Z � 6 �% %$ �F �:`)x��� p ⊂ A
���� 576 ��89��:%�.;=< &���� �:

q1 ⊂ q2 ⊂ B 576 ��89��:%�.;=<B�Y89��Z p = q1 ∩ A = q2 ∩ A
vs)xf �Ef/< $=Z

q1 = q2

&
�
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��	'&�	%��q=�o����
S = A − p

J,:�����)�������� X ��y@ &��M����
S−1(A/p) → S−1(B/q1)

��;�@A�`	���P�J
:<	

S−1(A/p)
&���EfV����TB��<��;�@�jBCUH�����@=���y@?�,�����	 � J � jNF�	�;�;

S−1(B/q1)
&�L&��CD	�����;V����

fV����TB��6��;�@�J ,�&����
S ∩ q2 = ∅

��;�@
S−1(q2/q1) = 0

M���F0Fs	�����@�CUH�����@
q1 = q2

j�F�����
CU���,h��F�&;

x ∈ q2

.����;�@ ����u@�����
s ∈ S

���y@
sx ∈ q1

J ,�&����
s 6∈ q1

CUH�����@
x ∈ q1

J
�

_*	%N NPRH�U��� tu)�Z
A ⊂ B

���� 4� $�;= %-/�j!#�� %$%� 6 � ����Z � 6 �% %$ �F �: p ⊂ A
���� 5 6 ��89��:%�.;=<gv )xf� ���B)�Z��1� 6 Zj���� 576 ��89��:%�.;=< q ⊂ B

vs)xf :�;/)3)
q ∩ A = p

$=��< Z &

��	'&�	%��q=����&�
S = A− p

J�:<	����q��;u@
S−1A ⊂ S−1B

&����V�`	���P&��)�������� X &��@ &��M�����J', ���
X r�������Q&�����Q	£�����Q	����;mvwF��	��

n ⊂ S−1B
J�:<	�;�vwF��	��

m = n∩S−1A
��;�@���	d������	����s	�>?�

�,�����	 � J � M���F�Fs	�����[��;u@�&;[Fs	�;[�����P�����6�Q	£�����Q	���]vwF��	������ ��H��d	�����_�)�����
S−1A

J�, ���
�B&@�� 	�>?�`@ &�
Fs	�;)CUH�����&��F�^:���	�����	���� �

q = β−1(n) ⊂ B
β

−→ S−1B ) n

↑ ↑

p ⊂ q ∩ A ⊂ A
α

−→ S−1A ) m = m ∩ S−1A

, r������� X ���
q = β−1(n) ⊂ B

jd;�H���;�@
q

T������ ���y@
q∩S = ∅

J , �� X ����F��� :���	�����	����
&�W@��������&�c��������&�2j���;�@

q ∩ A = α−1(m) = p
J

�

vw�aF���i	����������	���;�>?�����zA&H���&@ ����YM��`@����;�M�>?�`@Y��	��aH�C�@i��	���P���)������&� X ��y@ ���M�����&�2J4:���
CUH��������F�=��	�@ P=��;u@]Fs	������CU����F���V�����B��y@�	�M�C�F����;�&� zA&����.@�R�H��5\]&F��M�@ M�����J�vw� �[����¡	�M�C
F����;���4�����B��y@ X ����F8��4��� \] X ���;oF�&;o��H�&@������;�>?��&�_�=H����Q	�����;������M�����;���&����	�;B��������;�&@ P.@�J

� R ���p�U����tu)�Z
A ⊂ B

���� 4� $�;= %-/�?!#�� %$%� 6 � ����Z[� 6 �% %$/vw)xfM$=��< Z dim A = dim B
&

��	'&�	%��q=�Bvw;�@
q0 ( q1 ( · · · ( qs ⊂ B

�����Alm��������F��	�����.@�@ �j�;�H���;�@V	�M�>?�+F���Af^&@�@ AF���
��&��M��`@���<��&;�>?������@�@����&�Glm��������F��	���

p0 ( p1 ( · · · ( ps ⊂ A
���y@

pρ = qρ ∩ A
&����

lm��������F��	�����.@�@�=���
A

����@�;�@������W@���5vw���W��M�;���H�����5��	�>?�o�,����Q	 � J���J�:<	����y@]&���s	��y@ &� X ���

dim A ≥ dim B
J

, ���q�L.@ ��	�>?�`@ �� �WM�� �����Glm��������F��	�����&@�@ 
p0 ( q1 ( · · · ( ps ⊂ A

���y@q�>?�`@���
vw���W��M�;���H�����NJo�=	�>?� �,����Q	 � J
	+.����;u@ �����@/����nlm��������F��	��

q0 ⊂ B
����@

q0 ∩ A = p0

J
�c�y@i�=���yCU_F��;kzAH�������Ow�=TG¢6���H������;/��r�;�;u@/;���>?�bF�	�����&�����lm��������F��	�����.@�@ 

q0 ( q1 (

· · · ( qs ⊂ B
��H���;u@ ��M��������2j`CU���[F���

qρ ∩A = pρ

������@�J�psH���������>?�Y&���s	���@ &� X ���
dim A ≤

dim B
J

�

:<	�;9CUH��������F��f=H���H����¡	��,����&CU&��@9����� X ��>?�W@�������]�s	���	��`@ &����;���&��M�����F��;m:=�������;���H���;��L&�����yIN;&J
:<	�P�M5��M�CU�� X ���]M���;�F���<:�.{s���y@ ��H��qF��;6¢4� 	���;�P&���F�&��P���� 	�F�&;=��H�>?����	���;]���qZ[�����������M�����J

�
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�
	������������������� �����
K/k

���� 4�#�� �: < �10329� 6 -/���=$=Z �bX"� 6 � � 6 � 6 � ����Z[� 6 �F %$�& ��� 6�� L�RU��q ��	%� mQ(	%� ��d�L�RUQ :=�1�3)x� 6 ' 6 � ����Z � 6 �% %$@�B)�ZA:%�]\* U�1� 6 Z ;=<g) :=�1� � <B���� )�Z �9$�;= %-/���l;/2%< n
v � W 6 :=�1�

x1, . . . , xn ∈ K
� ���B)�Z��1� 6 �� v�)xf :�;/)3)Y:=�1� ' 6 � ����Z � 6 �% %$ K/k(x1, . . . , xn)

;=< $%� + 6 ;=�B)x032y�B)�Z1&> ;= +���8y� 6 � �3v^:�;/)3)p:=�1�3)x� ���]\* U��ZO�1f/ ;���032 ;����@;��H 4�
k �
	 < $%� + 6 �� ;= � �� �: �b; 6 �B)�Z�v

� �� U 8^;= 
-��F8�� �Uf/Z��1�� UZ �� � � 6 � � 6 W +�� 6 $%�32%Z1&

C ��L���TOT]RcL �U�� tu)�Z
A

���� 4�A;��H 4�
k �
	 < $%� + 6 ; Wc+�� 6 ���� 4��8 X"� 6 � � 6 k

vs)xf,$=��< Z

dim A = trdegk A.

��	'&�	%��q=�N����
trdeg A = n

J�:�	����+.����;u@ ��&��&�
ξ1, . . . , ξn ∈ A

;�H�F�	�;�;)F���AZ[� X &��@����M����

k[ξ1, . . . , ξn] ⊂ A
	����������	���;�>?�i��;�@�Jd�=	�>?�Y��	d@ P � J � ��;u@9F�	����

dim A = dim k[ξ1, . . . , ξn]
J

,a���&��F�&�k	��������� 	���;�>?��&�b�=��	����sr�������������y@iF���
ξ1, . . . , ξn

��;u@iF���k�)�����
k[ξ1, . . . , ξn]��;�H���H���T��
P�M��$l4H�������H����������Q���

n
��	����¡	�����&�

k[x1, . . . , xn]
JI�,&@ P.@ &����^��	�@<�s	�>?�afVH�O

��H�����	�� z J � :��������;���H��
n

J
�
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� "��8* (5-_'�1435'�7~*��m35'�� -A7~% ���&#&*,#&'�7
	0(��/*�.')% % �

\].R�H�� X �������y@_F��� ��H�&@������;�>?��&� �=H����Q	�����;������M�����;���&����	c�B���������&�2j��B�����@ ������ X ���
��H�>?�+Fs	�;6CUH��������F� �,&����	/CU���6F�&�
\] X &��;)R�H��
��	�@�P z J z J
_*	%N NPR ���O�  U�.:%� 6 � ; � Z[f 6 �1��<�<B�?!#�� %$ �B)�Zb 4f 6 8^;=< &
��	'&�	%��q=�9����o������
CD	��`@ H�����&����&���)�����qM���F

α = a/b ∈ Q(A)
;���o��	���PY���B��<�ij X H��B��

a
M���F

b
H�����5Zm����;�>?��� r�����M�����	���;i@��������uCU��&��FeR�H���	�M�;����;�.@ P.@�;������2J , r���

α 6∈ A
j

;�He��r��LQ�;_����tl[��������������`@
p ∈ A

����@
p|b

M���F
p - a

Jmps�������Y����W����@
α

&����&�
zA	���P&����y@ ;��������>?�WM����

(a

b

)n

+ a1

(a

b

)n−1

+ · · ·+ an = 0
����@

ai ∈ A.

:<	����y@6����sr���@��Q	��

an + a1a
n−1b + · · ·+ anbn = 0.

�VM��c������@
p|b

M���F+CUH���������>?�
p|an

j�	���;�H_	�M�>?�
p|a

J�:����;)��;u@)���� , ��F����;�T���M�>?�2J
�

:���0�=H�&@������O��=H�����	�����;���&��M����c{s��F�&@�R������5��� X &��F�M�����������tF���_¢6��&H�����5F����	�����&�

k
Ow�������������NJo�+��@iF��� �=H����Q	�����;���&��M�����;���&����	Q��	�;�;���n;���>?��R���&�� X ��>?�`@ ����qZm�����������;�;�

�B X ���;���Nj�Fs	���M��`@ ��]F�����������B��u@ ;�>?��<�VM�����;�@ &�������;�	�@ P�j�&����<p�H���� F��;]����M�����;�>?��&�0��	�M�T�@�O
��F��	���; 	�@�P�&;9M���FkF����¢o	d@ ; 	�>?���j�Fs	�;�;9F���ol9H�� ����H����������

k[x1, . . . , xn]
:=�������;���H��

n
�s	d@�J

� R ��� ��� � �����
A

���� 4�
�� �: < �1032 � 6 -/����$=Z[� k �
	 < $%� + 6 ;�& �A;= U H� ���B)�ZO�1� 6 �� ξ1, . . . ξn ∈ A89��Z��Ef/< $%�� �:%�� "'7� $%�� )x032 ; � Z[�� ��
	 ���

A
�B)�Z ���� p�� �: < �1032h� 6 -/���=$=Z � 6 >@f :��%< Wc+�� 6 :%��8 �( UZ[� 6�6 �� %$ k[ξ1, . . . , ξn]

e=f/ 
A
&

	 ����� �,� 6 >@f 6 � 2%�B)�8"��) k[x1, . . . , xn] → k[ξ1, . . . , ξn], xi 7→ ξi

�B)�Zw���� �tu)xf/8yf 6 � 2%�B)�8"�S) &
tu)�Z

a1 ⊂ a2 ⊂ · · · ⊂ ar ( A
���� 4�9;�� �u)�Z ��� $%�� �:%�MX9��ZOZ[� e=f/ ht :%�.;=<B�� @e=f/ 

A
v )xf � ;= U 

8^;= :%�� 5 f/< �  4f/8 6 �� %$ k[ξ1, . . . , ξn]
 4fx032y)xf � �/2%<B�� v7:�;/)3)

aρ ∩ k[ξ1, . . . , ξn] = (ξ1, . . . , ξi(ρ))

e=f/ ��U; 6 ��;�+ <B�� � 6 -/���=$=Z �s� 6 :�&SV*W 6 ���� 4� �3032%Z�;�� �u)�Z[��� $%�� �:%�sX9��ZOZ[�w$=��< Z�)xf.$�; 6 i(ρ−1) < i(ρ)
� W 6 ρ = 2, . . . , r

&

��	'&�	%��q=�LZ[;6����W����@�jsF���c��	�@�P<CU���6F�&�+CU�����&�0l9H�� ����H����������
A = k[x1, . . . , xn]

P�M+P�&�yO
��&�2J,:<	�P�Me���L&�������@^��	��E;���>?�2j2F�	�;�;A��	��EF���Y�=����&��� 	

A
	���;��<M�H�@���&�W@<������;^;�H���>?��&�

�
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CU�����&�_l9H�� ����H�����������;
A′

;�>?����&���B����d	����2J`\��P�&��>?����
a0

F�&�Qf^&���_F���[�)�;u@ �W�¡	�;�;�&�s	���O
������F�M����

A′ → A
M���Fc;�&����+F���i�V��������F�&��R�H��

aρ ⊂ A
CU���

ρ = 1, . . . , r
����@

a′

ρ

���y@
�B�P&���>?����&@�J�������F|Fs	����

ξ′i ∈ A′
Zm�������`@ �j X ���>?��
F���+��M�;�; 	���+F�&;5��	�@�P�&;�CU���

A′

&��CU��������Nj�;�H���uCU��������5F���8\]����F���
ξi ∈ A

CU���
i > i(0)

F���A\]&�s	�M�T�@ M����_CU���
A

J
:�&�c&����&�`@ ����>?����+\] X &��; X &��F�&� X ���6���0F���&�4��>?������@�@���0CU�������� �
( �*)+KNM��sr�>?��;u@Q;�H�����F���+\]���	�M�T�@�M����aCU���

r = 1
M���F�F��� ��TL&P��¡	���CD	�����j�Fs	�;�;

a1

����
�=	�M�T�@���F��	��2��;�@�j����P&�����@ X &��F�&�2J

( ���+)Qvw�0&����&�cP X &��@ &�E��>?������@�@)����s	���@��� X ���6F���^��M�;�; 	���8CU���6����0�B������������&;6vwF��	��
a1

J

( �����+)��=��;�>?������&�����Fc�B��s	���F����� X ���6F�&�
p�	����N����������&�)vwF��	����J

��&�B	���;�H8P&M��sr�>?��;�@
r = 1

M���F
a1 = (ξ1)

����Q�=	�M�T�@���F��	���j X ���>?���;�R�H��
ξ1 6∈ k

���P&�M���@
X ����F2JmpsH���������>?����;�@

ξ1 = Λ(x1, . . . , xm) ∈ k[x1, . . . , xm]
J , r����y@Y�Q	��

ξi = xi − xti
1CU���

i = 2, . . . , m
����@=���&������.@ &�

ti ∈ N
jN;�H5��;u@

k[ξ1, . . . , ξn] = B ⊂ A
&����/�`	���P&

�)�������� X ��y@ &��M�����JN:<	�P�MG����W����@A�;�jLF���kZ~��TBH���&�W@���
ti

;�H5P&M X r�������NjNFs	�;�;
x1

�`	���P
���B��

B
��;u@�J

x1
��&������@VF���=z^�����>?�WM����

Λ(x1, ξ2 + xt2
1 , . . . , ξm + xtm

1 ) − ξ1 = 0.

�c�y@V�=����CU�R�H��x�+M���@�������F���>&�;���r�;�;u@);���>?�+Fs	�;Vl4H�������H��
Λ

M���;�>?��������B��+P�M

Λ =
∑

µ∈I

aµxµ.

:�M���>?�xZm����;�.@ P�&�c&���s	���@ &� X ���

∑

µ∈I

aµxµ1

1 (ξ2 + xt2
1 )µ2 · · · (ξm + xtm

1 )µm − ξ1 = 0.

��&�
g

;�H0�� X r����y@�jLFs	�;�;
g > max { µi | µ ∈ I }

�����y@�JL��.@ P&@8��	��EFs	����
ti = gi

j2;�H
;�����F�F��� ,a��u@ )R�H��

f(µ) = µ1 + t2µ2 + · · ·+µmtm
Ts	�	�� X ���;�)R����;�>?�����F�&�2J�\��P�&��>?����

µ̄ ∈ I
F�&�|vw��F�.�LjoCU���YF���

f(µ̄) = max { f(µ) | µ ∈ I }
������@�Jo�c�y@kF����;�&�Y���M���

�VH�@?	�@���H��5&���s	���@ &� X ���6F���8zA�����>?�WM����

aµ̄x
f(µ̄)
1 +

∑

j<f(µ̄)

Pj(ξ1, . . . , ξn)x
j
1 = 0.

:<	�� 	�M�;/���������@i;���>?�n�s	�>?�|:���R���;���H���F�M���>?�
aµ̄ ∈ k×

�����0zA	���P������@�;��������>?��M����
CU���
x1���B��

B
J[����;�Ha��;�@

A
�`	���Pc���B��

B = k[ξ1, . . . , ξm]
J[��M�CU����M���F�F����	����������	���;�>?����

�V�s	����sr�������������y@YF�&�
x1, . . . , xm

;�����F|	�M�>?�|F���
ξ1, . . . , ξm

	�����&��� 	���;�>?�nM���	����sr��������
���B��

k
JB�V�SF���x&��;u@ ��
¢9&����F��;=\] X &��;�&;^	���;�>?���������&�
P&Mx����������2jB�k��;�;�&� X ���)��H�>?�

�
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P&�������2j�Fs	�;�;
a1∩k[ξ1, . . . , ξm] = (ξ1)

�����y@�Jd:<	�P&M��B&@�� 	�>?�`@��� X ���~F�&�YCD	��`@ H����������&�k�)�����

k[ξ1, . . . , ξm]
J�:���&;���V��;u@V�s	�>?� �,�����	 z J � ��H����Q	�� J�vw;�@�	���;�H

q ∈ a ∩ B
js;�HQ�d	����c�Q	��

q = ξ1q
′

����@�&����&�
q′ ∈ A∩ k(ξ1, . . . , ξm)

;�>?����&���B��2J
q′

��;u@]��	���PV���L&�
k[ξ1, . . . , ξm]

M���Fc;�H����y@�CUH�����@)	�M�>?�
q′ ∈ k[ξ1, . . . , ξm]

J
vw�0������� �sr�>?��;u@ ��x��>?������@�@ X H������� X ���6F���c\] X &��;6CU���6����0vwF��	��

a1

CU��������NjsFs	�;)����>?�`@
��H�@ X &��F���������x��	�M�T�@ ��F��	��,��;�@�J�, ���)P�&����&�
F����;�&;�¢4�����������������;V���y@V�=����CU^�������Vvw��F�M��`O
@���H��a�s	�>?�nF�&�k����P�	�����F���/��	����¡	�����&�

m
Jo:���Yp�	����

m = 1
��;�@i@ ���yR��¡	�� J�����

ξ1 ∈ a1����@
ξ1 6= 0

�� X r����y@�J]:<	���� ��;u@
ξ1 6∈ k

j�F����� ;�H���;�@ X r���
a1 = A

J��c��@5F���5���
��>?������@�@ ( �+)��B�;�>?��������B���&�t�c.@ ��H�F����H���;u@ ��M���&��@i�Q	��eZm��&��&�`@ 

η2, . . . , ηm ∈ A
j,;�H�O

Fs	�;�;
ξ1, η2, . . . , ηm

	��������� 	���;�>?�nM��s	����sr��������E���B��
k

;�����F2J[:�	����t��;u@
A

�`	���P5���B��

C = k[ξ1, η2, . . . , ηm]
M���F �;���;u@

ξ1A ∩ C = ξ1C
J���	�>?� vw��F�M��`@ ��H���;�R�H�� 	�M�;�.@ P�M����

�����;�@��������EZm�������`@ 
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k[ξ1, . . . , ξn−1] ⊂ k[x1, . . . , xn]/(f)
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