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Wiederholung Topologie

e Definition “Topologie”:
Sei X # () eine Menge. 7 C P(X) heifit Topologie auf X, falls gilt:

-0,XeT
— 7T ist abgeschlossen unter beliebiger Vereinigung.

— 7 ist abgeschlossen unter endlichem Durchschnitt.

Die Elemente von 7 heiflen dann offen in X, ihre Komplemente abgeschlossen.
Im Folgenden sei (X, 7) ein topologischer Raum.

e Definition “Basis”:
B C P(X) heifit Basis einer Topologie von X, falls gilt:

—-VreXdBeB:x€eB
—VB1,Bo e BVxe BiNBy;dBeB:x € BC BN By

Dann heifit 7 := {O C X|Vx € O 3B € B:z € B C O} die von B erzeugte Topologie.

e Definition “Produkttopologie endlich vieler Raume”:
Seien (X1,71),..., (X, 7,) topologische Riume.
Dann heifit mit der Basis B := {01 X -+ X O,,|O0; € 7;} der Raum (X7 X - -+ x X,,, 7g) der
Produktraum von Xq,...,X,.

e Definition “Umgebung”:
Sei z € X. Jedes U € 7 mit x € U heiit offene Umgebung von x, und jede Obermenge
einer offenen Umgebung von x heifit Umgebung von x. Uy(x) bezeichnet die Menge der
offenen Umgebungen von z, U(z) die Menge der Umgebungen von .
Offenbar ist eine Menge O offen genau dann, wenn sie Umgebung von allen ihren Punkte

ist, denn man hat ja die Darstellung O = U U.
UeUy (z) Az€EOANUCO

e Definition “Umgebungsbasis”:
Ein System (Ua),er C U(x) heiBBt Umgebungsbasis von w, falls es zu jeder Umgebung
U € U(x) ein & gibt mit Uz C U.
Man sagt, « besitze eine abzdhlbare Umgebungsbasis, falls es eine Umgebungsbasis von x
mit abzdhlbarem Z gibt.
Man sagt, (X, 7x) geniige dem ersten Abzdihlbarkeitsaziom, falls jeder Punkt x € X eine
abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.



e Definition “Abschluf3”:
r € X heifit Berihrpunkt von E C X, falls VU € U(z) : U N E # 0.
Die abgeschlossene Menge E := {x € X| z ist Berithrpunkt von E'} heifit Abschiuf§ von E.

e Definition “Stetigkeit”:
Seien (X,7;) und (Y, 73) topologische Riume. Eine Funktion f : X — Y heifit stetig in
zo € X, falls VU € U(f(x0)) : f~HU) € U(zo).
f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist. Dies ist dquivalent damit, daf
Urbilder offener Mengen stets wieder offen sind bzw. dafl Urbilder abgeschlossener Mengen
wieder abgeschlossen sind.
Man sieht leicht ein, dafl die Komposition stetiger Funktionen wiederum stetig ist.
Eine bijektive Funktion f heifit bistetig, falls sowohl f als auch f~! stetig ist.

e Definition “Unterraumtopologie”: Sei Y C X. Die Topologie Ty := {ONY|O € Tx } heifit
Unterraumtopologie von Y.

e Definition “vorwirts induzierte Topologie”:
Sei (X, Tx) ein topologischer Raum und f: X — Y eine Funktion.
Dann ist 7y := {O C Y|f~(O) € Tx} eine Topologie auf Y, und zwar die feinste, beziiglich
der f stetig ist, und wird von f vorwdrts induzierte Topologie genannt.

o Definition “hausdorff’sch”:
(X, 7) heifit Hausdorff-Raum, falls gilt:

Vaq #xg e X AU, EU(fCl),UQ EZ/[(xg) :UiNU; =0

Dies bedeutet, daBl man je zwei Punkte mit offenen Mengen separieren kann.
Beispiel: RY mit der euklidischen Topologie ist hausdorff’sch.
Gegenbeispiel: (N, {0} U{A C N:|A®| < oo}) ist nicht hausdorff’sch.

Definition (topologische abelsche Gruppe)

Ein Tripel (G, 7Zg,+) heifit topologische Gruppe, falls (G,+) eine Gruppe ist und (G,7Z¢g) ein
topologischer Raum ist, so daf§ die Abbildungen G x G — G, (z,y) — z+yund G — G,z +— —z
stetig sind beziiglich 7g bzw. Tgxa.

Eine topologische Gruppe (G, 7, +) heilit topologische abelsche Gruppe, falls (G, +) abelsch ist.

Bemerkung 1

Man kann anstelle der Stetigkeit von + und — auch die Stetigkeit der Funktion s : G —
G, (z,y) — x —y fordern: Aus der Stetigkeit von 4+ und — folgt die Stetigkeit von s als Komposi-
tion stetiger Funktionen. Und wenn umgekehrt s stetig ist, so auch —, da die konstante Funktion
x +— 0 stetig ist, und damit ist auch + stetig.

Konvention

Im Folgenden bezeichne (G, 7g, +) stets eine topologische abelsche Gruppe.

Lemma 1
Ist {0} abgeschlossen in G, so ist G hausdorf’sch.

Beweis:

s ist stetig. Daher ist s71({0}) = {(x,z)|x € G} =: A abgeschlossen als Urbild einer abgeschlos-
senen Menge unter einer stetigen Funktion.
Seien nun x; # x2 € X beliebig. Dann ist (z1,22) € (G X G) \ A € Tgxc. Nach Definition der



Produkttopologie gibt es dann eine Basismenge 01 X Oz C (G x G) \ A mit (z1,z2) € O1 X O
und 01702 e Tg.

Dies heifit aber Oy € U(x1), 02 € U(x3), O1 N Oy = ). Weil 21 und x5 beliebig waren, ist (G, 7¢)
also nach Definition hausdorff’sch.

Bemerkung 2

Die Translationen T, : G — G,z — x + a sind offenbar bijektiv und stetig mit wiederum stetiger
Umkehrfunktion (néimlich T_,), also sogenanute Homdomorphismen von G nach G. Daher gilt
die Aquivalenz O € 7¢ < a+ O € T und dquivalent dazu U € U(0) < a + U € U(a). Also
legen die Umgebungen der 0 bereits vollstandig die Topologie fest.

Satz 1
I.H= N U= N ULG
Uel(0) Ueldy(0)
2. H={0}

3. G/H ist hausdorfl’sch
4. G ist hausdorft’sch & H = {0}

Beweis:

1. Untergruppenkriterium: 0 € H # (). Seien x,y € H. z.z.: x —y € H.
Sei V e Up(0). Bsist V:=m~ (V) € Up(0), also y € V.
Damit ist —y = m™1(y) e m~ (V) =V wegen m = m~1.
- Vel (—y)
xEH:ﬂUT:%:C—yE ﬂ vooc !

Uello Uelo(—y)

Und weil V beliebig war gilt z —y € [ V =H.
VGU()(O)

teHeVUecl():zecU VYU cU(0):0cx—UVV cl(x):0eV < zec {0}

3. Man betrachtet auf G/H die von der kanonischen Projektion p : G — G/H,z — x + H
vorwirts induzierte Topologie 7q/ -
Dann ist G/H\ {0+ H} € Tg/y, weil p~* (G/H\ {0+ H}) = G\ H = G\ {0} € 7¢, d.h.
{0+H} = {0g,r} abgeschlossen ist. Nach dem vorigen Lemma ist also G/ H hausdorff’sch.

4. Ist H = {0}, so ist G = G/H und damit hausdorff’sch.
Ist andererseits G hausdorff’sch, so gibt es zu jedem beliebigen x € G,z # 0 Umgebungen

U €eU(0),Uz € U(z) mit Uy NUs =0, also x ¢ Uy und daher z ¢ [ U =H.
Ueu(0)

Definition (Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen)

Eine Folge (z,,)neny C X in einem topologischen Raum heifit konvergent gegen x € X und man
schreibt x,, — z, falls
YU eU(xz) Ing e NVn >ng:x, €U



Eine Folge (2, )nen C G in einer topologischen Gruppe heiit Cauchy-Folge, falls

YU e UU(0) Ing e NVn,m > ng : xp — Ty €U

Bemerkung 3

Im Allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig festgelegt. Betrachte als Beispiel
den Raum X = {1,2} mit der Topologie 7 = {0, X }. Dort konvergiert jede Folge sowohl gegen
1 als auch gegen 2.

In Hausdorff-Rdumen ist der Grenzwert allerdings eindeutig, denn gelte z,, — =z, so gibt es zu
jedem y # x Umgebungen Uy € U(x),Us € U(y) mit Uy NU, = (. Also folgt aus x,, € Uy Yn > ng
sofort x,, & Uz Vn > ng und daher z,, /4 y.

Bemerkung 4

Stetige Funktionen sind auch folgenstetig. Das bedeutet, da$ fiir eine stetige Funktion f: X — Y
aus z, — x sofort f(x,) — f(z) folgt. Dies erkennt man leicht an der Definition von Konvergenz
und Stetigkeit in einem Punkt.

Lemma 2
YU € U(0) 30y € Up(0) : (Oy — Opy)N(Oy + Opy) CU

Beweis:

s(x,y) = x — y ist stetig, also ist s~1(U) € U ((0,0)) Nach Definition der Produkttopologie gibt
es 01,0, € Tg mit (0,0) € O1 x Oy C s71(U), d.h. O — Oy C U. Analog findet man aufgrund
der Stetigkeit von + Teilmengen O3, O4 € Up(0) mit O3 + Oy C U.

Dann besitzt Oy := O1 N Oz N O3 N O, die gewiinschte Eigenschaft.

Definition (Die Vervollstindigung G von G)

Wir fiihren auf der Menge der Cauchy-Folgen einer topologischen abelschen Gruppe G die Aqui-
valenzrelation ~ mittels () ~ (yn) < T, — Yy — 0 ein und definieren G := G/~ = {[(z,)]}
Wir bezeichnen die Projektion G — G,z — [(x)] _ mit ®.

Wir erkliren auf G die Addition mittels [(#,)]. + [(¥n)]. = [(€n + yn)]. und die Invertie-
rung mittels — [(z,,)] . := [(—2n)] ., sowie die Topologie 7 := {O c Gvz € © 30 € Uy(0) :
z+ CF(O) c O}. Hierbei setzt man CF(A) := {[(xn)]_ |(z,) C A ist Cauchy-Folge} fiir A C G.

Bemerkung 5

Fiir die Funktion CF : P(G) — P(G) gilt offensichtlich A ¢ B = CF(A
CF(—A) = —CF(A). Zudem ist nach Definition von + 4 auch CF(A) + CF(B)

) € CF(B) und
C CF(A+ B).

Bemerkung 6

Esist Kem® = {z € G|(z) ~ (0)} ={z € G|z -0} = N U=1{0}.
Uel(0)
Folglich ist ® injektiv genau dann, wenn G hausdorff’sch ist.

Lemma 3

Die Operationen auf G sind wohldefiniert und machen (G +) zu einer abelschen Gruppe. Zudem
ist 74 eine Topologie auf G, (G, 74, +) durch die G zu einer topologischen Gruppe wird, und ®

ist ein stetiger Homomorphismus von G nach G.



Beweis:
Im Folgenden sind, sofern nichts anderes gesagt wird, alle auftretenden Folgen als Cauchy-Folgen
in G zu verstehen, U als beliebige Umgebung der 0 und Oy immer wie im letzten Lemma.

e ~ ist eine Aquivalenzrelation:

— Reflexivitit: z, — 2, =0 — 0 ist klar, also (z,) ~ (2,).

— Symmetrie: Gelte (z,) ~ (yn), d.-h. z, —y, — 0. Esist —U € U(0) wegen Stetigkeit
von — und daher z,, — y, € —U VYn > ng, folglich y, — x, € U ¥n > ng und damit
Yn — T — 0, also (yn) ~ (z4,).

— Transitividt: Gelte (zy) ~ (yn), (yn) ~ (2). Dann ist
Tpn—2n = Tpn—Yn + Yn—2n € Ou+0Oy CUVn >max{ny,na}, d.h. (x,) ~ (z5).

——— —

cO0OuyVn>nq eO0OuyVYn>nsg

[(—zn)]. ist erkldrt, d.h. (—z,,) ist wiederum Cauchy-Folge:
Es gibt ein ng € N mit x,, — z,,, € U Ym,n > ng.
Dann gilt auch —z,, — (—xm) = T — 2 € U Yn,m > ng, d.h. (—z,,) ist Cauchy-Folge.

o [(xy, + yn)]. ist erklirt, d.h. (z, + yn) ist wiederum Cauchy-Folge:

abelsch

(Tn+Yn)—(Tm+Ym) = (Tn —2m) + Yn —ym) € Ou+Oy C U Vn,m > max{ni,na}
—— N——

eOyVn,m>n1 cOyVn,m>ns

e —. ist wohldefiniert:
Sei (zp) ~ (yn). Dann ist (—yn) — (—2zn) = 2y — yn € U V0 > ng, also (—yn) ~ (—xn).

® + ist wohldefiniert:
Seien () ~ (Zn), (Yn) ~ (§n). Dann ist
(X +Yn) — (@n —Gn) = (&n — Zn)+ Yn — Un) € Oy + Oy C U ¥n > max{ny,na}, also
—_— Y
cOpyVn>ny cOyVn>na
(xn + yn) ~ (in + Z}TL)

e Die Gruppeneigenschaften und die Kommutativitit {ibertragen sich direkt. Die Null ist
0s = [(0g)] . = ®(0). AuBerdem ist — [(zn)] . = [(—2)]

e & ist ein Homomorphismus nach Definition von + 4.
e 7. ist eine Topologie auf G:

— ) € g ist klar.

— G € T folgt mit O = G.

— Seien O, € Ts Vo € I. Fiir jedes v € J Oq gilt dann z € Oy fiir ein & € Z. Daher
acZ

gibt es O € Up(0) mit = + CF(O) € Of € |J O,. Daraus folgt |J O, € T4
acl acl

— Seien O; € TaVi=1,...,n,xz € () O;. Dann gibt es O; € Up(0) mit z+CF(O;) C O;.
i=1

Setze O := [ O; € Up(0). Dann ist z + CF(O) C = + CF(0;) C O;Vi=1,...,n,

=1

also z + CF(O) ¢ N Oy, d.h. N O; € Te.
i=1 =1

1=



e Sublemma: Fiir U € U(0), meGmtx—&—CF( ) € U(x). A A
Beweis: Setze U:=xz+ CFU),V :={y e U]30 € Uy(0) : y + CF(O) c U} c U.
Zuy € V gibt es dann O € Uy(0) mlt y+CF(O) C U. Wihle O € Uy(0) mit O+O c O, und
sei § € y + CF(O) beliebig. Dann ist § + CF(O) C y + CF(O) + CF(0) C y+ CF(0) C U,
also g € V nach Definition von V. Weil g beliebig war, folgt y + CF (O) C V, und weil y
beliebig war, folgt nach Definition V € 7. Wegen x € V c U hat man daher U € U (z).
Korollar: U(z) = {U c G|E|(9 € Up(0) : = + CF(O) C U}
Beweis: Sei U € U(z), dh. 30 c U,z O ¢ 7. Dann gibt es nach Definition von 74 ein
O € Up(0) mit z + CF(O) ¢ O c U. Gibt es umgekehrt O € Uy(0) mit = + CF(O) C U, so
ist U Obermenge der Umgebung z + CF (0) € U(z) von x und daher ebenfalls Umgebung
von .

e Das Diagramm

G = G
1® 1®
ist kommutativ: —®(z) = — [(2)] . = [(—2)] . = ®(—2).

e Das Diagramm
GxG o

l<I>><<I> lCP
GxG 2o
ist kommutativ: ®(z) + ®(y) = [(z)] . + [(¥)]. = [(z +y)]. = 2(z +y).

«5:G— G, (x, y) & —y ist stetig (= +4 und — 4 sind stetig):
Seien z,y € G,U € U(x — y). Dann gibt es O € Up(0) mit » —y + CF(O) C U. Wiihle
O € Up(0) mit O —O c O. Dann ist 3(z + CF(O),y+ CF(O)) = z —y+ CF(O) — CF(O) C
& —y+ CFO) C U, also s~ (U) > (x n CF(O)) x (y n CF(O)) U ((x,y)), und daher
ist § stetig in (z,y), wobei z,y € G beliebig waren.

o O ist stetig: A
Sei U € U (®(g)). Dann gibt es O € Up(0) mit ®(g) + CF(O) C U. Es ist dann ®(g+ O) =
®(g) + ®(0) C ®(g) + CF(O) C U und somit ®~1(U) D g+ O € U(g). Also ist ® stetig in
jedem g € G, folglich stetig auf G.

Satz 2
Es gilt fiir jede Cauchy-Folge (z,) C G gilt ®(z,,) — [(@n)].. Insbesondere liegt ®(G) dicht in
G, dh. ®(G) =G.

Beweis:

Setze x := [(zy)]_. Sei U € U(x). Dann gibt es O € Up(0) mit z + CF(O) c U. Weil (x,,) eine
Cauchy-Folge ist, gibt es ng € N mit z,, — z,, € O Vn,m > ng. Daraus folgt aber ®(x,) —x =
[(n, — 2k)ken] . = [(0,0,0,...,0,Zn — Tng, Tn — Tng+1, Tn — Tno+2,--- )], € CE(O) ¥n > ny.
Das bedeutet ®(z,) € = + CF(O) C U ¥n > ng, was nach Definition ®(z,,) — z heift.



Satz 3
(@G, 7¢) ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis:

Seien = #y € Gy = [(zn)]_,y = [(yn)]._, also &, — yn # 0. Das bedeutet gerade: U € U(0) :
Vnge NIn>ng:x, —yn €U.

Wahle O, 05 € Z/{O(O) mit Oy + 01 C U, 05 — Oy C O1.

Ann.: 0 € (x + CF(Os)) — (y + CF(O2)) Cx —y + CF(O2 — O3) C x —y + CF(O1)

Das heifit, es gibt (g,) C O1 mit ,, — Y, — gn — 0, also Ing € N: z, — yp, — g € O1 V. > nyg.
Daraus folgt x,, — yn € gn + O1 C O1 + O1 C U Yn > ng im Widerspruch zur Wahl von U.
Also gilt 0 & (z + CF(Oz)) — (y + CF(O2)), d.h. (z + CF(O2)) N (y + CF(O2)) = 0.

Weil  # y € G beliebig waren, folgt definitionsgemiB, daB G hausdorff’sch ist, denn z +
CF(O2) € U(z) und y + CF(O2) € U(y).

Definition ( Vollstindigkeit)

Eine topologische abelsche Gruppe (G, 7q,+) heiit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in G
genau einen Grenzwert besitzt.

Satz 4

Ist G vollstindig, so gilt G = G. Speziell ist ® ein bistetiger Isomorphismus von G nach G.
Insbesondere ist jede vollstéindige topologische abelsche Gruppe hausdorff’sch.

Beweis:

Man muf nur noch die Bijekivitdt von ® und die Stetigkeit von ®~! zeigen:

Sei & = [(zn)]_ € G beliebig. Es gilt dann ®(x,,) — 4. Nach Voraussetzung gibt es aber auch

ein x € G mit z,, — x, so daf wegen (Folgen-)Stetigkeit von ® auch ®(x,) — @(z) gilt. Im

Hausdorff-Raum G sind Grenzwerte eindeutig, also hat man & = ®(z) € Bild ®, und damit ist ¢

surjektiv.

Fiir die Injektivitdt mufl man nur H = (| U = {0} zeigen. Fiir jedes z € H gilt aber
Uel(0)

definitionsgem&f * — 0 und natiirlich z — x, also wegen Eindeutigkeit x = 0.

Fiir die Stetigkeit von ®~' in # € G muB man fiir jedes U € U(z),z := ®~1(i) zeigen, daB

(<I>*1)71 (U) =®(U) e U(2) gilt. Sei also U € U(z) beliebig. Dann ist U — x € U(0) und es gibt

O € Up(0) mit O — O C U — z. Fiir jede Cauchy-Folge (g,) C O gibt es nach Voraussetzung ein

g € G mit g, — g, speziell also ein ng € N mit g, —g € O Vn > ng. Dann ist ®(g) = [(gn)].. und

gEG — 0O CO—-0CU—2xV¥n>mng, also [(gn)]. € ®(U — x) und damit CF(O) C (U — ).

Damit folgt ®(U) = ®(x) + (U — z) D & + CF(O) € U(Z), und dies war die Behauptung.

Lemma 4
Seien U,U € U(0) mit U — U C U. Dann gilt ®~! (CF(U)) cU

Man kann dies dquivalent auch so formulieren: (@‘1([7 ) ) ist eine Umgebungsbasis der 0.

Ueu(o

Beweis:
Sei z € ¢~ 1 (CF(ﬁ)), d.h. ®(z) € CF(U). Dann gibt es also eine Cauchy-Folge (z,) C U mit

x =z, — 0. Insbesondere gibt es ng € N mit z,, — z € U Vn > ng. Also folgt = € x,, — Uc
U+ U CUVn > nyg, also x € U. Weil x beliebig war, folgt die Behauptung.

Satz 5



Im Falle, daf§ es in G eine abzihlbare Umgebungsbasis der 0 gibt, ist G vollsténdig.

Bemerkung 7

In einer topologischen abelschen Gruppe ist die Forderung der Existenz einer abz#dhlbaren Um-
gebungsbasis der 0 dquivalent mit der Forderung, dafl (G, 7¢) dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom
geniigt.

Beweis:

Die Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt aus der Hausdorff-Eigenschaft von G.
Sei nun (U;);eny C U(0) eine Umgebungsbasis der 0 in G. O.B.d.A. gelte U;+1 C U; Vi € N, sonst
gehe zu U, = ) U; iiber.

i=1
Sei (zy,) C G eine Cauchy-Folge. Weil —U,, aufgrund der Stetigkeit von — wiederum eine Um-
gebung der 0 ist, sind z,, + CF(Uy), 2, + CF(~U,) Umgebungen von xy, also (z, + CF(Uy,)) N
(xn, + CF(— n)) € U(zy,). Wegen ®(G) = G glbt es daher fiir jedes n € N ein y, € G mit
®(yn) € (xn + CF(Un)) N (zn + CF(=Un)).

e (yn) ist Cauchy-Folge:
Sei U € U(0). Wiithle U, 0,0 € Up(0) mit U — U C U,0 + 0O c U,0 + O c O. Nach
Voraussetzung gibt es ein i € N mit U; € O. Weil (z,,) eine Cauchy-Folge ist und CF(O) €
U(0) gilt, gibt es ng € N mit x,, — x,,, € CF(O) Vn,m > nyg.
Es ist dann @(y, — ym) = P(yn) — Tn + T — T + T — P(Yim) € CF(U,) + CF(O) +
(—CF(-U,)) C CF(U;)+CF(U;)+CF(O) C CF(O)+CF(O) C CF(U) ¥n,m > max{i,no}.

Dies bedeutet y,, — y,, € ®~! (CF( )) C U Vm,n > max{i,ng}. Weil U beliebig war, ist
also (y,) tatsiichlich eine Cauchy-Folge.

o zn =y = [(yn)]o
Sei U € U), dh. y + U eine beliebige Umgebung von y. Es gibt ein O € Up(0) mit
CF(O) ¢ U. Wihle ein O € Uy(0) mit O + O C O. Nach Voraussetzung gibt es ein
i € Nmit U; ¢ O, und wegen CF(O) € U(0) und ®(y,) — y gibt es ng € N mit
®(y,)—y € CF(O) ¥n > ng. Dann gilt 2, —y = 2 —P(yn)+®(yn)—y € CF(U,)+CF(O) C
CF(0) c U Vn > max{i,ng}. Weil U beliebig war, heift dies z,, — y.

Satz 6

Seien GG und H topologische abelsche Gruppen, f : G — H ein stetiger Homomorphismus. Dann
gibt es genau einen stetigen Homomorphismus f G — H, so daB das Diagramm

¢ L H

1% L%

¢ LA
kommutativ ist. f ist gegeben durch f ([(zn)]_) := [(f ()] ..

Beweis:

EXISTENZ:

Sei (z,,) eine Cauchy-Folge, U € U(0). Dann ist wegen Stetigkeit auch f~1(U) € U(0), und es
gibt ng € N mit z,, — 2, € f~1(U) Vn,m > ng. Damit ist dann f(x,) — f(zm) = f(zn — 2m) €
f(f7HU)) CUVYn,m > ng, dh. (f(zy)) ist eine Cauchy-Folge.



Sei nun (z,) ~ (&,). Dann gibt es ng € N mit z,, — &, € f~Y(U) Vn > ng und daher ist
flan) = f(@n) = flxn—Tn) € f (f_l(U)) C U Vn > ng, also f(z,) ~ f(Zn).

Somit ist f: G — H,[(z,)]_ — [(f(2n))]. wohldefiniert.
Die Homomorphie von f und die Kommutativitét des Diagramms folgen direkt aus der Definition.
f ist auch stetig, denn sei z € G, Uy € U(f(z)). Dann gibt es Oy € Up(0) mit f(z)+ CF(Oy) C Us.
Esist 07 := f~1(O2) € Up(0) wegen Stetigkeit von f und wegen f(0) = 0. Fiir jede Cauchy-Folge
(90) © Oy gilt dann f(-+[(ga)].) = F(@)+[(f(gn))].. € F@)+CF(F(O1)) C f(x)+CF(Oy) < Us,
dh. 2+ [(gn)]. € fFH(Us). Also ist f~1(Uz) D = + CF(O1) € U(x), somit f stetig in .

EINDEUTIGKEIT:
Sei f : G — H eine beliebige stetige Funktion, so da} das obige Diagramm kommutativ ist.
Insbesondere ist f dann auch folgenstetig, d.h. (z,,) — = = (f(zn)) — f(a).

Fiir jedes z = [(z,)] . € G gilt dann f(z) < f(Pq(2n)) = @u (f(zn)) — [(f(zn))] -

Weil H hausdorff’sch ist, ist der Grenzwert eindeutig und es gilt f(z) = [(f(zn))]

~"

Bemerkung 8
An der Darstellung von f kann man fir g : G — H und h : H — K direkt die Gleichung
hog = hoj ablesen.

Bemerkung 9

Die Konstruktion von f verlduft analog zur Fortsetzung stetiger Funktionen auf die Vervollstéandi-
gung im Falle metrischer R&ume. Man benétigt dafiir allerdings eine gleichméflige Stetigkeit der
Funktion, was man im metrischen Fall direkt fordern kann, aber auch wie hier durch die Forde-
rung der Linearitdt der Funktion erreicht.

Definition (universelle Eigenschaft der Vorvollstindigung)

Fiir eine topologische Gruppe G heifit ein Paar (G’, ®) einer vollstandigen topologischen abelschen
Gruppe G und eines stetigen Homomorphismus ¢ : G — G Vervollstindigung von G, falls es zu
jedem stetigen Homomorphismus f : G — H in eine vollsténdige topologische abelsche Gruppe H
genau einen stetigen Homomorphismus f : G — H, so da das folgende Diagramm kommutativ
1st: o A
2
NS
H

G

Satz 7

Die Vervollstéindigung ist eindeutig, d.h. zu je zwei Vervollstéindigungen (G, ®1) und (Ga, D)
gibt es einen bistetigen Isomorphismus J : G1 — Ga, so dal J o &; = &, gilt.

Beweis:

Nach Definition der Vervollstdndigung gibt es eindeutige stetige Homomorphismen by Gy — G4
und ®5 : G; — Ga, so daf} die folgenden beiden Diagramme kommutativ sind:

@1 q>2

— Gl — GQ
\<D2 lé’z \}’1 lén
GQ Gl



Daher sind also auch die folgenden beiden Diagramme kommutativ mit stetigen Homomorphis-
men.

G — G, G — Go
\4)1 Al<I>2o<I)1 \<I>2 Al¢1o<1>2
G1 GQ

Allerdings werden diese Diagramme auch mittels der Identitéit auf Gl bzw. Gg kommutativ,
welche ebenfalls stetige Homomorphismen sind, und wegen Eindeutigkeit gilt daher bq 0Dy =id
und Ci>2 o Ci>1 = id. Daher ist @2 stetig und invertierbar mit stetiger Umkehrfunktion Ci>1 und
@2 o ®; = ®,, also gerade ein J wie gesucht.

Satz 8

Falls G eine abzéhlbare Umgebungsbasis der 0 besitzt, so existiert eine Vervollstédndigung. Diese
ist gegeben durch (G, ®¢), G = G/ ~ wie bereits definiert und untersucht.

Beweis:

Man muf} nur die universelle Eigenschaft fiir G nachrechnen, denn G ist bereits als topologische
abelsche Gruppe und @ als stetiger Homomorphismus nachgewiesen.

Sei also H eine vollsténdige topologische abelsche Gruppe, f : G — H ein stetiger Homomor-
phismus. Dann ist ¢y : H — H ein bistetiger Isomorphismus, und es gibt genau ein stetiges
f1 G — H, so daB folgendes Diagramm kommutativ ist:

L. H

|®e |
¢ g

f = <I>I_{1 o f1 ist nun ein stetiger Homomorphismus, so daB das Diagramm

kommutativ ist. f ist auch eindeutig. Denn sei § : G—H ein weiterer stetiger Homomorphismus
dieser Eigenschaft, so kann man im ersten Diagramm statt f; auch den stetigen Homomorphismus
Pyog embetzen und das Diagramm bleibt kommutativ. Also gilt wegen Eindeutigkeit @ o0 g =
fl, also g = &3, o f1 f , und damit ist auch f eindeutig durch die Forderung nach Stetigkeit
und Kommutatlwtat des Diagramms bestimmt.

Insgesamt bedeutet dies also, daB G eine Vervollstéindigung von G ist.

Beispiel 1

Wenn man spezieller den Fall einer Gruppe G mit einer Halbnorm || - || : G — [0, 00) untersucht
und die von dieser Norm induzierte Topologie betrachtet, indem man mit den Kugeln B(zq,7) :=
{z € G: ||z — x|l <r} die Basis B:= {B(z,r)|r € G,r € R} als Erzeuger der Topologie fixiert,
so kann man diese Vervollstdndigung auch anders erhalten:

Es ist klar, dal {0} = {z € G : ||z|| = 0} gilt, da man diese Punkte nie von der 0 trennen kann,
wéhrend sich Punkte mit ||z|| = 6 > 0 durch Kugeln der Gréfie 6/2 von 0 separieren lassen.
Daraus wird klar, dal diese Halbnorm genau dann eine Norm ist, wenn die topologische Gruppe
hausdorft’sch ist.
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Zudem folgt nun, dal diese Halbnorm eine Norm auf G/H (H := {0}) induziert mittels |Ja+H| :=
|lal|; diese Norm ist wohldefiniert wegen ||a|| — ||b|| < |la 4+ b]| < ||a|| + ||b]| und wirklich eine Norm
— man identifiziert hierbei einfach Punkte vom Abstand 0 miteinander.

Nun hat man den gewohnlichen Fall eines normierten Raumes vorliegen und kann analytisch
vervollstdndigen. Die hierbei entstehende Vervollstdndigung entspricht gerade unserem G, was
hier aber nicht nachgewiesen werden soll.

Beispiel 2

Man kann eine Gruppe stets wie folgt zu einer topologischen Gruppe machen:

Man gibt sich eine absteigende Kette von Untergruppen G = Gy > G; > G2 > ... vor und fafit

diese Untergruppen als eine Umgebungsbasis der 0 auf, d.h. U e U(0) .= Fi e NG, C U.

Man setzt nun U(a) := a + U(0) und g := {O C G|vVz € O : O € U(x)}. Man iiberlegt sich

recht einfach, dafl dies tatséchlich eine Topologie ist.

Fiir die Stetigkeit von s(z,y) := x — y seien x,y € G beliebig, U € U(a — b). Dann gibt es ein

t€Nmit e —y+G; CU. Esgilt s(x+Gi,y+G) =2+G—y—G=x2—y+G; CU, dh.

sTHU) D (x 4+ G;) x (y+ Gy) € U((x,y)). Also ist s stetig in jedem (z,y) € G x G, und daher

G eine topologische Gruppe.

Die G; sind offen und abgeschlossen fiir alle ¢ € N. Die Offenheit folgt aus der Tatsache, dafl

fiir alle g € G; die Gleichheit G; = g + G; € U(g) gilt und damit G; Umgebung aller seine

Punkte ist. Die Abgeschlossenheit folgt aus der Darstellung G; = G\ | (9 + G;) als Kom-
G,

plement einer Vereinigung offener Mengen. Eine zu dieser Topologie Sissende Halbnorm ist

||| := exp (—sup{n € Ng|z € G, }) mit der Konvention exp(—o0) := 0.

Nach Definition der Topologie besitzt die 0 € G eine abzdhlbare Umgebungsbasis. Somit ist G

vollstandig.

Man kann die Vervollstdndigung G, der mit der Unterraumtopologie versehenen Untergruppe

G, als Untergruppe von G auffassen mittels des eindeutig bestimmten stetigen Homomorphismus

%n, fiir den das Diagramm

G, &«
l@cn l‘I)G
G, & G

kommutativ ist, 4,, die kanonische Einbettung von G, in G. in ist namlich sogar injektiv, denn
sei 2 € Kerniy, d.h. i,(x) = [(in(2r))] . = 0p- Dann gilt i, (2) — Og und damit 2 — 0Og,,, da
Gn € U(0). Daher ist x = [(z,,)], =04 , insgesamt also Kern I = {0g 3.

in ist also eine Einbettung von G, in G, und man macht sich klar, dal die Unterraumtopologie
von G, beziiglich G mit T, iibereinstimmt, weil die Umgebungen der 0 wegen G, € U(0)
iibereinstimmen.

Die von den Untergruppen G=Gy>G >GCy> ... erzeugte Topologie auf G ist dann die
Topologie 7; dafiir ist U eU(0) < 3k e N: Gy, C U zu zeigen. Sei also U € U(0). Dann gibt
es O € Up(0) mit CF(O) C U. Nach Definition von 7 gibt es k£ € N mit G, C O, also G =
CF(Gy) € CF(O) c U. Gibt es umgekehrt k € N mit Gy C U, so ist U D Gy = CF(Gy) € U(0),
also U € U(0).

Bemerkung 10

Im Fall dieser Topologie kann man auf nochmals eine andere Art zur Vervollstdndigung gelangen:
Man beobachtet, daf es fiir jede Cauchy-Folge (xx) und jedes n € N definitionsgeméif ein kg € N
gibt mit xx — x; € Gy, Yk, > kg. Dies heif3t lediglich, daf} die Folge =, + G, schlieflich konstant
wird. Wir bezeichnen fiir eine fixierte Cauchy-Folge diesen Wert mit &,,. Es ist direkt klar, dafl
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On+1

unter der kanonischen Projektion G/Gp+1 — G/G,, stets O, 11&n+1 = &, gelten musB.

Eine Folge (&,,),&; € G/G; heifit kohidrente Folge, falls 6,,11&,+1 = &, fiir jedes n € N gilt.

Wir haben gerade gesehen, dafl man jeder Cauchy-Folge eindeutig eine kohérente Folge zuordnen
kann. Umgekehrt kann man zu jeder kohérenten Folgen eine erzeugende Cauchy-Folge finden,
indem man z, € §, beliebig wahlt fiir n € N, denn dann ist z — x; € G, Vk,l > n; und jede
Umgebung von 0 enthélt ja ein G,,. Also ist (z,,) eine Cauchy-Folge.

Weiterhin ist klar, daf§ &quivalente Cauchy-Folgen (x)) und (Z) gleiche kohérente Folgen liefern,
da es zu jedem G, ein kg € N gibt mit zx — Zx € G, Vk > ko, die Folgen also schliellich beide
nach &, fiihren.

Zudem ist die Zuordnung injektiv modulo Aquivalenz, denn fithren zwei Cauchy-Folgen (), (yx)
auf die gleiche kohérente Folge, so findet man zu jedem G, ein &, und ko € N mit xg,yr €
&y Yk > ko, also zp — yx € G, Vk > k. Und da die G,, eine Umgebungsbasis der 0 sind, heif3t
das z —yr — 0, also (z) ~ (Yr)-

Hier haben wir also eine Bijektion von G in die koh#renten Folgen gefunden, die mit der natiirli-
chen Addition ( 7(11)) + (57(12)) = (57(11) + 57(12)) zum Isomorphismus wird.

Wir definieren schliellich auf den kohérenten Folgen die vorwérts induzierte Topologie und be-
kommen dadurch nun sogar einen Homéomorphismus.

Definition (inverses System, inverser Limes)

Sei (A )nen eine Folge von Gruppen, 0,41 : Ap+1 — A, Homomorphismen.

Das Paar ((A4,), (6,)) heiit inverses System. Die Gruppe der kohiirenten Folgen (a,), d.h. der
Folgen (a,) mit a, € A,,0p410n+1 = ay, heilit inverser Limes des Systems, und man schreibt
@An. Im Fall, daB die 6,, surjektiv sind, spricht man von einem sujektiven inversen System.

Bemerkung 11
Wir hatten soeben gesehen, dafl G ~ 1limG /G, als topologische abelsche Gruppe. Ein Vorteil

der Sichtweise als inverser Limes ist, dafl man eine eindeutige Darstellung der Elemente hat im
Gegensatz zu Klassen von Cauchy-Folgen.

Beispiel 3
G =7, G,, := p"Z mit einer Primzahl p. Hier sind die kohdrenten Folgen Folgen von Restklassen
an + p"Z, so daf a,, = a,, (mod p™) Vn < m.
Man kann hier G schreiben als die Menge der formalen Reihen Y a;p?,0 < a; <p— 1.
i=1
In diesem Fall spricht man von den p-adischen Zahlen.
Ein Element ist “klein” in der Topologie, wenn die ersten a; verschwinden. Insbesondere gilt
p"* — 0, denn p* € G, @ n < k.
Beispiel einer kohiirenten Folge: (Z, 3 + pZ, 3 + 2p + p2Z,3 + 2p + 4p? + p3Z, . ..).

Satz 9

Seien (Ay,), (Br), (Cr) inverse Systeme, und sei das folgende Diagramm kommutativ mit exakten
Zeilen fiir jedes n € N.

{0} — A,y1 — Bpy1 — w1 — {0}
! ! !
{0y - 4, —- B, — C, — {0}

Man nennt diesen Fall eine ezakte Sequenz inverser Systeme und scheibt auch

{0} — (An) — (Bn) — (Cr) — {0}
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Dann ist auch die Sequenz {0} — lim A,, — lim B,, — lim C,, exakt.

Falls zudem (A,,) surjektiv ist, so ist {0} — lim A,, — lim B,, — lim C,, — {0} exakt.

Beweis:

Die Abbildung ist wohldefiniert, weil das Diagramm kommutativ ist, folglich also die komponen-
tenweise Abbildung einer kohérenten Folge wieder eine kohérente Folge liefert.

Definiere nun A := [[ A,,d* := A — A, (a,) — (an—0n11an+1). Offenbar ist Kern d4 =lim A,,.
neN P

{0} — A — B -  Cc = {0}
1 14 1
{0} — A — B -  C - {0}

ist ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Nach dem Schlangenlemma ist also folgende
Sequenz wiederum exakt:

{0} — Kernd”? — Kernd? — Kernd® — Cokernd” — Cokernd? — Cokernd® — {0}

Dies ist bereits der erste Teil der Aussage.

Fiir den zweiten sei nun (A,,) surjektiv. Es ist Cokernd4 = {0} zu zeigen.

Dies ist dquivalent damit, dal d* surjektiv ist, also das System z,, — 4 1Zp41 = an Vn € N fiir
jede Folge (a,,) eine Losung besitzt. Dies ist aber klar, denn wiihle x; beliebig und induktiv 2,41
so, dafl 0,112y +1 = T, — ay, was stets moglich ist wegen Surjektivitiat der 6,41.

Korollar 1

Sei {0} - G' — G 5ar - {0} exakt, G = Gg > G; > G5... Untergruppen und G mit der
von den G; induzierten Topologie versehen. Wir fassen G’ als Teilmenge von G auf und versehen
G’ mit der Topologie, die von (G, N G') erzeugt wird, sowie G’ mit der von (pG,,) erzeugten.
Dann ist {0} — @' — G — G — {0} wiederum exakt.

Beweis:

Man betrachtet die exakte Sequenz inverser Systeme
{0} - G'/(G'nG,) — G/G, — G"/pG,, — {0}

mit den Komponentenabbildungen x + (G' N G,,) — = + G,, — px + pG,, und wendet darauf den
vorigen Satz an.

Korollar 2
G/Gn = G/Gy

Beweis:
Wihle im vorigen Korollar speziell G’ := G, fiir ein n € N und betrachte die exakte Sequenz

{0} -G - G—G"— {0}

wobei G := G/G’ versehen ist mit der Quotiententopologie, also der von p : G — G/G’,z —
z + G’ vorwérts induzierten Topologie.

Dann ist {0+ G’} € Tg ¢ wegen p~' ({0+ G'}) = G’ € T und daher {0+ G’} € U(0). Also
gibt es fiir jede Cauchy-Folge (z,) C G/G’ ein ng € N, so dal z,, — x,,, =0+ G’ Vn,m > ny ist,
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d.h. die Folge ist schlieBlich konstant. Offenbar ist dann G” = G”.
Nach dem vorigen Korollar ist

{0} - G' -G — G — {0}
exakt, also G/G' = Q" ~ Q" = G/G'.

Korollar 3
Ist die Topologie einer topologischen abelschen Gruppe wie oben durch Untergruppen G,, erzeugt,
soist G =~ G.

Bemerkung 12

Dies folgt auch direkt daraus, dafl in G die 0 eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt, daher also
G vollstéandig ist.

Beweis:
Nach vorigem Korollar ist G'/Gn >~ G/G, Yn € N. Daher ist G = lim G'/Gn ~ 1limG/G, = G,

denn die G, erzeugen gerade die Topologie von G.

Beispiel 4
Sei G = A ein Ring, A< A ein Ideal von A, G, := A™. Hiervon wird die A-adische Topolo-

gie erzeugt, beziiglich der A zum topologischen Ring wird: Sei t : A x A — A, (z,y) — xy.

A" Ideal
Zuabe AU =ab+ A" ist (a+ A") x (b+A")  C ¢ }U) offen, also t in jedem Punkt

(a,b) € A x A stetig.
Man kann zeigen, daf} auch A ein topologischer Ring ist und ® : A — A ein stetiger Ringhomo-
morphismus ist. Natiirlich ist Kern® = () A™.

neN
Beispiel 5
Sei M = G ein A-Modul, A < A ein Ideal von A, G,, := A"M. Man spricht hier von der A-
Topologie auf M.
Auch hier ist wieder M ein topologischer A-Modul, und jeder A-Modul-Homomorphismus f :
M — N ist stetig in 0 wegen f (A"M) = A" f(M) C A"N, also A" M C f~'(A"N), und damit
stetig auf ganz M. Folglich besitzt f auch eine stetige Fortsetzung f : M — N, und diese ist
wieder ein Modul-Homomorphismus.

Beispiel 6

Konkret kann man A = K[X] mit einem Korper K, A := (X) betrachten. Es ergibt sich A 2
K[| X]] die Menge der formalen Potenzreihen, wie man sich schnell anhand der kohérenten Folgen
klar macht.

Eine kohérente Folge ist etwa:

(K[X],1+ XK[X],1+2X + X?K[X],1+2X +5X* + X?K[X],...)
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