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Aufgabe 5.

Wir iiberpriifen die Aussage mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen,
dabei ist u(z,y) = 23y? und v(z,y) = 2%y> .

Es gilt stets

Ferner ist

0
&—yu =223y und — Fr —2xy°.
Somit sind die CR-Dgl. erfiillt, falls 223y = —2xy®> <= zy(z? + 3?) = 0. Dies ist der
Fall flir « =0 oder y = 0. Insbesondere gibt es keine offene Teilmenge von C , auf der
f komplex differenzierbar ist.

Aufgabe 6.

(a) z=x+1y
f(z) = f(z +iy) = 2® +izy = u+iv
Uy =2 , uy=0 , v,=y , vy=1
CR-Dgl: u,=v, , uy=—v;

2cr=2xz , O=z=z,y=0
f ist ferner iiberall (auf C ) R -differenzierbar und genauin 0 komplex differenzierbar.

(b) f(z)=z=z—dy=u+iv
u =1, uy=0, v,=0, v,=-1
CR-Dgl:1=-1 , 0=0
f ist nirgendwo komplex differenzierbar, jedoch ist f iiberall R -differenzierbar.

() fz)=2z=22+y?’ =u+iv
Uy =20 , Uy =2y , vz=0vy=0
CR-Dgl: 2r =2y=0 = 2x=y=0
f ist liberall R -differenzierbar und genau in 0 komplex differenzierbar.
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up =v, & 4dry? =2zx(z% - y?)
& z(x—V3y)(z+V3y) =0
Uy = —v, << —dyr? =2y(a? —y?)
= y(V3r—y)(V3r+y) =0

Einsetzen z=0: P=0=>y=2=0
r=+3y: 8=0=>y=2=0
r=—V3y: 8P =0=y=2=0

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind fiir keinen Punkt im Defini-
tionsbereich erfiillt und folglich ist f nirgendwo komplex differenzierbar, jedoch ist
f iberall (z#0) R -differenzierbar.

Aufgabe 7.
gz +iy) = f(z —iy) = u(xr —iy) —iv(x —iy) , wenn f = u + v ist.
Schreibt man weiterhin g = u + v , so lauten die CR-Dgl: u, = v, und u, = -0, .
Es gilt u(x,y) = u(z,—y) und v(x,y) = —v(x, —y) und daher gilt mit a = a1 + ias :
sl —az) = S-u(a02) = £ v(an,a2) = - 3(er, ~aa)
sowie
0 - 0 0 0 -
8_yu(a1’ —ag) = —&—yu(al,ag) = %’U(al,ag) = —%v(al, —as).

Damit ist g in a komplex differenzierbar.

Aufgabe 8.

(a) Es gelten die CR-Dgl, daher ist uy; = vy, und wuy,, = —vyy, . Wegen u € C*°(D,R)
ist nach dem Satz von Hesse aber vy, = v,y und somit Au = uz; + uyy =0
Analoges beweist man fiir v .

(b) Man tiberpriift die CR-Dg]l:
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(c) wu(x,y) =23 —3zy> +1 Sei nun g =1yo = 0. Mit (b) erhilt man:

(Ifa T
—[=u(t,0)dt = — [0dt = 0 und
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Of%u(x,t)dt = g3w —3t*dt = 3a°y—vy

und folglich f(z +iy) = 2% — 3zy? + 1 +i(32%y — y3) = 23 + 1.



