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Aufgabe 16.

(a) Aus f(z) = f(—z) folgt

0o 0o 0o
S =Y al) = Yl
v=0 v=0 v=0

Es muss gelten a, = (—1)"a, fiir alle v und somit a, =0 fiir v ungerade.

. . = (1)
b) Die Cosinusreihe E
( ) V:() (2]/)‘

2% leistet das Gewiinschte.

Aufgabe 17.
(a) Wir betrachten die Partialbruchzerlegung des Ausdrucks:

1 1 1

22—5z+6:z—3 z—2

Wir entwickeln die beiden Summanden mit Hilfe der geometrischen Reihe und erhal-

ten
S w5
Damit gilt
e ORGSO RO

Der Konvergenzradius der Reihe ist 2 .
Fiir den zweiten Ausdruck gilt

(z—li)?’ :%<zii>”'

Weiterhin ist

1 ) —1 N
z—i_il—%z—l-z __Z< ) (z+i)"

Wir erhalten duch Differenzieren der Reihe
¥ (‘—) v = v)(z+i)
z—1 4

Der Konvergenzradius der Reihe ist 2.

n n

(b) Es gilt fiir alle z € U(0,1) und n € N die Ungleichung » [2]" < > |2]".
v=0 v=0

Weil die geometrische Reihe Zq” absolut konvergiert fiir |g| < 1, hat die Reihe

n

Z |z|”" einen Konvergenzradius p > 1. Fiir z = 1 divergiert die Reihe, also ist
v=0
der Konvergenzradius p=1.



Ist « =" € Q mit m,n € Z, so gilt (62”0‘)'/! = 2™(3Y) und fiir v > n ist

“vl € Z . Damit ist (627“0‘)”! =1 fiir » > n und folglich

n—1 00
. .m
hII} |f(7“62m'a)| = lim § :,rl/!e2ﬂ'2;l/! + 2 :,rl/! = 0.
Tr<1 v=0 v=n

Aufgabe 18.
Ist die Funktion f ein Polynom mit Grad < n, gilt also
f(2)=a0+aiz+ - +a2",
und setzt man b := |ag| + |a1| + - - - + |ax|, so folgt fiir |2| > 1 die Abschitzung
[f(2)] < lao| + larz| + -+ + |an2™| < |ao| - [2]" + -+ + |ag| - [2]" = bl2[" .
Wegen der Stetigkeit von f ist zudem a := max,<1|f(2)| < co. Wir haben damit
If(2)| <a fir|z/<1 und  |f(2)] < blz|® fiir |2| 21..

Insbesondere folgt dann |f(z)| < a + b|z|" fiir alle z € C.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass eine derartige Abschitzung gilt. Die Cauchysche
Integralformel fiir Ableitungen liefert fiir alle m € Ny und r > 0

(m) () = ﬂ'/ L
Fm(o) = e
Fiir |2| = r gilt die Abschétzung
f(2)

(z — 0)m i

a+bz]"  a+br
S |z]m+1 T pml

Da die Kreislinie |z| = r die Lénge 27r hat, ergibt sich

| n n+1
’f(m)(o)léﬂgﬁra‘l‘b?" _ar+b’7‘ r—00

. s ey 0 firm>n.

Das bedeutet, dass £(™(0) = 0 fiir m > n gilt; die Potenzreihenentwicklung von f um
den Punkt 0 enthélt also nur Potenzen < n, d.h. f ist ein Polynom mit Grad < n.

Aufgabe 19.
Fir z,w € U(0,2/3) ist

k—1
2
P R0 P T R <k (—) .

—7\3
Es folgt
=1 _ _
1f(z) = fw)| = |z—uw| 1+Zﬁ(zk*1+zk*2w+ + 2P 2 4 WFL
k=2
k
(2/3)* 1= (2
> |z—w|1—z k >|z—w[1—§z 3
k=2 k=2
2 1

Also ist f(z) # f(w) fiir 2z # w.



