Ubungen zur Vorlesung Funktionentheorie - Lésung 6

Aufgabe 20.

(a) Die Aussage folgt aus dem Satz von der Gebietstreue. Ist |f| auf D konstant, so bedeutet
dies, dass Bild f auf einer Kreislinie liegt. Jedoch enthilt keine solche Kreislinie eine offene
Teilmenge von C und somit muss f konstant sein, weil sich sonst ein Widerspruch zum
Satz von der Gebietstreue ergibt.

(b) Sei f holomorph auf dem Gebiet D C C und sei a € D so, dass |f| in a ein lokales
Maximum annimmt. Es ist zu zeigen, dass f konstant auf D ist.
Wir wéhlen R > 0 hinreichend klein, sodass U(a,R) C D gilt. Des Weiteren sei R so
gewdhlt, dass |f(2)| < |f(a)| fir alle z € D mit |z —a|] <R gilt.

Fiir beliebiges 0 < r < R erhalten wir aus der Cauchy Integralformel

el = 2mi /Za_TZ—adZ = 2m /za—r z—a dz
1
< %-%Zwrmax{\f(z)\;|Z_a|:7,}

max {|f(2)|; |z —a| =7} < |f(a)].

Wir erhalten also, dass |f(a)| das Maximum von |f(z)| aufjedem der Kreisringe |z—a| =7

fiir 0 <r < R ist. Mit der Stetigkeit von |f| folgert man daraus, dass |f| auf U(a,R) C D
konstant ist. Mit (a) folgt die Behauptung.

Aufgabe 21.

1
(a) Gilt |f(z) —a|>e VzeC,soist g(z) = o —a eine beschriankte ganze Funktion, also
konstant nach Liouville.
= f ist konstant. |

(b) Angenommen f ist nicht konstant. Dann ist f(C) dicht in C , insbesondere enthilt f(C)
Punkte z;, i =1,2 mit Imz; >0 und mit Imzs <O .
Weil C zusammenhingend und f stetig ist, ist f(C) zusammenhingend. Daraus folgt ein
Widerspruch.

Aufgabe 22.
Ist f(z) = > an(z — 2z0)™ die Taylorentwicklung, so gilt a, = % .
n=0

Daher gilt C= |J D, mit D, ={z; f("(z) =0}.
n=0

Dann ist E abzéhlbare Vereinigung der Mengen D, NE , n € N.

Weil E iiberabzihlbar viele Elemente enthilt, existiert ein n € N, so dass D,, NE (iiberabzéhl-
bar) unendlich viele Elemente enthilt.

Weil E kompakt ist, hat fiir dieses n D, NE einen Hiufungspunkt.

Nach dem Identitéitssatz ist somit die holomorphe Funktion f(™ konstant. Daraus folgt f ist
ein Polynom.

Aufgabe 23.
Man betrachtet D ={z € C,Imz >0} . Dannist 0D =R und [sin(z)| <1VzeR.
el _ iz
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Mit z =it, t € R®? erhélt man aber |sinit| = §|e

Nun gilt aber sinz =

— t—o0
t—6t| — OO



