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Aufgabe 33.(a) Das Konvergenzgebiet ist { z ∈ C ; 1/2 < |z| < 2 } .(b) Das Konvergenzgebiet ist { z ∈ C ; 1 < |z − 1| < 3 } .Aufgabe 34.(a) Es ist
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.Ferner vershwindet der Zähler an der Stelle z0 = −i , folglih ist die Singularitäthebbar. Es gilt z3 + 3z + 2i = (z + i)(z2 − iz + 2) und daher
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= 1 + O(z).Folglih besitzt f in 0 einen Pol der Ordnung 1 . Der Hauptteil der zugehörigenLaurentreihe ist −1/z .() Wir nutzen die bekannte Reihendarstellung des cos aus und erhalten
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an = i

√

1 −
1

n
und bn = i

√

1 −
2

n
, n ≥ 2.Dann gilt

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = i,aber
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π) 6= 0.Der Grenzwert limz→i f(z) existiert niht und es gilt auh niht limz→i f(z) = ∞ .Es folgt, dass f an der Stelle z0 = i eine wesentlihe Singularität besitzt.



Aufgabe 35.Angenommen, es gelte limr→0 rkM(r) 6= ∞ . Dann existiert eine Konstante K > 0 undeine Folge von Radien r1 > r2 > · · · mit rn → 0+ mit rk
nM(rn) ≤ K .Nah dem Maximumprinzip gilt dann |z − z0|

k|f(z)| ≤ K für alle z aus den Kreisringen
An := { z ; rn+1 ≤ |z − z0| ≤ rn } .Also ist (z − z0)

kf(z) in einer gelohten Umgebung von z0 beshränkt und kann holo-morph fortgesetzt werden. Dann hat f in z0 aber höhstens einen Pol der Ordnung k .Dies ist ein Widerspruh.Aufgabe 36.Sei (xm) ⊂ C eine Folge, für die gilt f(xm) → c ∈ C und sei (ym) ⊂ C eine Folge,für die gilt f(ym) → ∞ . Solhe Folgen können nah dem Satz von Casorati-Weierstraÿgewählt werden.Da die Funktionen ai holomorph sind, folgt, dass g(xm) gegen einen Grenzwert aus Ckonvergiert. Dagegen gilt für die Folge (ym)
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= ∞.Folglih ist die Singularität in z0 eine wesentlihe.Zum Beweis der zweiten Aussage sei k die höhste in z0 auftretende Polordnung dermeromorphen Funktionen ai . OBdA können wir annehmen, dass an = 0 gilt, denn ist
an eine meromorphe Funktion und g − an eine Funktion mit wesentliher Singularität,so ist auh g eine Funktion mit wesentliher Singularität.Man de�niert f1 = f/(z − z0)

k und f2 = f(z − z0)
k . Dann besitzt sowohl f1 als auh

f2 eine wesentlihe Singularität in z0 . Wieder können wir zwei Folgen (xm) und (ym)wählen mit f1(xm) → c ∈ C und f2(ym) → ∞ .Weil (f1(xm)) gegen einen Grenzwert in C konvergiert, besitzt auh die Folge (f(xm))einen Grenzwert in C . Folglih ist
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< ∞.Wegen f2(ym) → ∞ folgt auh f(ym) → ∞ . Wie vorher zeigt man
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