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Das Volumen eines Gitterpolytops

Ziel: Berechnung des Volumens eines Gitterpolytops mithilfe der Anzahl der ganzzahligen Punkte des Polytops.
Die Anzahl der ganzzahligen Punkte des Polytops kann durch ein Polynom, das Ehrhart Polynom beschrieben werden.

Satz von Ehrhart:
Sei A ein n-dimensionales Gitterpolytop in Z".
Dann gibt es ein eindeutiges Polynom Ea (das Ehrhart Polynom) mit Koeffizienten in Q, mit folgenden
Eigenschaften:

a) Fur alle ganzen Zahlen t = 0 gilt: EaA)=#(1AN A )
b) Der fuhrende Koeffizient von E, ist das Volumen von A.

c) Das Polynom E, (1) ist vom Grad n.

Beweis:

Das Gitter Z" werde von den Einheitsvektoren
e1,..., en erzeugt. Das Gitter Z™" werde von den

Einheitsvektoren ey, e1, ..., en erzeugt.

Seien ug, Uy,..., Uy die Eckpunkte des geschlossenen

Simplexes o Zn Zn+1,

Betrachte das Simplex o := eg + 0 mit Eckpunkten

Vi=ep+ U fur0<isn.
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Die Vektoren vy, vi1,...,Vy €rzeugen ein
Untergitter M von 2™,
Das Untergitter M habe den Rang h.

d.h. card (2" 1 M)=h

Die Vektoren vy, vi,..., Vo €rzeugen ein
Parallelotop .
11 ist die Grundmasche des Untergitters M.

Es qilt:
Vol (1) =h

Sei die Menge T ein vollstandiges

Reprasentantensystem von Z "M

mit Elementen x 1 d.h.

n
x= v
i=0

mit0<p<1i=0,1,..,n
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to bezeichne den Simplex mit
den Eckpunkten t vo, t vy,..., t vy.

Jeder Punkt y ist kongruent modulo M zu genau
einem Punkt von T.

d.h. es qilt:

n
y=X+ Zmi'Vi
i=0

mit geeigneten ganzen Zahlen m; 2 0.
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Beispiel: Sei n=1

1 0
Z wird von e; = 1, Z2 wird von eg= 0 und e= | erzeugt.

Sei ug= (Oj und u1=(0j %
1 4 T

1 3 e ° ° ° ° °
= Vo=eo+Uo=(]
1 2 e ° ° ° ° °
1 1 e \6 V1 .
> Vi=€1+ U=
1 1 1 (4 O = UO.—Q—Q—01 3

o ist die Strecke zwischen ug und uj

o ist die Strecke zwischen vy und v;.
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Das Untergitter M von Z% wird von v, und v4 erzeugt und ist in der
Abbildung mit roten Kreuzen gekennzeichnet.

2%4 Z{M,X(l) +M,X(2) +M }, wobei x" = ! und x®@ = !
2 3

Der Index des Untergitters M betragt 3 d.h. h = 3.
T wird von den Vektoren vound vy erzeugt wird.

1 1
Esgilt:VoI(1'r)=h=|det(1 4J| =3

o+
o+

Das Reprasentantensystem T besteht hier aus den 3 Punkten

(0) .(1) (2)

X7, X " und X wobei

x(0)= HoVo + H1Vy = HOGJ + H CJ =0- 1 + 0 [‘IJ = (EU

x(1)= HoVo + H1V1y = uop] + w(lj - 2. : + 1. (1] = (j
1 4 3 3 4 2

x(Z) = HoVo + H1V1 = uo(lj + m[l] ! ! + 2. [1j= (IJ
1 4 3 U 3 \4 3
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Seit =3 d.h. wir betrachten das Simplex 3 o, das sich in der xo = 3
Ebene befindet.

XO
/|\

2 e °

1 e

0 ° e ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
0 3 4 6 7 8 9 10 M1 12 13

y(o)zm; YO X0 S, - (gj+ 2 Vo1V,

6 i=0
1 3 1 1 - 1
i=0
2 3 2 - 1
y()=(8]s y()= x(2)+ myv, = (3J+ 1'Vo+1'V1
i=0
d.h.alle mit  gekennzeichneten Punkte sind kongruentx(o)modulo M
alle mit © gekennzeichneten Punkte sind kongruent x" modulo M
alle mit [J gekennzeichneten Punkte sind kongruent x?) modulo M
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