
Konstantin Zell 17. April 20071 AÆne GeometrieDef.: Vor.: K Kp., V VR. �uber K, U � V UVR., p 2 VA = p+ U := fx 2 V ;9u 2 U : x = p+ ugA: ein zu A paralleler aÆner UnterraumU : zu A eindeutig bestimmter RihtungsraumdimA := dimUBem.: U de�niert auf V die Kongruenzrelation: x � y mod U , x� y 2 Umit den zu U parallelen aÆnen Unterr�aumen als �Aquivalenzklassen.Notiz: � Sind A und B aÆne Unterr�aume von V , die zu U parallel sind,so sind A und B entweder gleih oder disjunkt.� A � V UVR. , A � V aÆner UR. und 0 2 A� q 2 p+ U ) q + U = p+ U� A 2 V a�. UR. parallel zu U) f�ur q 2 V ist q +A � V a�. UR. und parallel zu USatz: Vor.: Es sei V = Kn der Raum der n-Tupel �uber KBeh.: Die a�. UR A = p+ U sind genau die L�osungsmengender l�osbaren inhomogenen linearen GleihungssystemenPj=1 aijxj = 0 f�ur i = 1; : : : ;mSatz: Vor.: p0; : : : ; pn 2 VBeh.: A�(p0; : : : ; pn) := �x = nPi=1 �i � pi;�i 2 K; nPi=0�i = 1�Dann ist A�(p0; : : : ; pn) der kleinste aÆne Unterraum A von Vmit p0; : : : ; pn 2 A und hei�t die aÆne H�ulle von (p0; : : : ; pn).Bsp.: Vor.: A � V a�. UR., q1; q2 2 A : q1 6= q2 disjunkte PunkteBeh.: A�(q1; q2) � A ist die Gerade durh q1 und q2.Def.: Ein System (p0; : : : ; pk) vom Punkten pi 2 Vhei�t aÆn linear unabh�angig, wenn dieVektoren (p1 � p0; : : : ; pk � p0) linear unabh�angig sind.Eig.: dim A�(p0; : : : ; pk) = k , (p0; : : : ; pk) aÆn linear unabh�angigSatz: Vor.: A = p+ U , A0 = p0 + U 0 a�. UR mit U � V und U 0 � VBeh.: A \A0 = ; oder A \A0 a�. UR parallel zu U \ U 0.Notiz: Vor.: A = p+ U , A0 = p0 + U 0 a�. UR vom V , U � U 0Beh.: A \A0 = ; oder A � A0. A und A0 hei�en parallel1



Konstantin Zell 17. April 2007Notiz: Vor.: p; q1; : : : ; qn Punkte in Va) Sei U = hq1; : : : ; qni der von (q0; : : : ; qn) aufgespannte UVR) p+ U =A�(p; p+ q1; : : : ; p+ qn)b) (q0; : : : ; qn) ist eine Basis von U) 8x 2A�(p; p+ q1; : : : ; p+ qn) 9!�i 2 K : x = p+ nPi=1 �iqiDef.: Vor.: V;W VR. �uber K, p 2W Pkt., ' : V !W lin. Abb.f = p+ ' : V ! W ; x 7! f(x) := p+ '(x)hei�t aÆne Abbildung von V nah WNotiz: Vor.: f : V !W a�. Abb., A � V , B �W a�. UR.Beh.: f (A) �W a�. UR. undf�1 (B) � V ist leere Menge oder a�. UR von VDef.: Vor.: f = p+ ' : V ! V mit p 2 V , ' 2GL(V )f hei�t aÆner Automorphismus von VBem.: f sind dann bij. und f�1 auh ein a�. Automorph. vom VNotiz: Die a�. Automorph. von V bilde eine Ugp. der Gp. aller bij. Abb.von V auf V . Diese Gruppe bezeihnet man mit A(V ).Def.: F�ur ' = idV erh�alt man die Ugp. T (V ) = ff = p+ idV ; p 2 V g �A (V ) der Translationen �p : V ! V ; x 7! � (x) = p+ x.Notiz: Die Abb. V ! A (V ) ; p 7! �p liefert einen Gp.-isomorph. von V nahT (V ). T (V )ist eine kommutative Gp. bij. Abb. von V auf V .Bem.: Die Gp. T (V ) operiert einfah transitiv auf V ,d.h. es gibt genau ein �p 2 T (V ) mit �p (x) = y.
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Konstantin Zell 17. April 20072 Konvexe MengenBem.: Im folgenden sei V stets ein euklidisher VR. mit dimV = n und Ska-larprodukt (�; �), das durh Einshr�ankung auf seine UVR. �ubertragenwird, sodass auh diese in kanonisher Weise eukl. VR. sind.F�ur die disjunkten Pkt. p; q 2 V : q 6= q betrahte man die Tmgn.:p; q := fp+ � (q � p) ; � 2 Rg Gerade durh p und q[p; q℄ := fp+ � (q � p) ; � 2 [0; 1℄g Streke von p nah q
Def.: Eine Tmg. K � V eines reellen Raumes hei�t konvex, wenn [p; q℄ �K 8p; q 2 K gilt. Die Dimension einer konvexen Tmg. K ist die Dimen-sion des kleinsten aÆnen Unterraumes, der K enth�alt.EinHalbraum H � V ist eine Tmg. der Form H := fx 2 V j'(x) � bg,wobei ' : V 7! R ein lineares Funktional mit ' 6= o und b 2 R ist.
Bem.: a) Jeder Halbraum ist konvex.b) Jeder Durhshnitt konvexer Tmg. ist konvex.) Der L�osungsraum eines �linearen Ungleihungssystem ist konvex.
Def.: M � V Tmg.Die konvexe H�ulle ist die kleinste konvexe Tmg. von V , dieM enth�alt.Kon(M) := TM�K�Vkonvex KDef.: K � V konvexe Tmg.Ein Punkt p 2 K hei�t Extremalpunkt oder auh Eke von K, wennp niht innerer Punkt einer Streke [p1; p2℄ mit p1; p2 2 K ist.E(K) := fp 2 K; p Eke von Kg
Notiz: k � V konvexe Mengep 2 K Extremalpunkt , K � fpg konvex
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Konstantin Zell 17. April 2007Lem.: Vor.: K � V konvexe Tmg. ' : V 7! R linearx0 2 K Minimum von 'jKb0 := '(x0) = minf'(x); x 2 KgK 0 := fx 2 K;'(x) = b0gBeh.: p 2 K 0 innerer Pkt. von [q1; q2℄ mit q1; q2 2 K ) q1; q2 2 K 0Insbesondere: Jede Eke von K' ist auh eine Eke von K:E(K 0) � E(K)Satz: Vor.: K � V kompakte konvexe Tmg.a) K besitzt mindestens einen Extremalpunktb) Jedes lineare Funktional nimmt in einer Eke von K sein Mini-mum auf K an: 9 Eke p 2 K :  (p) = minf (x);x 2 KgLem.: Vor.: K � V abgeshlossene konvexe Mengea) 8q 2 V 9!p 2 K : jp� qj = minfjx� qj;x 2 Kgb) (y; q � p) � (p; q � p) 8y 2 K) Sei �(q) = p, so ist die Abb. � : V 7! K stetig.Genauer gilt: j�(q1)� �(q2)j � jq1 � q2jSatz: TrennungslemmaVor.: K � V abgeshlossene konvexe Mengeq 2 V �K und p := �(q) (s.o.)Beh.: H := fy 2 V ; (y; q � p) = (p; q � p)g ist aÆne HyperebeneDie konvexe Menge K liegt auf einer Seite von H.Die Abb. ' : V 7! R; '(y) := (y; q � p) ist linear, hat in y = pihr Maximum auf K und '(q) > '(p)Satz: MinkowskiVor.: K � V kompakte konvexe Tmg.E(K) Menge der ExtremalpunkteBeh.: K = Kon(E(K))Bem.: E(K) muss niht abgeshlossen sein.
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