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Matrikelnummer:

Aufgabe 1 8 Punkte

(a) Geben Sie die Definition der Summe von n Unterrdumen Uy,..., U, C V.
(2 Punkte)

(b) Geben Sie die Definition der direkten Summe von n Unterrdumen Uy,..., U, C V.
(2 Punkte)

(c) Bestimmen Sie ein v € R*, so dass die Summe

1 1 2

. /|1 1 1

1 2 1
direkt ist.
(4 Punkte)

Losung
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Aufgabe 2 10 Punkte

(a) Wie sind Kern und Bild einer linearen Abbildung f: V — W definiert?
(2 Punkte)

(b) Essei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, und f € End(V).
Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Ker(f o f) = Ker(f).
(i) Ker(f) NBi(f) = {0}.

(8 Punkte)

Losung
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Aufgabe 3 18 Punkte

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax =b mit A € M(m x n, K).
(a) Geben Sie ein Kriterium dafiir, dass L(A;b) nicht leer ist.
(2 Punkte)

(b) Beschreiben Sie, wie man aus den Spalten von A méglichst einfach eine Basis des Spaltenraums

von A auswahlen kann.
(2 Punkte)

(c) Gegeben seien

0 1 0 O 1 1
1 2 0 -2 -1 -1
4= 0 0 O 1 117 b= 1
1 2 0 =3 -2 —2

iiber dem Korper K = R. Bestimmen Sie die Losungsmengen L(A;0) und L(A;b).
(14 Punkte)

Losung
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Aufgabe 4 7 Punkte

(a) Geben Sie die Entwicklungsformeln von Laplace an.
(3 Punkte)

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

C = € M(4x4,R).

_ o =N
— = O
=N
O = O =

(4 Punkte)

Losung
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Aufgabe 5 12 Punkte

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix yM(f) fiir

1 1 0 0 1 -1 1 0
o - 0 0 1 0 f.{R4—>R4 4|0 3 0 0
= of 1] 1] {0 R B . LA 0 1 2 0

0 1 1 1 0 1 -2 4

Hinweis: Verwenden Sie die Transformationsformel.

Loésung
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Aufgabe 6 8 Punkte

(a) Wie lautet der Satz von Cayley-Hamilton?
(2 Punkte)

(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der linearen Abbildung

T1+ T2
Tl + T2
xr1 + X3
€r3 — X1

g: RY =R | g(z1,70,25,74) =

(6 Punkte)

Losung
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Aufgabe 7 9 Punkte

Essei Ae M(n xn,K) und X ein Eigenwert von A.

(a) Definieren Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit von A\ bzgl. A.
(4 Punkte)

(b) Konstruieren Sie fiir gegebenes A € R ein A € M(2 x 2,R), so dass A Eigenwert von A ist,
und die beiden Vielfachheiten voneinander verschieden und nicht Null sind (mit Beweis).
(5 Punkte)

Losung
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Aufgabe 8 20 Punkte

(a) Nennen Sie ein Kriterium dafiir, dass A € M (n x n, K) diagonalisierbar ist.
(2 Punkte)

(b) Angenommen ein diagonalisierbares A € M (n x n, K) besitzt nur die Eigenwerte 1 und —1,
berechnen Sie den Vektor y = A% fiir allgemeines = € R™

(2 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass die Matrix

~3 0 —4
A= 2 1 2| e MB3x3R)
2 0 3

diagonalisierbar ist, und bestimmen Sie ein S € GL(3,R), so dass SAS~! = D diagonal ist.
(16 Punkte)

Losung
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Aufgabe 9 8 Punkte

Es sei P» = {p(X) Polynom iiber R vom Grad <2} versehen mit der Basis v = (1, X, X?). Gege-
ben sei die lineare Abbildung

p: Pob— P, o(p) =p +p

wobei p/(X) die formale Ableitung von p(X) ist.

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix 3 M (¢) € M(3 x 3,R).
(6 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ bijektiv ist.
(2 Punkte)

Loésung



