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Matrikelnummer:

Aufgabe 1 4 Punkte

(a) Wie ist die Darstellungsmatrix M (f) einer linearen Abbildung f: V — W definiert?

estimmen Sie die Darstellungsmatrix » ir U=V = un
(b) Besti Sie die D llung ix oM(f) fir U=V R3 und

1 1 0
v = 1 ) 0 ) 1 ) f(x,y,z)z(Qz,Qx,Qy—?:r)
0 1 1

Loésung

(a) Die Darstellungsmatrix %M (f) = (i;) einer linearen Abbildung f: V — W enthilt die
Koeffizienten der Linearkombinationen der f(v;) bzgl. der Basis w . Genauer ist

Floy) = agjw;
=1

fir j=1...m mit dim(V)=m und dim(W) =n und 5M(f) € M(n x m,K) .

(b) Die Bildvektoren sind

0 2 2
f(vl) = 2 , f(UQ) = 2 , f(vg) = 0
0 -2 2

Thre Darstellungen iiber der Basis w = v sind
f(v1) = v —va+wvs , flva) = 3v1 —wva—v3 , f(vs) = 202.
Eintragen der Darstellungskoeffizienten ergibt

1 3 0
UM(f) = [ -1 -1 2
1 -1 0
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Matrikelnummer:

Aufgabe 2 2 Punkte

(a) Es seien v,w Basen eines endlichdimensionalen Vektorraums V' und f € Hom(V,V).
Driicken Sie M (f) durch yM(f) aus.

(b) Zeigen Sie: Ist w = X\-wv fiir ein Skalar A\ # 0, so stimmt y M (f) mit yM(f) iiberein.

Loésung
Zu a): Die Transformationsformel aus der Vorlesung lautet
wM(f) = M (d) - GM(f) - yM(id).

Zu b): Nach der Transformationsformel ist

M(f) = pM(3d) - gM(f) - yM(d) = Sy M(f) -

[S]S
gl
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Aufgabe 3 3 Punkte

Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

C = € M(3 x 3,2/5).

=1 DNl =
=1l NI
W NI

Die Multiplikationstabelle fiir den Kérper K = Z/Z5 ist

W 1l DI O DI
DOl =l =1 Wl O Wl
[l NSIGVIN R aw] SN

QI O O O QI
=1 I NI = O =

= WI NI =1 D .

Losung

Das Invertierungsverfahren ergibt

9
A
Il
CENE=)
IO
DI Ol W



Lineare Algebra |

- Testklausur |l - 4. Juli 2008

Matrikelnummer:

Aufgabe 4 8 Punkte

Geben seien
0 2 2 0 0 6
- 1 0 -1 2 1 |1 4
A= 1 9 1 -9 1 € M(4x5R) und b = 1 € R*.
1 1 1 2 1 6

(a) Berechnen Sie die Dimension dim(L(A4;0)) .

(b) Geben Sie eine Basis von L(A;0) an.

(c) Geben Sie eine Lésung von Az =b an.

(d) Geben Sie die allgemeine Lésung von Ax = b an.

(e) Geben Sie eine Basis des Spaltenraums von A an, bestehend aus Spalten von A, und die Dar-
stellung der iibrigen Spalten von A in der ausgewdahlten Basis.

(f) Geben Sie einen Vektor ¢ € R* an, so dass Az = ¢ keine Losung besitzt.

Losung
Wir bestimmen eine Zeilenstufenform von der erweiterten Matrix (A, b) :
o 2 2 0 0 6 0o 2 2 0 0 6
1 0 -1 2 1 1| %y |0 -1 -2 0 0 -5
-1 2 1 -2 -1 1 0o 3 2 0 0 7
11 1 2 1 6 1 1 1 2 1 6
0O 0 -2 0 0 —4 0o 0 -2 o0 0 -4
asn [0 -1 -2 0 0 5| m-21 [0 -1 -2 0 0 -5
0 0 -4 0 O -8 0o 0 0 0 ©0 0
11 1 2 1 6 11 1 2 1 6
1 1 1 2 1 6 111 21 6
Perr&tation 0 -1 -2 0 0 -5 II,l)I 01 2 00 5
0 0 -2 0 0 —4 negieren 00 2 00 4
0 0 0 0 O 0 000O0O0O O



Teil a): Da es drei Stufen in der ZSF gibt, ist rg(A) =3 und somit dim(L(A;0)) =5—-3=2.

Teil b): Die letzte Nicht-Stufe befindet sich bei 7 = 5 und die letzte Stufe bei j = 3, also ist der
Ansatz fiir den ersten Losungsvektor des homogenensystems v = (v1,v2,v3,0,1) mit freiem vz € R.

e Die dritte Zeile der ZSF ergibt Ovy + Ove +2v3+0-04+0-1=0, also v3=0.

e Die Einsetzung von v = (v1,v2,0,0,1) in der zweiten Zeile der ZSF ergibt
Ovi+1va4+2-0+04+0=0, also auch v9 =0.

e Die Einsetzung von v = (v1,0,0,0,1) in die erste Zeile der ZSF ergibt v; = —1.
= v=(-1,0,0,0,1).

Die néichste Nicht-Stufe ist j =4, also ist der Ansatz fiir den zweiten Losungsvektor des homogenen
Systems w = (w1, wa,ws, 1,0) .

e Die dritte Zeile der ZSF ergibt Ow; + Owe +2w3+0-14+0-0=10, also w3 =0.

e Die Einsetzung von v = (wy,w2,0,1,0) in der zweiten Zeile der ZSF ergibt
Owy +1ws+2-04+04+0=0, also auch wy =0.

e Die Einsetzung von v = (w1,0,0,1,0) in die erste Zeile der ZSF ergibt w; = —2.
= v=(-2,0,0,1,0).

Der homogene Losungsraum ist also

L(A;0) = (v,w) = <

_ o o O
O = OO
\/

Zu Teil ¢): Der Ansatz fiir die spezielle Losung ist = = (21, x2,23,0,0) .
e Die dritte Zeile der ZSF ergibt Oz +0xo+223+0-04+0-1=4, also z3=2.

e Die Einsetzung von v = (21,22,2,0,0) in der zweiten Zeile der ZSF ergibt
O0x14+1x204+2-2404+0=5,also xo=1.

e Die Einsetzung von v = (21,1,2,0,0) in die erste Zeile der ZSF ergibt z; = 3.

= 2=(3,1,2,0,0).

Zu Teil d): Die allgemeine Losung ist

L(A;D) = 24+ (v,w) =

OO N~ W
+
T
—_ o oo
o= oo
~_



Zu Teil e): Die Stufen des Systems sind j; = 1, jo = 2 und j3 = 3, also bilden die ersten drei
Spalten von A eine Basis des Spaltenraums:

0 2 2
Spaltenraum(A) = < _11 , (2) , _11 > .
1 1 1

Aus den Vektoren von Teil (b) liest man die Darstellung der zwei Nichtstufen-Spalten ab: man entfernt
die Eins, und dreht das Vorzeichen um

v = (~1,0,0,0,1) = (1,0,0,0,0) = a° = 1-ay,
sowie
w = (-=2,0,0,1,0) = (2,0,0,0,0) = a* = 2-a;.

Diese Darstellung kann man natiirlich auch an der Matrix A ablesen.

Zu Teil f): Einen solchen Vektor findet man, indem man eine Nicht-Losung ¢ fiir die ZSF angibt,
und die Umformungen A — A’ auf diesem Vektor wieder riickgiingig macht. Ein solcher Vektor ist
beispielsweise ¢ = (0,0,0,1), da die letzte Zeile der ZSF nur Nullen enthilt. Riickgéingigmachung
aller Umformungen auf diesem Vektor ergibt ¢ = (0,0,1,0) da nur die Permutation die Eins betrifft.
Damit ist das System

O = OO

unlosbar.
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Matrikelnummer:

Aufgabe 5 2 Punkte

(a) Geben Sie die Leibniz-Darstellung der Determinante det : M(n x n, K) — K an.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Leibniz-Darstellung: det(AA) = A" det(A) fir A € K .

Loésung
Zu a): Die Leibniz-Darstellung der Determinante einer Matrix A = (a;;) € M(n x n, K) ist

det(A) = Z Sgn(ﬂ)Hai,w(i)’
=1

T€Gn
wobei die Permutation 7 iiber alle Permutationen der symmetrischen Gruppe &, lauft.

Zu b): Multipliziert man A mit A, so werden alle Komponenten von A mit A multipliziert, und es
ergibt sich

det(AA) = Z sgn(m ﬁ (A (i) Z Sgn(ﬂ))‘nﬁam(i)
TEG, 7j=1 TEG), j=1

= \" Z sgn(m H = N'det(A).



Lineare Algebra |

- Testklausur Il -

Matrikelnummer:

Aufgabe 6

Berechnen Sie fiir gerades n > 2 die Determinante von

Loésung

01
10
0 0

)
)

€ M(nxn,R).

3 Punkte

Es sei n > 4, dann ergibt zweimalige Laplace-Entwicklung nach der letzten Zeile

det(Ay)

= (=)™ det(A,_1)

Die Erhohung von n um Zwei dreht also das Vorzeichen der Determinante um. Andererseits ist

0
0
0

0
1

0
0
0

1
0

det(Ay) = —1, woraus per Induktion det(A,) = (—1)2 folgt.

8 (13 (1] 0 0 0 1
10 0 0 010

= (—1)*t. 0 100
8 8 8 1 0 0 0
(=)™ (=1)" - det(Ap_2) = —det(A,_2).

4. Juli 2008
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Matrikelnummer:

Aufgabe 7 3 Punkte

(a) Was ist ein Eigenwert eines Endomorphismus f: V — V (V' endlichdimensional)?

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte des Endomorphismus f : R? — R3 mit
f@,y,2) = (w,y+2z,24+y+2).

Losung

Zu a): Ein Eigenwert eines Endomorphismus f ist ein A € K , so dass f(z) = Az fiir ein = # 0 aus
VvV gilt.

Zu b): In Matrixschreibweise ist

x T 1 00
fly| =A|y] , A=cM(f) = (2 10
z z 1 11

Die Eigenwerte von f stimmen mit den Eigenwerten von A iiberein. Das charakteristische Polynom

1st
1-—A 0 0

p(A) =det| 2 1-X 0 = (1-))3.
1 1 11—\ Dreieck
Folglich hat die Matrix und damit f nur den Eigenwert A =1.
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Matrikelnummer:

Aufgabe 8 4 Punkte

Es sei p(X) ein Polynom iiber K . Zeigen Sie: Ist A\ € K ein Eigenwert von A € M(n x n,K),
so ist p(A) ein Eigenwert der Matrix p(A) .

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zunachst fir Monome p(X) = X" .

Loésung
Essei A € K ein Eigenwert von A, dann gilt Av = \v fiir ein v # 0 aus dem Vektorraum V = K™ .
Fiir die Matrix A™ gilt dann

Ay = A" (Av) = A"'w) = XA") = -0 = A

Eigenwert

Also: Ist A Eigenwert von A, so ist A" Eigenwert von A" .

Ist nun p(X) = ap+a1 X+ -+a,, X™ ein beliebiges Polynom, so ist p(A) = agEp+a1 A+ -+a, A™ .
Anwendung auf den Eigenvektor v von A ergibt

p(A)v = (aEn+aA+--+anA")v = apE v+ a1Av+ -+ ap A
= aw+ta v+ F+apA\"v = (apgF oA+ -+ ap ANy = p(AMv.
Damit besitzt die Matrix p(A) € M(n x n, K) den Eigenwert p(A\) € K .
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Matrikelnummer:

Aufgabe 9 3 Punkte

Essei A€ M(n xn,K). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen &dquivalent sind:
(1) Es gilt det(A) =0.

(2) Esgibt 0#B e M(nxn,K) mt A-B=0.

(3) Esgibt 0£C e M(nxn,K) mit C-A=0.

Loésung

Richtung (1) < (2):
Die Aussage det(A) = 0 bedeutet, dass die Spalten a',...,a"™ von A linear abhiingig sind, es gibt

also Koeffizienten fi,...,03, mit »_ ﬂjaj =0, und die B; sind nicht alle Null. Damit ist A-B =0
fiir die Matrix

By 0 - 0
B=|: : :
By 0 -+ 0
die nicht die Nullmatrix ist. Wir miissen noch die Umkehrung zeigen: Angenommen AB = 0 fiir
B #0,und det(A) # 0. Dann folgt nach Multiplikation mit A~! von links (darf man da det(A4) # 0

bedeutet, dass A regulér ist), die Gleichung B = 0, ein Widerspruch. Also war det(4) = 0, und
auch die Riickrichtung ist gezeigt.

Richtung (1) < (3):

Die Aussage det(A) = 0 bedeutet, dass die Zeilen ai,...,a, von A linear abhingig sind, es gibt
also Koeffizienten ~1,...,7, mit > va; = 0, und die 7; sind nicht alle Null. Damit ist C'- A =0
fiir die Matrix

Y12 Tn
0 O 0

C — )
o 0 --- 0

die nicht die Nullmatrix ist. Wir miissen noch die Umkehrung zeigen: Angenommen CA = 0 fiir
C # 0, und det(A) # 0. Dann folgt nach Multiplikation mit A~! von rechts (darf man da det(A) # 0
bedeutet, dass A regulér ist), die Gleichung C = 0, ein Widerspruch. Also war det(A) = 0, und
auch die Riickrichtung ist gezeigt.

Damit folgt insgesamt (1) < (2) < (3).



