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1
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Punkteverteilung:
3 =141+ 1 Punkte
3 Punkte
8=24+2+1+
3 Punkte
3 Punkte

(1)
(2)
(3)
(4)
()

Eine mogliche Umformungskette fiir A ist

Aufgabe 1

Eine mogliche Umformungskette fiir B ist
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B E
3 4 5 10 0
12 3/, 0 1 0
1 2 2 0 0 1
0 -2 -4/ 1 -3 0
12 3/ 0 1 0
0 0 -1 0 -1 1
0 -2 -4 1 -3 0
1 0 -1 1 -2 0
0O 0 -1} 0 -1 1
0 1 2[-5 3 0
1 0 -1 1 -2 0
0o 0 1] 0 1 -1
0 1 0 —% —% 2
10 0 1 -1 -1
0o 0 1} 0 1 -1
1 0 0 1 -1 -1
0 1 0 —% —% 2
0 0 1| 0 1 -1
Die Umformungskette fiir C' ergibt
C E
1 4 =51 1 0 0
2 1 4] 0 1 0
3 1 7, 0 0 1
1 4 =51 1 0 0
0 -7 14| -2 1 0
0 —-11 22|-3 0 1
1 4 =51 1 0 0
2 1
o 1ol d b
11 11
1 4 -5
0 1 =2
0 0 0

Da C durch Zeilenumformungen in Matrix mit einer Nullzeile umgeformt werden kann, besitzt C
nicht vollen Rang, und ist daher nicht invertierbar.

Aufgabe 2
Die Transformationsmatrix entsteht direkt aus der Basisdarstellung:
11 11
1wy |11 10
STo=eMid) = |y
1 0 00
Das Invertierungsverfahren ergibt
0o o0 o0 1
0o 0 1 -1
—_ € 3 —
S=uMU) =14y 1 1 o

1 -1 0 O

Das brauchen die Studenten aber nicht explizit auszurechnen.
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Die neue Darstellungsmatrix ist dann

Aufgabe 3

Teil a):

Man rechnet den Rang der gegebenen Matrix aus, die Dimension des Losungsraums L(A;0) ist dann
n—rg(A), wobei die Spaltenzahl n = 7 ist. Umformen auf die Zeilenstufenform gibt (unter Mitfiihrung
der rechten Seite b in Hinblick auf Teil c)

1 5 043431 1 5 0 4 3 4 3 1
2 6 026 1 2 2 0 -4 0 6 0 -7 —4 0
A0 =12 1 01300 1| "2 (o 90 -7 -3 -8 —6 -1
011 0 6 9 5 5 3| ™™t g 193 0 6 9 5 5 3
2 6 026 1 2 2 0 -4 0 6 0 -7 —4 0
1 5 0 4 3 4 3 1
v o0 6 0 -7 -4 0
VI lo 9 0 -7 -3 -8 6 -1
011 0 6 9 5 5 3
00 0 0 0 0 0 0
1 5 0 4 3 4 3 1
o0 6 0 =7 —4 0
=20 1g 10 5 -3 6 2 -1
011 0 6 9 5 5 3
00 0 0 0 0 0 0

1 5 0 4 3 4 3 1

|00 0 -2 12 31 —12 4

Al 10 05 -3 6 2 -1

WA 1o 0 0 61 —-24 71 27 -8

000 0 0O 0 0 O

1 5 0 4 3 4 3 1

e |0 0 0 —26 12 31 —12 4

V#2110 5 -3 6 2 -1

00 0 9 0 9 3 0

000 0 0 0 0 0
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1 5 0 4 3 4 3 1
Vo 0 0 0 —26 12 -31 —12 4
ARS 0 -10 5 -3 6 2 -1
o000 1 0 1 £ 0
000 0 0 O 0 O
1 5 04 3 4 3 1
a6ty 0 0 00 12 -5 -1 4
= 0 -1 05 -3 6 2 -1
0001 0 1 &+ o0
00 00 0 0 0 O
1 5 04 3 4 3 1
_ 0 -1 05 -3 6 2 -1
Pemuigtion fg 9001 0 1 L o =BV
00 00 12 -5 -2 4
00 00 0 0 0 O
Es gibt vier Stufen, also rg(A) =4 und dim(L(A4;0)) =7 —4 = 3.

Teil b):

Je nach der gefundenen Zeilenstufenform sieht die folgende Rechnung anders aus. Es gibt 7 Spalten,

also haben die gesuchten Vektoren 7 Eintrage. Die Stufen liegen in den Spalten
j1:17j2:27j3:47j4:5'

In der Terminologie von Abschnitt 4.2 (Seite 69 im Skript) bestimmen wir n — k = 3 Basisvektoren.
Die zuléssigen Indizes r # j1, j2, j3,ja sind r = 3,6, 7.

r=3:
Die Konstruktionsvorschrift gibt hier wegen ji,j2 < r zwei Iterationen fiir den Basisvektor vy =
(A1, A2,1,0,0,0,0)7. Fiir s = 2 (weiterhin in der Terminologie von Abschnitt 4.2) ist

)\2’b272+b273:0 = )\2'(—1)+0:O = X=0.
Fiir die vorhergehende Zeile 0 =1 < s gilt
)\1-b1,1+()\2-b1,2+b173):0 = )\1-1+(0-5+0):0 = A =0

Damit ist erste Basisvektor
v3 = (0,0,1,0,0,0,0)7 .

r=6:
Die Konstruktionsvorschrift gibt hier wegen j1, jo, js, ja < 6 den Vektor vi = (A, Ajy, 0, A4y, Ajy, 0, 0)7.
Fiir s =4 gilt

A5 bas+big =0 = A5-12-5 =0 = A5 = 1%
Fiir 0 = 3 gilt
A -b3a+ (A5 -b3s+b3g) = = )\4-1+(%'0+1) =0 = N = —1.
Ebenso findet man Ay = —% und A\; = 0. Damit ist der zweite Basisvektor

ve = (0,—1,0,-1,5.,1,0)".
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r="7:
Hier liest man . . .
)\5:E7>\4:_§7)\2:_§7>\1:0
ab, wodurch sich der Losungsvektor
vr = (07 _%7 7_%7 158)07 ]-)T

ergibt. Wir haben also insgesamt
0 0 0
ol (=4 [~
1 0 0

5 5

0 12 18
0 1 0
0 0 1

Teil ¢):
Da die letzte Zeile eine Null in der erweiterten Spalte enthélt, ist das System Ax = b l6sbar. Ablesen
der Losung geméafl Abschnitt 4.5 (Seite 73) aus der erweiterten Matrix (B, b') ergibt

1
M=5, M=0,0=0, =0

und damit den Loésungsvektor

0
0
0
rog = 0
1
3
0
0
Teil d):
Aus den vorigen Teilaufgaben folgt
0 0 0 0
1 1
0 0 1 2
0 1 0 0
L(A;b) = {xo+avs+bvg+cvr : a,b,ceR} = |0 ]| + < o1, |-11, —% >
1
3 0 o %
0 0 1 0
0 0 0 1

Teil e):

Aus der ZSF B von A liest man die Basis des Spaltenraums am (Punkt 3 von Seite 70 im Skript). Da
die Stufen j; =1, jo = 2, js = 4 und j4 = 5 ist, bilden die Spalten 1,2,4,5 (aus der Matrix A, nicht
aus B) die Basis, also

<a17a27a37a4’a5’a6’a6> _ <a1,a2,a4,a5> _ <

N O DN DN
PR o
l\D@“H[\DHﬁ
@@“W@W
S~——
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Die Darstellung der restlichen Spalten aus diesen Erzeugern liest man aus der Losung von Teil (d) ab:
der 7-te Erzeuger des Kerns von A liefert ja gerade die Koeffizienten, um die Spalten a',...,a" zur
Null zu kombinieren, wobei in der r-ten Zeile jeweils eine 1 steht, also kombiniert man die Spalte —a",
indem man die Eins weglasst und folglich die Spalte a”, indem man die rechts fithrende 1 weglésst und
alle Koeffizienten negiert:

0 0 0
0 0 0
1 0 0
r=3 = 0 — 0 — 0
0 ohne 1 0 negieren 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
_1 _1 1
4 4 4
0 0 0
r=6 = -1 — -1 — 1
5 ohne 1 5 negieren 5
12 12 12
1 0 0
0 0 0
0 0 0
_1 _1 1
2 2 2
0 0 0
_ _1 _1 1
r=7= 53 oh';e> 1 53 neéi_e>ren 35
18 18 18
0 0 0
1 0 0
Die gesuchten Linearkombinationen sind also
a® = 0ap + 0a®> + 0a* + 0d°
a = 0a; + 1a® + ot - 2P
a’” = 0O0ay + %a2 + %a‘l — 1%“5

Teil (f):

Ein b € R® mit Az = b unldsbar existiert, da das Erzeugnis der Spalten von A nach (e) nur vierdimen-
sional ist. Das System wird unlésbar, wenn nach den Umformungen in Teil (a) auf der rechten Seite
ein Vektor steht, dessen 5. Zeile keine Null enthélt. Wir setzen beispielsweise b’ = (0,0,0,0,1) an,
und machen auf diesem Vektor die Umforungen aus (a) wieder riickgingig um b zu erhalten. Keine
der Umformungen aus (a) geht von der 5. Zeile aus, d. h. die umgekehrten Umformungen spielen sich
nur auf den vier Nullen von b ab: es ist b = b/, d. h. das System Az = (0,0,0,0,1)7 ist unlésbar.

Aufgabe 4:
Wir bringen die erweiterte Matrix auf Zeilenstufenform und betrachten den Parameter a erstmal als
unbekannte Zahl:

a 1 1 -4 0 1-a 1—a? -4-a 0 0 2—a—a® -2-a

1 a1 3| ™10 a-1 1-a 2 |20 a-1 1-4a 2

11 a 1) 79 \1 1 a 1 11 a 1
1 1 a 1

Permutation
—

0 a—1 1—a 2
0 0 2—a—a? -2-a
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Die Losbarkeit des Systems entscheidet sich in der letzten Zeile: es ist unltsbar, falls die ersten drei
Eintriage Null sind, und rechts keine Null steht. Der dritte Eintrag 2 —a— a? ist nur Null fiir a = 1, —2.
Im Fall a = —2 steht in allen vier Eintragen der Zeile eine Null und das System ist 16sbar, im Fall
a = 1 ist das System unlésbar. Wir nehmen ab jetzt a # 1 an, dann hat die Matrix (wie man der ZSF
sieht) vollen Rang, ist also invertierbar, und es gibt genau eine Losung. Die kénnen wir an der ZSF
ablesen:

—-2—a —-2—a 1 3 1 3+a
r3 — = = To = 1 = —
3 2—a—a? (—a—2)(a—1) a—1""7" a—1" "1 a—1
und damit
1 — 3ta
a—1
L(Ash) = S 25 5 + L(4;0)
1
a—1

falls a # 1, und L(A;b) = 0 falls a = 1. Wir miissen noch den Losungsraum L(A;0) des homogenen
Systems bestimmen. Ist a # 1, —2, so hat die Zeilenstufenform

1 1 a 1
0 a—1 1—a 2
0 0 2—a—a% -2-a

drei Stufen, also besitzt A vollen Rang, folglich L(A;0) = {0}. Fiir a = 1 ist L(A;0) irrelevant da das
System Ax = b an sich nicht 16sbar ist (auch wenn das homogene System eine Losung hat). Einsetzen
von a = —2 in die ZSF ergibt

1 1 -2 1
0 -3 3 2
0 0 0 O

Es gibt zwei Stufen, also ist dim(L(A4;0)) = 3 — 2 = 1, wir miissen also von der Nicht-Stufe 3 einen
Basisvektor des Raums L(A4;0) ablesen. Ansatz v = (-, \,1)! ergibt in der zweiten Zeile —3A\ +3 =0
und damit A = 1. Ansatz v = (), 1,1)! ergibt in der ersten Zeile A\ +1 —2 =0, also A = 1. Also ist

1
L(A;0) = (v) :< 1 >
1

Damit ergibt sich die Losung der Aufgabe insgesamt zu

0 falls a=1
L(Ab) = (= B falls a#1,-2 .
-3t 3 A4 ((1,1,1)") falls a=-2

Aufgabe 5:
Angenommen ad — bc # 0, dann ist nicht gleichzeitig ¢ = 0 und ¢ = 0. Ist a # 0, so ist

a b\ I-7I [a b
= (0 a) =0 o)

eine zulassige Zeilenumformung. Da a # 0 sowie d — % = %(ad —be) # 0 ist, hat diese ZSF und damit
A vollen Rang und ist reguldr. Geht man andererseits von ¢ # 0 aus, so folgt die Regularitiat mit

A = a b I;%I,I 0 b— %d Perr&ta‘cion C d
 \e d c d 0 b—2d
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wobei der Rang wieder voll ist wegen ¢ # 0 und b — ¢d = %(bc —ad) # 0.

Nun nehmen wir an, dass ad — bc = 0 ist und miissen zeigen, dass A singulédr ist. Dazu geniigt
es, ein nichttriviales Element im Kern nachzuweisen Wir betrachten dazu die Bilder

A ()= () - ()
o) - () - )
((2)-(2) = e

Ist nun a =b=c=d =0, so ist A die Nullmatrix und damit singuldr, andernfalls ist ein Koeffizient
und damit mindestens einer der beiden Vektoren nicht der Nullvektor: dann ist der Kern nicht der
Nullraum und A singulér.

Also



