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1. Es sei G eine Gruppe, G 6= {e} . Enthält G nur die trivialen Untergruppen, so ist
G isomorph zu Z/pZ für eine Primzahl p ∈ Z .

2. Es sei (G,+) eine kommutative Gruppe und T (G) die Menge aller Elemente endli-
cher Ordnung von G ; dabei heißt ein Element g ∈ G von endlicher Ordnung, wenn
ng = 0 für eine natürliche Zahl n ≥ 1 gilt. Eine Gruppe G heißt torsionsfrei, wenn
T (G) = {0} gilt. Zeigen Sie

(a) T (G) ist eine Untergruppe von G . Diese nennt man Torsionsuntergruppe.

(b) Die Gruppe G/T (G) ist torsionsfrei.

3. Es sei G eine Gruppe. Für a, b ∈ G heißt [a, b] = aba−1b−1 der Kommutator von
a, b . Die von { [a, b] : a, b ∈ G } erzeugte Untergruppe von G wird mit [G, G]
bezeichnet und heißt Kommutatorgruppe von G . Zeigen Sie:

(a) [G,G] = { [a1, b1] · . . . · [ar, br] : r ∈ N, ai, bi ∈ G } .

(b) [G,G] ist ein Normalteiler von G und G/[G,G] ist kommutativ.

(c) Sei π : G → G/[G, G] der kanonische Epimorphismus. Dann erfüllt G/[G, G]
die folgende universelle Eigenschaft:
Ist ϕ : G → G′ ein Homomorphismus von G in eine kommutative Gruppe G′ ,
so existiert genau ein Homomorphismus ϕ : G/[G,G] → G′ mit ϕ = ϕ ◦ π .

4. Für n ∈ N sei dn ∈ GL(2,R) die Drehung im Nullpunkt um den Winkel 2π/n
sowie s die Spiegelung an der y -Achse. Die Diedergruppe Dn ist die von dn und
s erzeugte Untergruppe von GL(2,R) .

(a) Zeigen Sie: Dn besteht aus folgenden 2n verschiedenen Elementen:

Dn = {idR2 , dn, d2
n, . . . , dn−1

n , s, sdn, . . . , sdn−1
n }

(b) Zeigen Sie: 〈dn〉 ist ein Normalteiler in Dn und Dn/〈dn〉 ist isomorph zu
Z/2Z .

(c) Bestimmen Sie alle Normalteiler von Dn .


