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Aufgabe 1.

Wegen a0 = a1 = 1 > 0 folgt induktiv an > 0 und damit auch an+1 = an +
an−1 > an für alle n ∈ Z. Daraus folgt insbesondere an−1 = an+1 mod an. Für
den ggT gilt somit: ggT(an+1, an) = ggT(an+1 mod an, an) = ggT(an−1, an) =
ggT(an, an−1). Induktiv folgt also ggT(an+1, an) = ggT(a1, a0) = ggT(1, 1) = 0.

Aufgabe 2.

(a) Folgt direkt mit der Identität: an+1 − bn+1 = (a− b) ·
n∑

k=0

akbn−k

(b) Zunächst gilt nach (a): ak−1 = (a−1) ·
k−1∑
j=0

aj . Falls a > 2, so ist a−1 > 1.

Wegen k > 2 ist ak > a, also ist 1 < a − 1 < ak − 1 ein nicht-trivialer
Teiler von ak − 1; also ist ak − 1 zusammengesetzt.
Sei nun k = p · q zusammengesetzt, 1 < p < k, so gilt:

apq − 1 = (ap − 1) ·
q−1∑
j=0

apj .

Nun ist aber 1 < ap − 1 < ak − 1 ein nicht-trivialer Teiler von ak − 1; also
ist ak − 1 zusammengesetzt.

Aufgabe 3.

Sei n = p · q zusammengesetzt mit 1 < p, q < n. Zu zeigen: n | (n − 1)!
Wir betrachten zwei Fälle:

(i) Sei p 6= q. Dann kommen p, q im Produkt (n− 1)! =
∏n−1

k=1 k vor; also gilt
p, q | (n − 1)! , also auch n = p · q | (n − 1)!

(ii) Sei p = q, dann ist p > 2. Damit gilt: 1 < 2p < p2 = n. Dann kommen aber

p und 2p im Produkt (n−1)! =
∏n−1

k=1 k vor; also gilt 2 ·n = 2p ·p | (n−1)! ;
also insbesondere auch n | (n − 1)!

Aufgabe 4.

(a) Es ist 10 ≡ 1 (mod 9), also ist 1099 ≡ 199 ≡ 1 (mod 9) bzw. 1099 mod 9 =
1. Analog ist 10 ≡ −1 (mod 11) und daher 1099 ≡ (−1)99 ≡ −1 ≡ 10
(mod 11) bzw. 1099 mod 11 = 10.

(b) Es ist 72 ≡ 49 ≡ −1 (mod 10), und damit ist 71000 ≡ (72)500 ≡ (−1)500 ≡
1 (mod 10); also ist die letzte Zi�er eine 1.

(c) Zunächst ist 132 ≡ 169 ≡ −14 (mod 61). Damit ist 133 ≡ −14 · 13 ≡
−182 ≡ 1 (mod 61). Also ist 1347 ≡ 132 · (133)15 ≡ −14 · 115 ≡ −14 ≡ 47
(mod 61), bzw. 1347 mod 61 = 47.
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