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Übungsblatt zur Vorlesung Fourier-Analysis

1. Guenther & Lee: Problem 4-4.10., Seite 107

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(t) sin(λnx)

un(t) =
1

cλn

t∫

0

Fn(τ) sin(cλn(t− τ))dτ

Fn(t) =
2

L

L∫

0

F (x, t) sin(λnx)dx

mit λn = nπ
L

eine Lösung des Anfangs- und Randwertproblems




utt − c2uxx = F (x, t) 0 < x < L t > 0

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ L

u(0, t) = u(L, t) = 0 t ≥ 0

darstellt, sofern F (x, t) ∈ C3{[0, L] × [0,∞)} und

F (0, t) = F (L, t) = Fxx(0, t) = Fxx(L, t) = 0

für alle t ≥ 0. Dazu sollen ein beliebiges T > 0 konstant gewählt werden und die Variablen
x und t auf [0, L] bzw. [0, T ] beschränkt sein.

(a) Berechne ux, uxx, ut und utt unter der Voraussetzung, daß Differentiation und Sum-
mation vertauscht werden dürfen.

(b) Beweise die Gültigkeit der nachstehenden Ungleichungen mit ‖Fn‖ = max
0≤t≤T

|Fn(t)|:

|λ2
nun(t)| ≤ Tλn

‖Fn‖
c

, |u′n(t)| ≤ T‖Fn‖ , |u′′n(t)| ≤ |Fn(t)|+ cTλn‖Fn‖ .

(c) Mit F (0, t) = F (L, t) = Fxx(0, t) = Fxx(L, t) = 0 soll gezeigt werden, daß

|Fn(t)| ≤ 2

Lλ3
n

L∫

0

|Fxxx(x, t)|dx .

(d) Verwende die Ergebnisse aus b) und c), um die gliedweise Differentiation in a), sowie

die Reihenentwicklung F (x, t) =
∞∑

n=1

Fn(t) sin(λnx) für 0 ≤ x ≤ L und 0 ≤ t ≤ T zu

rechtfertigen.


